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Tassd tutkielmassa esitetddn Pell’n yhtdlon ominaisuuksia ja sovelluksia. Pell’n yhtdloksi kutsutaan
yhtilod x2 — dy? = 1, missd luvut x ja y ovat kokonaislukuja ja d on positiivinen kokonaisluku, joka
ei ole minkdén kokonaisluvun nelid. Téssé tutkielmassa keskitytddn Pell’n yhtélon kokonaislukurat-
kaisujen 10ytdmiseen ja sen sovelluksien algebralliseen tarkasteluun.

Ensiksi tutkielmassa tarkastellaan lyhyesti Pell’n yhtélon historiaa sekd mééritelmaa ja triviaaleja
ratkaisuja. Taman jdlkeen todistetaan, ettd Pell’n yhtdlolla on olemassa vahintddn yksi epétriviaali
kokonaislukuratkaisu kaikille positiivisille kokonaisluvuille d, jotka eivit ole neligitd. Tadmén jilkeen
voidaan esittdd menetelmé kaikkien Pell’n yhtélon ratkaisujen 10ytamiseksi.

Tutkielman jdlkimmaéisessd osassa tarkastellaan erilaisia lukuteoreettisia sovelluksia, joiden rat-
kaisemisessa kéytetddn apuna Pell’n yhtdlon ominaisuuksia. Tatd varten médritellédédn yleistetty Pell’n
yhtild ja negatiivinen Pell’n yhtdl. Naiden yhtéldiden ominaisuuksia kdytetddn kolmio-nelidlukuihin,
Arkhimedeen karja-ongelman ratkaisemiseen, Pythagoraan kolmioihin, nelidjuuren likiarvon laskemi-
seen ja perakkaisten lukujen ja nelididen summien tarkasteluun.

Avainsanat: Pell’n yhtilo, Pell’n yhtilon sovellukset, lukuteoria
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1 Johdanto

Tédmaén tutkielman tarkoituksena on esitelld lukijalle Pell’n yhtdlo ja sen sovelluksia. Pell’n
yhtilod voidaan kiyttdid monien lukuteorian sovelluksien ratkaisemiseen. Yhtilod x? —
dy? = 1, missi x ja y ovat kokonaislukuja ja d € Z, ei ole minkiin kokonaisluvun nelid,
kutsutaan Pell’n yhtéloksi. Yhtdlolle on helposti 10ydettivissa reaalilukuratkaisut, joten tissa
tutkielmassa keskitytdénkin padosin yhtdlon kokonaislukuratkaisujen 10ytamiseen.

Luvussa 2 kerrotaan aluksi Pell’n yhtdlon historiasta. Yhtdlo on nimetty matemaatikko
John Pell’n (1610-1685) mukaan, vaikka hénelld itselldédn ei ollut juuri tekemistd yhtdlon
kanssa. William Brouncker (1620-1684) 16ysi ensimmadisend eurooppalaisena yleisen ratkai-
sumenetelmin yhtildlle x2 — dy? = 1, mutta Leonhard Euler (1707-1783) virheellisesti luuli
ratkaisun olevan perdisin Pell’ltd ja nimesi tdten yhtdlon tdimidn mukaan. Tosiasiassa Intiassa
oli 1oydetty vastaavanlainen menetelma ainakin kuusi vuosisataa aiemmin. [8, s.182.] Lisdksi
luvussa 2 esitetdén Pell’n yhtdlon méairitelma seka triviaalit ja epdtriviaalit ratkaisut. Tamén
jilkeen ndytetddn, kuinka tunnetusta ratkaisusta saadaan uusi ratkaisu ja néin ollen voidaan
16ytad yhtdlon kaikki ratkaisut.

Luvussa 3 perehdytiin erilaisiin lukuteoreettisiin sovelluksiin, joita voidaan tarkastella ja
ratkaista Pell’n yhtdlon avulla. Kappaleen alussa esitetdén yleistetty Pell’n yhtilo. Sitten tar-
kastellaan kolmio-nelidlukuja, joita kdytetddn muun muassa Arkhimedeen karjaongelmassa,
joka on varhaisimpia ongelmia, jossa Pell’n yhtilo esiintyy. Liséksi Pell’n yhtdlon avulla voi-
daan 16ytda Pythagoraan kolmioita, joiden kahden sivun pituudet ovat perdkkéisid kokonais-
lukuja. Tamén jalkeen tarkastellaan Pell’n yhtdlon avulla, kuinka algebrallisesti voidaan 16y-
tdd approksimaatioita nelidjuurille. Lopuksi esitetddn, miten voidaan 10ytad perdkkaisten ko-
konaislukujen seka perdkkiisten nelididen muodostamat yhtd suuret summat.

Tutkielmaan valittuja sovelluksia yhdistdd niiden ratkaiseminen algebrallisesti. Pell’n yh-
talo ja esimerkiksi nelidjuurien approksimaatiot voidaan ratkaista ketjumurtolukujen avulla,
mutta téssd tutkielmassa on keskitytty algebrallisiin ratkaisumenetelmiin. Tutkielman keskei-

sind l4hteind toimivat erityisesti Keith Conradin esitykset [3, 4, 5, 6].



2 Pell’n yhtildé

Téssd luvussa esitetddn Pell’n yhtdlon historiaa, mééritelma, triviaaliratkaisut, epétriviaalin
ratkaisun olemassaolo seké uusien ratkaisujen kehittdminen tunnetuista ratkaisuista. Lauseita

ja yhtdlon ominaisuuksia havainnollistetaan esimerkkien avulla.
2.1 Historia

Pell’n yhtdl6 on nimetty englantilaisen matemaatikko John Pell’n mukaan véarinkésityksen
seurauksena, silld todellisuudessa hin ei ollut tekemisissd yhtdlon ratkaisun kanssa. Pell’n
yhtilo on esiintynyt ja sitd on tutkittu jo ennen ajanlaskun alkua. Pell’n yhtdld on ensimmai-
sen kerran kohdattu Arkhimedeen karjaongelman yhteydessi, mitd tarkastellaan lisdd myo-
hemmin téssd tutkielmassa.

Pell’n yhtélon ratkaiseminen edistyi merkittdvésti Intiassa. Vuonna 628 Brahmagupta
(598-670) selvitti, miten tunnettuja ratkaisuja voidaan kayttdd Pell’n yhtdlon uusien ratkaisu-
jen muodostamiseen. Vuonna 1150 toinen intialainen matemaatikko Bhaskaracharya (1114—
1185) jatkoi Brahmaguptan tyotd, ja kdyttdmailld jatkuvasti pienenevid likiarvoja hén 16ysi
Pell’n yhtélon ratkaisun. Bhaskaracharya havainnollisti menetelméénsa ratkaisemalla yhtilon
x% — 61y? = 1. Intialaisten merkittivit tydt Pell’n yhtilon ratkaisemisessa jivit kuitenkin
pitkdin tuntemattomiksi eurooppalaisille.

Pell’n yhtédlon niin kutsuttu eurooppalainen historia sai alkunsa vuonna 1657, kun Pierre
de Fermat (1601-1665) haastoi muut matemaatikot ratkaisemaan yhtilén x? — 61y? = 1.
Useat matemaatikot 16ysivdt pienimmén ratkaisun, joka on
(x,y) = (1766319049, 226153980), ja samana vuonna Brouncker esitti yleisen ratkaisu-
menetelmin Pell’n yhtélolle. John Wallis (1616—1703) kuvasi Brounckerin menetelmén kir-
jassaan, joka késitteli algebraa ja lukuteoriaa, mutta Euler myShemmin erehtyi luulemaan
kuvattua menetelmii Pell’n kehittimiksi. Ndin ollen yhtilo x? — dy? = 1 tunnetaan tini

paivanékin Pell’n yhtdlon. [9, s. 216-217.]
2.2 Maaritelma ja triviaaliratkaisut

Tassd kappaleessa esitetddn Pell’n yhtdlon mééritelma ja triviaaliratkaisut. Tdma kappale pe-

rustuu ldhteeseen [4, s. 1].
Mairitelmi 2.1. Yhtiloa

X2 —dy? =1, ()



missd d on positiivinen kokonaisluku, joka ei ole tiydellinen nelid, kutsutaan Pell’n yhtaloksi.
Taydelliselld neliolld tarkoitetaan kokonaislukua, joka voidaan muodostaa, kun jokin koko-

naisluku kerrotaan itsensi kanssa.

Tassé tutkielmassa keskitytddn epétriviaaleihin ratkaisuihin (x, y), missi x ja y ovat ko-
konaislukuja. Yhtdlon triviaalit ratkaisut ovat (x,y) = (+1,0). Tapauksia, joissa d on nelio, ei
tarkastella. T#lldin Pell’n yhtilslld on vain triviaaliratkaisut, silli jos d = c?, kun ¢ € Z, niin
silloin x? — dy? = x? — (cy)?. Koska ainoat perikkiiset neliot, jotka eroavat yhdelld ovat

luvut 0 ja 1, niin x? — (cy)? = 1, jolloin saadaan, etti x = +1jay = 0.
2.3 Epatriviaalit ratkaisut

Seuraavaksi todistetaan, ettd Pell’n yhtdloll4 on olemassa epétriviaali ratkaisu. Todistus ei ole
konstruktiivinen. Todistuksessa kdytetddn apuna kyyhkyslakkaperiaatetta sekd lemmaa koski-
en luvun vd kokonaislukumonikertoja, jotka ovat lihelld kokonaislukuja, ja etidisyyden kont-
rolloimista luvun Vd kertoimella. Kappale pohjautuu lihteeseen [5, s. 1-3], ja kappaleen lo-

pussa esitetyt esimerkit ovat perdisin lahteesté [4].

Lemma 2.2 (Kyyhkyslakkaperiaate). Jos n on positiivinen kokonaisluku ja n + 1 objektia
sijoitetaan n mddrddn laatikkoja, niin silloin ainakin yksi laatikko sisdltdd kaksi tai useampaa
objektia. Jos ddrettomdn monta objektia jaetaan ddrelliseen mddrdcdn laatikoita, on jossain

laatikossa oltava ddreton mddrd objekteja.

Todistus. Oletetaan, ettd missdén n laatikossa ei ole enempdd kuin yksi objekti. Titen objekti-
en kokonaismaédra olisi enimmillddn n. Tdma on ristiriidassa sen oletuksen kanssa, ettid objek-

teja on n + 1 kappaletta. |

Lemma 2.3. Kaikille positiivisille kokonaisluvuille d, jotka eivdt ole neliditd, on olemassa

ddrettomdn monta positiivista kokonaislukua x ja y niin, ettd |x —yVd | < "

Todistus. Kéaytetdan kyyhkyslakkaperiaatetta. Tarkastellaan aluksi lukuja
0,Vd, 2Vd, .., nVd, (2)

jollekin kokonaisluvulle n > 2. Lukuja on selvésti n + 1 kappaletta. Lukujen desimaaliosat

1 2 1

ovat vililla [0, 1[. Tama vili voidaan jakaa n puoliavoimeen véliin [O,% [, [;,; [ - [n%, 1[.



Kyyhkyslakkaperiaatteen mukaan kahdella luvulla luvuista (2), esimerkiksi luvuilla avd ja

bVd,kuna < b jaa, b € Z,, on desimaaliosat samalla vililla, eli
avd = A +¢, bVd =B + 6, (3)
missd A, B € Z ja € ja 6 kuuluvat samaan viliin [}l, % [ Niin ollen
le - 8] <

Epéyhtilo on aito, silld kdytetyt vilit ovat puoliavoimia. Edellisestd epdyhtdlostd saadaan
kayttamalld yhtilsita (3), ettd |(avd — A) — (bVd — B)| < %, josta seuraa, etti [(B — A) —
b—ad<lIn.

Asetetaan nyt x = B — Ajay = b — a, jolloin aikaisempien oletusten mukaisesti x ja y ovat

kokonaislukuja, joille pitee 0 < y < n. Téten
1 _1
|x—y\/3|<—S—. 4)
n"y
Koska luvun x etiisyys luvusta yvd on korkeintaan 1, niin saadaan, etti
0<vVd-1<yJd-1<nx,
elix > 1.
Nyt on siis 10ydetty yksi positiivinen kokonaislukupari (x, y), joille |x —yVd | < % Jotta

saadaan toinen pari samalla ominaisuudella, valitaan positiivinen kokonaisluku n’, jolle pitee

% < |x — y\/a | Tillainen luku n’ on olemassa, silld x — y\/E # 0, koska luku d ei ole nelio,

joten luku v/d on irrationaaliluku. Toistetaan luvulle n’ samat edelli esitetyt vaiheet kuin lu-

vulle n, jolloin 16ydetdan positiiviset kokonaisluvut x’ ja y’, jotka toteuttavat epayhtélon

|x' —y'Vd| < %, kuny’ < n'. Nyt [x —y'Vd| < yl Epéyhtiloistd

| = yVd| < = < |x - yVd]| 6

nihdin, ettd positiiviset kokonaislukuparit (x, y) ja (x',y") eivit ole samat. Toistamalla jil-

leen samat vaiheet saadaan pienempi luku |x —y"\d |, minkd seurauksena saadaan uusi



positiivinen kokonaislukupari (x",y’"), niin etti [x" — y"Vd| < ot Tétd prosessia toistamal-
la 10ydetddn ddreton maadra positiivisia kokonaislukuja x ja y, joille pétee

|x —yVd | < %, kun d on positiivinen kokonaisluku, joka ei ole nelid. ad

Lause 2.4. Pell’n yhtdilolli x*> — dy? = 1 on epdtriviaaliratkaisu kaikilla positiivisilla koko-

naisluvuilla d, jotka eivdt ole neliélukuja.

Todistus. Aluksi osoitetaan, ettd on olemassa nollasta poikkeava kokonaisluku N, jolle on
olemassa ddrettdmin monta positiivista kokonaislukuparia (x, ), joille x? — dy? = N. Ti-

maén jilkeen viite todistetaan jidnndsluokkien mod N avulla.

Lemmasta 2.3 tiedetién, ettid |x —yV/d | < 5 ddrettdman monelle x,y € Z,. Osoitetaan,

ettd téllaisille luvuille x ja y pdtee
|x% —dy?| <1+ 2Vd,

missd olennaista on, ettd yldraja ei sisdlld lukuja x tai y.

Ensiksi lukua x rajoitetaan ylhdélta luvun y suhteen:
x=x—-yJd+yVd < |x—y\/a|+y\/3<i+y\/as 1+ yVd.
Télloin
x? — dy?| = (x + yVd)|x — yVd| < (1+y\/3+y\/3)§=§+2\/33 1+ 2Vd.

Titen |x? — dy?| < 1 + 2+/d kaikille positiivisille kokonaislukupareille (x, y), jotka toteut-

tavat yhtdlon |x —Vd < §| Tallaisia pareja on ddreton maéard, ja koska kokonaislukuja vélilla

[—(1 + 2\/3), 1+ 2\/3] on ddrellinen méérd, on kyyhkyslakkaperiaatteen mukaan on ole-
massa N € Z, IN| < 1+ 2/d, ja

x> —dy’=N (6)

ddrettdoméin monelle positiiviselle kokonaislukuparille (x,y). Lisiksi N # 0, silli x? — dy? =

0 eli x? = dy? vainjos x = 0jay = 0, koska luku d ei ole nelié.
Tarkastellaan seuraavaksi yhtdlon (6) toteuttavia lukuja x, y € Z, modulo |N|. Pareja
(x mod |N|, y mod |N|) on dérettéman monta, joten jonkin parin taytyy toistua ddrettoméan

usein, koska on olemassa vain dérellinen méérad kokonaislukupareja modulo N. Néin ollen



yhtélolle (6) on olemassa positiiviset kokonaislukuratkaisut (x1,y1) ja (x3, ¥,), joille pitee
x1 = x mod |N|, y; =y, mod |N|, ja (x1,y1) # (x2,¥2).
Merkitddn nyt x; = x, + Nk jay; = y, + NI, missd k, [ € Z. Téten

x; + y1Vd = x; + y,Vd + N(k + Vd) (7)
ja
x; — yVd = x; — y,Vd + N(k — IVd). (8)
Koska N = xZ — dy? = (x; + y,Vd)(x; — y,Vd), sijoittamalla tima yhtilsihin (7) ja (8)
luvun N paikalle ja sieventamélld saadaan, ettd
X1+ y1Vd = (xz + yzx/a) (1 + (xz - yzx/a)(k + l\/a)) 9)
ja
x1 = yiVd = (x, = y2Vd) (14 (x2 + y2Vd) (k — 1Vd)). (10)
Nyt yhtdlon (9) oikean puolen toinen tekijé
1+ (x; — yoVd)(k + Wd) = (1 + kxy — ldy;) + (L — y,k)Vd
ja yhtdlon (10) oikean puolen toinen tekija
1+ (x; + y,Vd) (k= Wd) = (1 + kx; — ldy,) + (—x,1 + y,k)Vd.
Nyt merkitsemdlld x = 1 + kx, — ldy, jay = (x,1l — y,k) saadaan, ettd
x1 +y1Vd = (x5 + y,Vd)(x + yVd)

X1 — ylx/— = (XZ - yZ\/H)(x - }/\/a)

2 2 —

Kertomalla nimé yhtilot keskendsin saadaan N = N(x% — dy?). Titen saadaan x? — dy? =
1.

Naytetddn vield lopuksi, ettd (x, y) # (+1,0). Jos (x,y) = (1,0), niin silloin x; = x; ja
Y1 = Y. Tamai on kuitenkin ristiriidassa oletuksen (x1, 1) # (x5, y2) kanssa. Jos taas
(x,y) = (—1,0), niin talloin x; = —x,, miki on ristiriidassa sen kanssa, ettd luvut x; ja x,

ovat positiivisia. m|



Yksinkertaisin tapa 10ytda epatriviaaliratkaisu yhtdldlle (1) on kirjoittaa se muotoon
x?2 =dy? + 1jaasettaay = 1,2, 3, ..., kunnes ldydetiin arvo, jossa luku dy? + 1 on tiydel-

linen neli6. T4t arvoa merkitisn luvulla x? ja titen saadaan ratkaisu (x, y).

Esimerkki 2.5. Yhtilon x? — 2y? = 1 kaksi ratkaisua ovat (3,2) ja (17,12), silld 2y + 1
on nelidluku, kun y = 2 jay = 12, jolloin muuttujan x arvot ovat 9 = 32 ja 289 = 172. Alla

oleva taulukko kuvaa ratkaisujen 16ytdmista.

y 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

2y% +1 3 9 19 33 51 73 99 129 163 201 243 289 339 393 451

Onkonelio- |ei on e e e e e e e e e on el el el

luku?

Huomautus 2.6. Lauseen 2.4 mukaan taulukoimalla lausekkeen dy? + 1 arvoja niin kauan,
ettd saadaan nelidluku, saadaan yhtilon x? — dy? = 1 epitriviaaliratkaisu. Vaikka ratkaisuun
aina lopulta paddytddn, ei ole kuitenkaan selvii, kuinka kauan se vie aikaa. Pell’n yhtélon
pienin positiivinen ratkaisu voi olla hyvinkin suuri verrattuna lukuun d tai pienimmaén positii-
visen ratkaisun ero perakkaiisilld luvuilla d voi olla todella suuri. Alla oleva taulukko kuvaa

néitd ominaisuuksia.

d 12 13 14 | 60 61 62 108 109 110

x 7 649 15 | 31 1766319049 63 | 1351 158070671986249 21

y 2 180 4 4 226153980 8 130  15140424455100 2

Pell’n yhtéldlle voidaan siis 10ytdéd ainakin yksi epatriviaaliratkaisu. Seuraavassa kappa-
leessa esitetddin, miten voidaan 16ytdd kaikki olemassa olevat Pell’n yhtdlon ratkaisut kaytta-

milld tunnettua ratkaisua apuna.
2.4 Pell’n yhtalon kaikki ratkaisut

Edellisen kappaleen perusteella tiedetiin, ettii Pell’n yhtildlld x2 — dy? = 1 on ainakin yksi
epétriviaali ratkaisu, kun d ei ole nelid. Seuraavaksi tarkastellaan, miten voidaan méérittda

kaikki Pell’n yhtdlon epétriviaalit ratkaisut. Kaikkien ratkaisujen 16ytdmiseksi kdytettdavid



lauseita ja todistuksia seurataan ldhteen [7] mukaan. Tarkastellaan ensiksi Diofantoksen yhté-

16n
T? —dU? = 40 (11)

ratkaisuja, kun ¢ € {—1, 1} ja U on erisuuri kuin 0. Jos luvut T, U ja ¢ toteuttavat yhtdlon
(11), niin T = dU (mod 2). Tarkastellaan tapausta T = dU = 0 (mod 2). Kun ¢ = 1, saadaan

kaksi mahdollista alitapausta. Ensinnédkin, jos T = U = 0 (mod 2), saadaan jakamalla puolit-

tain luvulla 4 yhtdlostd (11) yhtdlo (1), jolloin x = g jay = % Toisessa tapauksessa taas
T =0 (mod2)jalU =1 (mod 2), jolloin valttdmittd d = 0 (mod 4). Sijoittamalla x = g ja
y = U, saadaan jilleen yhtdlo (1), kun luku d korvataan luvulla %. Yhtélolld (11) on siis lau-

seen 2.4 mukaan aina epétriviaali ratkaisu, jolle T = U = 0 (mod 2) ja 0 = 1. Seuraavaksi
osoitetaan, ettd yhtilolld (11) on ddreton maari epatriviaaleja ratkaisuja. Merkinnalla (T, U, o)
tarkoitetaan jatkossa jotakin yhtdlon (11) kokonaislukuratkaisua. Todistuksessa kdytetddn

hyviksi tietoa, etté
(t2 — Du?)(p® — Dq?) = t2p? — t2Dq? — p2Du? + D2u?q?
= (tp + Duq)? — D(tq + up)?. (12)
Lause 2.7. Jos (t1,uq, 01) ja (t;,uy, 02) ovat yhtdilon (11) ratkaisuja, missd t, # nt; ja
Uy = —Nuy, kunn € {—1, 1}, niin (t3,us, 03) on yksi yhtdilon (11) ratkaisu, missd

_ t1t2+du1u2 _ tiux+tauq

t3 2 ) Uus 2 )

03 = 0103.

Todistus. Yhtiloiden (12) ja (11) mukaan (t7 — du?)(t? — du3) = (t1ty + dujuy)? —

(t1ta+duguy)®  d(tup+taug)?
4 4

d(tyuy + tyuy)? = 010,42, joten = 0,0,4. Koska

2 2 2
t1ty+duquy)? tity+duqu . (tquy+tau tiux+tou e . .
Gl ” 142)” ( 12 - ! 2) 2l 242 2" _ ( 1 22 . 1) , Tiittdd osoittaa, ettd nelivon koro-

tettavat luvut ovat kokonaislukuja eli ettd
tiuy + thuy = tit, + duguy = 0 (mod 2)

jauz # 0. Huomataan, ettd kongruenssiyhtilo toteutuu, silld t; = duy ja t; = du, (mod 2).

thru

Tehdiin vastaoletus, ettd us = 0. Talldin t; = — == ja t? = 40,0, misti seuraa, etti

uz

t3 = +2. Jos valitaann = Z—l, niin silloin Z—l = —1, ja koska t3 = %2, niin silloin tistd seuraa,
2 2



. 2 du?
etti n(t2 — du3) = tzti 4+ 228 = ¢ty + duguy = 2t; = +4. Koska oletuksen mukaan
2
t? — du3 = 40, ja 0, = +1, niin saadaan, ettd || = 1. Titen on paddytty ristiriitaan. O

Huomautus 2.8. Jos ty, ty, t3, Uy, Uy ja uz ovat madritelty samoin kuin lauseessa 2.7, niin

o d. d. .. . .
merkitiin A; = # jad, = tzﬂz\/_, jolloin saadaan, etti
_ tztuzVd
Md, = 1V

Jos (t1,uq, 01) on jokin yhtdlon (11) ratkaisu, niin kdyttamalld lausetta 2.7 niin,
ti(t;, uy, 01) on molempien ratkaisujen paikalla, saadaan, ettid ((t + du?), t;uy, 07) on myds

yhtilon (11) ratkaisu. Merkitdan ((¢2 + du?), tyuy, 02) = (t2,up, 0). Nyt A2 = #g. Ite-

roimalla tété, yhtél6lle voidaan muodostaa ddretdn méara ratkaisuja (t,,, u,, of"), n =
(1,2,3,...), missa

ty +un\/3

— n
T = 22

Niamad ratkaisut ovat erisuuria, silld jos (t,,,, U, 01") = (t,, Uy, 07'), kunn > m, niin silloin
T = AT jaAT™™ = 1. Tama kuitenkin tarkoittaisi, ettd u,,_,, = 0, mika on lauseen 2.7 todis-
tuksen mukaan mahdotonta.
Seuraavaksi niytetdédn, kuinka kaikki yhtdlon (11) ratkaisut voidaan generoida. Tété var-

ten esitetddn ensin apulauseita.

Lemma 2.9. Jos (t,u, o) on jokin yhtilon T?> — dU? = 40, missi o € {—1, 1}, ratkaisu, niin

silloin t + uvd > 2 jos ja vain jos t > 0, u > 0.

Todistus. Selvésti, jos t,u > 0, niint + uvd =1 ++/d > 2. Oletetaan, ettd t + uv/d > 2.
Koska

(t+uVd)(t —uVd) = t* — du® = 4o,
saadaan, ettd

|t—u\/E| _ 2
2 - t+ud

<1.
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Niin ollen —2 < t — uvd < 2. Koska t + uv/d > 2, niin t — uv/d < t + u\/d, mistd seuraa,
ettd —uvd < u\/a,joten u > 0. Vastaavasti, koska —2 < t — uv/d, niin —t + uvd < 2, mis-

td saadaan, ettd —t + uvd < t + uvd eli —t < t, joten myos t > 0. O

Lemma 2.10. Jos (t,u, o) on yksi yhtilon T? — dU? = 40, missi 0 € {—1, 1}, ratkaisu ja
t,u > 0, niin 2ud > 8.Jos t > 0jau > 1, niin silloin 2t + 1 + (2u — 1)d > 8.

Todistus. Selvdsti molemmat epédyhtdlot péatevit, kun d > 8. Oletetaan, ettd d < 8. Koska d ei
ole tiydellinen nelid, se voi saada ainoastaan arvotd = 2,3,5,6,7.Josd = 2,3, 6,7, niin
silloin 2|t ja 2|u, mika tarkoittaa, ettd talloin t > 2, u > 2 ja titen molemmat epédyhtilot to-
teutuvat. Jos d = 5, niin télldin 2ud > 10 > 8,jajost > 1, u > 1, niin 2t + 1 +

(2u—1)d > 8. O

Lause 2.11. Oletetaan, etti (t;,u,, 01) ja (ty, Uy, 05) ovat yhtilon T? — dU? = 40, missi

o € {—1,1}, ratkaisuja. Jos t1, t;, uy, u, > 0, niin saadaan, ettdi
ty +u,Vd > t; +u;Vd
jos ja vain jos t; >ty jau,; = Uq.

Todistus. On selvi, ettd jos t, > t; jau, = uy, niin t, + up,vVd > t; + uyVd. Oletetaan nyt,
etti t, + uyVd > t; + uyV/d. Tarkastellaan kahta tapausta luvun t; — u;v/d merkin mukaan.
Kiéytetidn tietoa, ettd (t; + u;Vd)(t;—uVd) = t? — du? = 40;, kuni = 1,2.

(1) Oletetaan, ettd t; — u;v/d > 0.

Lauseen oletuksen mukaan t; + u;v/d > 0, kuni = 1,2. Siisg; = 1 ja

tl_ul\/a _ 2 2 _ |t2—U.2\/E|
2 - t1+u1\/3 t2+u2\/3 - 2

Taten

ulx/ﬁ—tl tz—uz\/g t1—u1\/5
< < .
2 2 2

Koska t, + uyVd > t; + u;+/d, nihdin, etti

—t, —upVd  ty —upVd  —t; —uVd  ty —uVd
2 2 +2 2 < 1 1 +1 1

—upVd = 2 2 2 2

= —ul\/a,
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joten uy > uq. Nyt du? > du? + 2duy, silli u, > uy + 1. Téstd seuraa, etti
t? = du3 + 40, > du? + 2duy + 40, = t? — 4oy + 40, + 2du,
> t? + 2du, — 8 > t7,
jotent, > t4.
(2) Oletetaan, ettd t; — uyvVd < 0.
Télloin o = —1 ja

ulﬁ—tl — 2 > 2 — |t2—u2\/c7|
2 t1+uvd ~ tytusd 2

mika tarkoittaa, etta

— d — d d— .
t1 1;1\/_< %) uz\/_< u1\/_ tl,_]Otel’l

2

ty—usVd | totusvd _ ti—uiVd | ti+ugVd
:222 +222 >121 +121:

t t.

Jos u, < uy, niin télldin on oltavau, < uy —1ja
4o, > (t; + D2 —d(uy — 1)? = 4oy + 2ty + 1 + 2Quy — 1d.
Koska u, > 0, timén seurauksena pétee, ettd u; > 1. Lisiksi lemman 2.10 mukaan
2t1+ 1+ Quy — 1)d > 8 = 40, — 40y = 2t; + 1+ (2uy — 1)d,
minkd seurauksena paddytdén ristiriitaan. Taten u, > u;. |

Lauseen 2.4 perusteella tiedetddn, ettd yhtdlolld (11) on ratkaisu (¢t,u, 1), missit =u =0
(mod 2). Lisdksi voidaan olettaa, ettd t,u > 0. Oletetaan seuraavaksi, ettd on olemassa toinen
yhtilon (11) ratkaisu (t1,uq, 07), jolle t1,uy > 0ja t; + u;Vd < t +uvd. Lauseen 2.11 pe-
rusteella tiedetddn, ettd t; < t jau; < u. Ndiden rajoitteiden seurauksena ratkaisun

(t1,u4, 01) muodostavan vaihtoehtojen méérd on ddrellinen ja titen on olemassa vain darelli-

nen méri vaihtoehtoja muodostaa luku ¢; + u;vd. Niin ollen voidaan maarittia yksikasittei-

nen ratkaisu (t;,u;, o7) yhtélslle (11), jolle pitee, ettd t; + u;v/d > 2 luku t; + u;+/d on pie-

nin mahdollinen. Kutsutaan tétd pienintd ratkaisua fundamentaaliseksi ratkaisuksi. Merkitdin

t1+ d .
(1+ﬂ. Huomataan, ettd € > 1.

nyt e =



12

Lause 2.12. Jos (t,u', ") on jokin yhtilon T> — dU? = 40, missi o € {—1, 1}, ratkaisu, niin

silloin

= +¢"

(t' +u'Vd)
n= — 2

jollekinn € Z.

Todistus. Koska

(=) (=59 =7,

niihdin, ettd yksi ja vain yksi luvuista n, —n, n~! tai —n~!

(It'|+lu' V)
2

on suurempi kuin 1. Olkoon tdmi
luku y. Lemman 2.9 perusteella tiedetéin, ettd y = ,jaettd (|t'], |u’|,0") on yhtdlon

(11) ratkaisu. Koskay > 1ja e > 1, on oltava olemassa jokin ei-negatiivinen lukun € Z,

jolle
en <y < et

Jos ¥ = €™, niin todistus on valmis, koskan = 0jan € {y,—y,y L, —y1}. Jos ¥y # €", niin

silloin
1<ye™<e.

t1—uVd ..
Koska % = gy, saadaan, etti

n
_ t1—uiVd
e =l (A5

n
Koska (t;, —uy,01) on yhtdlon (11) ratkaisu, huomautuksesta 2.8 seuraa, ettd (#ﬁ) an-

taa ratkaisun yhtilolle (11) ja yhdistimélld timé ratkaisun (|t'|, |u'|, ") kanssa saadaan lau-

seen 2.7 avulla, ettd luku

—n _ tz +u2\/a

1=

antaa ratkaisun (t,, u,, o of*) yhtilélle (11), missi t, uy € Z, kun t, = du, (mod 2). Lisiksi,

koska A > 1, lemman 2.9 mukaan saadaan, etti t,, u, > 0.
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Néin ollen (t,, uy, 0'0f") on yhtilon (11) ratkaisu, missi t,,u; > 0,jal < A < €. Tdmi on
1 Yy J

ristiriidassa luvun € minimaalisuuden kanssa. O

Lauseen 2.4 perusteella tiedetddn, ettd Pell’n yhtdlolla (1) on ratkaisu. Kutsutaan Pell’n

yhtdlon fundamentaaliseksi ratkaisuksi ratkaisua (x;, y;), joille on voimassa x;,y; > 0 ja

x; + y;vVd on pienin mahdollinen luku.
Korollaari 2.13. Oletetaan, etti (x;,y;) on Pell’n yhtilon fundamentaalinen ratkaisu. Jos
x> —dy*’=1 ja xy>0,
niin silloin
x+yVd = (xl- + yi\/a)n,
missd n on jokin positiivinen kokonaisluku.

Todistus. Koska x* — dy? = 1, niin (2x;)? — d(2y;)? = 4, joten (2x;, 2y;, 1) on yhtilon
(11) ratkaisu. Samalla tavalla voidaan osoittaa, ettd (2x, 2y, 1) on yhtdlon (11) ratkaisu. Lau-

seen 2.12 perusteella tiedetdén, ettd

2x;+2yVd
H+=xi+yi\/d=ek
ja

—inyﬁ =x+yJd =e€m,

jollekin k, m € Z. Koska (x;,y;) on yhtdlon (1) fundamentaalinen ratkaisu, on oltava m >

k > 0. Olkoon
m=nk+r,
missin > 0ja0 <r < k. Talloin
x+yVd = (xi + yiﬁ)"er
ja

1<e = (x+yVd)(x; —yNd)"
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' ! d). . . ! 12 . oo P .. ! ! 0] es
Koska " = WJoﬂlekm t ,u’ € Z, ndhdéén, ettd jos r > 0, niin (t ,u , ) on yhtdlon

(11) ratkaisu jollakin o € {—1, 1}, joten vilttimattd t' = u' = 0 (mod 2) ja

N2 N2
t u
(5) -d(5) =1
Koska r < k, saadaan, ettd €” < ek = x; + yi\/a, mutta tdima on ristiriidassa ratkaisun

(x;,y;) minimaalisuuden kanssa. Taten on oltava r = 0 ja

x + y\/a = (xl- + yi\/a)n. O
Huomautus 2.14. Jos (x, ¥) on jokin Pell’n yhtdlon ratkaisu, niin silloin

x + yx/a = i(xl- + yi\/E)”
jollekin kokonaisluvulle n, kun valitaan sopiva etumerkki.

Niin ollen voidaan 16ytda kaikki Pell’n yhtdlon ratkaisut, kun tiedetdéin fundamentaalinen

ratkaisu [7, s. 8-12]. My®s, korottamalla tunnettu Pell’n yhtilon ratkaisu n lukua x + yvd

potenssiin, joka on suurempi tai yhté suuri kuin kaksi, saadaan yhtilolle uusia ratkaisuja.

Esimerkki 2.15 (vrt. [4, s. 7]). Yhtilon x? — 5y? = 1 positiivinen ratkaisu pienimmalli lu-

k
vun y arvolla on (9, 4), joten kaikki positiiviset ratkaisut saadaan luvun (9 + 4\/5) kertoi-
mista, kun k > 1.

Valitaan k = 2. T4lloin saadaan
(9 + 4V5)%2 = 81 4+ 80 — 72V5

=161 — 72v5.

Néin ollen saadaan ratkaisupari (x,y) = (161, 72). Sijoittamalla saadut luvut yhtiloon

x? — 5y? = 1 saadaan, etti
1612 —5.72% = 1.

Nihdén, ettd luvut (161, 72) toteuttavat yhtilon Pell’n yhtilon x2 — 5y2 = 1.

Vastaavasti valitsemalla esimerkiksi k = 4 saadaan, etti

(9 + 4V5)* = 25921 + 25920 — 231845
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= 51841 — 231845,
Uusi yhtilon x2 — 5y2 = 1 toteuttava ratkaisupari on nyt siis (x,y) = (51841, 23184).

Téssd luvussa on esitetty Pell’n yhtdlon keskeisempid ominaisuuksia, joiden avulla voi-
daan seuraavaksi tarkastella Pell’n yhtdl66n liittyvid sovelluksia. Téhén tutkielmaan on valittu
esitettdviksi lauseita ja todistuksia, jotka kayttiavét algebrallisia menetelmid. Esimerkiksi
kaikkien ratkaisujen 16ytdmiseksi voidaan kayttdd niin kutsuttua ketjumurtolukumenetelmaa.
Koska aihe on kuitenkin niin laaja, sité ei tissd tutkielmassa kasitelld Pell’n yhtdlon ominai-
suuksien tai sovelluksien yhteydessd. Aiheeseen voi kuitenkin tutustua esimerkiksi 1dhteen [4]

avulla.
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3 Pell’n yhtalon sovelluksia

Téssd kappaleessa késitelldén Pell’n yhtdlon sovelluksia, jotka pystytdén esittimdin algebral-
listen menetelmien avulla. Tunnettuja sovelluksia, joiden ratkaisemisessa kaytetddn Pell’n
yhtdlod, ovat yleistetty Pell’n yhtdlo, negatiivinen Pell’n yhtdlo sekd kolmio-neliluvut. His-
toriallisesti ensimmadisid sovelluksia, joissa Pell’n yhtdlo on esiintynyt, on niin kutsuttu Ark-
himedeen karjaongelma. Lisdksi esitetddn, miten Pell’n yhtdlon avulla voidaan 16ytdd Pytha-
goraan kolmio, jossa kahden sivun pituudet ovat perdkkéisid kokonaislukuja, ja tarkastellaan
approksimaatioita nelidjuurille. Lopuksi esitetdén, miten voidaan 10ytdd Pell’n yhtdlon omi-
naisuuksia kayttimalld perdkkéisten kokonaislukujen ja nelididen muodostamat yhtd suuret

summat.
3.1 Yleistetty Pell’n yhtilo

Tarkastellaan yleistettyd Pell’n yhtdloa, joka on muotoa
X2 —dy? =N, (13)

missé d on positiivinen kokonaisluku, joka ei ole tdydellinen nelidluku, ja N on kokonaisluku.

Yhtilod (13) vastaava Pell’n yhtdlo on
x? —dy? =1. (14)

Yleistetyn Pell’n yhtdlon ominaisuuksia ja ratkaisujen 10ytdmisti tarkastellaan seuraamalla
lahdetta [2]. Jos (X,Y) ja (x, y) ovat yhtdloiden (13) ja (14) ratkaisuja vastaavasti, niin silloin

tulosta
(x + yVa) (X + YVd) = (xX + yYd) + (xY + yX)Vd
saadaan johdettua
(xX + yYd,xY + yX),
joka muodostaa uuden yleistetyn Pell’n yhtdlon ratkaisun, silld
(xX +yYd)? —d(xY + yX)? = (x? —dy?)(X? —dY?) =1-N.

Sanotaan, ettd yleistetyn Pell’n yhtilon (13) ratkaisut (X,Y) ja (X', Y") ovat ekvivalentte-

ja, jos on olemassa Pell’n yhtédlon (14) ratkaisu (x, y), jolle
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X', Y) = (xX + yYd, xY + yX).

T&lloin yleistetyn Pell’n yhtdlon (13) kaikki ratkaisut voidaan jakaa ekvivalenttiluokkiin,

joiden joukossa kukin ratkaisuluokka koostuu kahden termin jonoista:
Xns1 = XX, + yY,d (15)
Visr = x¥, +yXy, (16)
missé (x, y) on vastaavan Pell’n yhtdlon (14) ratkaisu.
Yhtélot (15) ja (16) voidaan ilmaista toisin, kun korvataan luku n luvullan — 1:
X, =xX,_1 +yY,_1d (17)
Y, =xY,_1 +yX, 1. (18)

Eliminoimalla luvut ¥,,_; ja X,,_; yhtildistd (17) ja (18) ja huomaamalla, etti x> — dy? = 1,

saadaan seuraavat yhtalot:
dyYy, = xX, — Xn_q
yXn = XYy =Y.
Sijoittamalla ndma yhtéloihin (15) ja (16) saadaan, ettd
Xnt1 = 2xX, — Xy
Yoyr = 2xY, =Yy,

jotka yleistetyn Pell’n yhtdlon ratkaisujen (15) ja (16) maarddmain ekvivalenttien ratkaisujen

jono toteuttaa.
3.1.1 Negatiivinen Pell'n yhtalo
Negatiivinen Pell’n yhtdilo
X2 —dy?=-1

on yleistetyn Pell’n yhtdlon erikoistapaus. Negatiivinen Pell’n yhtdlé mainitaan myohemmin
perédkkaisten kokonaislukujen muodostamien yhtd suurien summien yhteydessé, joten aihe

esitellddn lyhyesti seuraten ldhdetti [4].
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Lemma 3.1. Jos yhtdilolli X* — dY? = 1 on ratkaisut (x,y) ja (x,y"), niin silloin (x +
ydx'+y'd=a+bd ja pari (a, b) on myds yhtdilon ratkaisu.
Todistus. Koska

(x + yVd)(x' +y'Vd) = xx' + xy'Vd + yx'Vd + yy'd

= (xx + dyy') + (xy' + yx')\/a,

niin viite seuraa yhtilosti (12), kun kéytetiéin sen vasemmalle puolelle tietoa, ettd x? —

dy? =1=x"? —dy". |

Pell’n yhtilén x? — dy? = 1 ratkaisut on siis mahdollista saada kertomalla kaksi ratkai-

sua keskenn, kun ne on esitetty muodossa x + yvd. Samaa menetelmis ei voi kayttia sel-
laisenaan negatiiviselle Pell’n yhtéldlle, mutta soveltamalla lemmaa 3.1 on mahdollista 16ytaa

myoOs negatiivisen Pell’n yhtédlon ratkaisut.

Lause 3.2. Jos x? — dy? = nja x'* — dy'? = ', niin tilléin lausekkeen (x + yVd)(x' +

y'd kertoimet muodostavat yhtilon X2—d¥V2=nn"ratkaisun.

Todistus. Lemman 3.1 todistuksen mukaan (x + yvd)(x" + y'Vd) = (xx" + dyy") +
(xy + yx)Vd ja yhtilon (12) avulla saadaan, ettd
(xx" +dyy)? —d(xy +yx)? = (x% —dy?)(x'? —dy'?) = nn'. O

Edellisen lauseen perusteella, jos (x, y) on yhtilon X? — dY? = —1 ratkaisu, niin lausek-

k
keen (x + yVd) = x; + y,Vd kertoimet (x, yi), k € Z, ovat yhtilon X — dy? = (—1)F
ratkaisuja: parittomat potenssit antavat ratkaisuja negatiiviselle Pell’n yhtildlle X? — dY? =

—1 ja parilliset potenssit antavat ratkaisuja yhtilolle X? — dY? = 1.

Esimerkki 3.3. Negatiivisen Pell’n yhtilén x? — 2y? = —1 ensimmiinen ratkaisu on (1, 1).

. . k . ..
Toinen ratkaisu saadaan korottamalla lauseke (1 + \/7) seuraavaan parittomaan potenssiin.

Saadaan siis, etta

(1+v2)’ =7 +5V2,

eli toinen ratkaisupari on (7, 5). Vastaavalla tavalla saadaan kolmas ratkaisupari:
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5
(1+v2) =41+29vV2,
eli (41, 29).
3.2 Kolmio-nelidluvut

Tarkastellaan seuraavaksi kolmio-neli6lukuja siten, ettd tutustutaan ensiksi kolmio- ja nelio-
lukujen kisitteisiin. Tdma kappale perustuu ldhteeseen [4].

Kolmioluvuksi kutsutaan positiivista kokonaislukua n, jos n pistettd voidaan jarjestda si-
ten, ettd muodostuu tasasivuinen kolmio. Neljd ensimmaéistd kolmiolukua ovat 1, 3, 6 ja 10.
Kolmioluku voidaan muodostaa lisddmaélléd uusi sivu edellistd kolmiolukua kuvaavaan ta-

sasivuiseen kolmioon sdilyttden tasasivuisen kolmion muodon, kuten ndhddin kuvasta 1.

L. \\f_:
WY PR
— /llt-;-f'_‘ IM‘J\{:‘J .
(N O OO
— P I Ye Y oy
O OOQ O OO
T1=1 T2=3 T3=6 T4=1D

Kuva 1. Nelja ensimmaista kolmiolukua havainnollistettuna.

Jos n pistetti voidaan jérjestdd siten, ettd ne muodostavat sddnnollisen k-kulmion, kutsu-
taan positiivista kokonaislukua n k-kulmioluvuksi. Kuvissa 2 ja 3 esitetddn esimerkkind tapa-
usten k = 4 ja k = 5 neljd ensimmadistd lukua, jotka vastaavat neli- ja viisikulmiolukuja.

Kulmiolukujen jonot alkavat erikoistapauksella 1.

O

O

O
O 0O 0|0
SXOROI®
O 0O 0O
0000

Kuva 2. Havainnollistus neljasta ensimmaisestd nelidluvusta, joista ensimmainen on erikoistapaus.
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Kuva 3. Havainnollistus neljasta ensimmaisesta viisikulmioluvusta, joista ensimmainen on erikoistapa-
us.

Kaavasta S,, = n? saadaan n. neliéluku S, . Kuten kuvasta 1 voidaan huomata, n. kol-
mioluvun T, kaava voidaan kirjoittaa aritmeettisen sarjan termien summana hyddyntien tietoa

edellisestd k-kolmioluvusta. Voidaan siis kirjoittaa, ettd
n
T, =1+2+--~+n=2k.
k=1
Aritmeettisen sarjan termien summan kaavan avulla saadaan, etta

. n2-1+(n—-1)-1) n2Z+n-1) nn+1)
" 2 B 2 -2

Myos neliluvut voidaan ilmaista vastaavasti summana:

n

Sn=1+3+---+(2n—1)=Z(2k—1)=n2.
k=1

Taulukossa 1 on esitetty kymmenen ensimmadistd kolmio- ja nelidlukua, jotka on saatu nelio-

ja kolmiolukujen kaavoja kayttdmalla.

Taulukko 1. Kolmio- ja neliélukuja
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

T, 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55

Sn 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
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Taulukosta 1 ndhdddn, ettd luvun 1 liséksi luku 36 on seké kolmio- ettd nelidluku: 36 = Tg =

Se.

Maéritelmi 3.4. Kolmio-nelioluvuksi kutsutaan positiivista kokonaislukua k, jos k = T, jol-

lakin positiivisella kokonaisluvulla m ja k = §,, jollakin positiivisella kokonaisluvulla n.
Kolmio-nelidlukujen méérittdmiseen voidaan kayttda tiettyd Pell’n yhtdloa.

Lause 3.5. Pell’n yhtilon x* — 2y? = 1 positiiviset kokonaislukuratkaisut x ja y tuottavat

kolmio-neliolukuja.

Todistus. Kayttamailld kolmio- ja nelidlukujen kaavoja saadaan, ettd

eli

mistd seuraa, etti
m? 4+ m = 2n?.

Lisdamalla ja vihentamalla luku i saadaan, etti

m? +m+l—l= 2n?
4 4 ’
jolloin kertomalla yhtdlon molemmat puolet luvulla 4 saadaan, ettd
4m? +4m+1—1=2-4n?
miké on ekvivalenttia
2m+1)? —1=202n)?
kanssa, jolloin lopulta saadaan, ettd

2m+ 1% -2(2n)? = 1.

Pell’n yhtilén x? — 2y? = 1 ratkaisu on siis x = 2m + 1 ja y = 2n. Koska kaikki vaiheet

ovat ekvivalentteja, kolmio-nelidlukujen 16ytiminen vastaa yhtilén x? — 2y? = 1 ratkaise-
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mista positiivisilla kokonaisluvuilla x ja y, missd x = 2m + 1 on pariton luku jay = 2n on
parillinen luku. Siis T(x_1y/2 = Sy /2.

Tarkastellaan seuraavaksi kéédnteistd tapausta. Oletetaan nyt, ettd luvut x ja y ovat yhtdlon
x? — 2y? = 1 ratkaisu. Kirjoittamalla Pell’n yhtilo muotoon x? = 2y? + 1 nihdiin, etti
luku x? on pariton, joten myds luku x on pariton. Téten siis x = 2m + 1 jollakin positiivisella
kokonaisluvulla m. Sijoittamalla luku x = 2m + 1 tarkasteltavaan Pell’n yhtdl66n saadaan,

ettd
Cm+1)?2-2y2=1
eli
4m?> +4m+1-2y% =1,
misti seuraa, ettd
y? =2m? + 2m.

Luku y? on siis parillinen, joten luku y on niin ollen my®&s parillinen. Titen y = 2n jollakin
positiivisella kokonaisluvulla n. Lukujen x = 2m + 1 ja y = 2n ollessa Pell’n yhtdlon

x% — 2y? = 1 ratkaisu, saadaan edelld esitetyn ekvivalenssiketjun nojalla, etti
2m+1)?-22n)% =1

eli

Luku k on kolmio-nelidluku, silld k = T,,, = S,,. a

Esimerkki 3.6. Eris Pell’n yhtilon x? — 2y? = 1 ratkaisupari on (x,y) = (577, 408). Sijoit-

tamalla luvut yhtdloihin x = 2m + 1ja y = 2n 16ydetdén luvut m ja n. Saadaan siis, etti
577 =2m + 1,

jolloinm = 288

ja

408 = 2n,
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jolloin n = 204, joten Thgg = Sy04. Kdyttdmalld kolmio- ja nelidlukujen kaavoja 16ydetdin,
mistd kolmio-neli6luvusta on kyse. Nyt kun n = 204, neli6lukujen kaavasta saadaan, ettd

n? = 2042 = 41616. Vastaavasti kolmiolukujen kaavasta saadaan, etti

288(288 + 1)
Ty = —— 5 = 41616.

Luku Tygg = S04 = 41616 on siis kolmio-nelidluku.

Taulukossa 2 on esitetty kuusi ensimmaistd kolmio-nelidlukua, jotka voidaan muodostaa

esimerkin 3.6 tavoin yhtilon x? — 2y? = 1 ratkaisupareista.

Taulukko 2. Kolmio-nelidlukujen ratkaiseminen

x 3 17 99 577 3363 19601

y 2 12 70 408 2378 13860

m=(x—1)/2 1 8 49 288 1681 9800

n=y/2 1 6 35 204 1189 6930
T, =S, 1 36 1225 41616 1413721 48024900

3.3 Arkhimedeen karjaongelma

Pell’n yhtélon yksi kuuluisimpia esimerkkeji on niin kutsuttu Arkhimedeen (287-212 EAA)
karjaongelma. Ongelmassa tulee ratkaista valkoisten, mustien, tiplikkdiden ja keltaisten son-
nien ja lehmien lukuméaird. Ongelman ratkaiseminen on monivaiheinen ja ratkaisuiksi saa-
daan suuria lukuja. Tédssd kappaleessa tutustutaan Arkhimedeen karjaongelmaan seuraten ldh-
dettd [8]. Tassd kappaleessa ei esitetd suoraviivaisia ja pitkid laskuja, vaan keskitytdan ongel-
man ratkaisun esittelyyn.

Merkitdédn valkoisia sonneja luvulla x, mustia luvulla y, tdplikkiitd luvulla z ja keltaisia

sonneja luvulla t. Ongelmassa on mééritelty sonnien méirin ratkaisemiseksi seuraavat yhté-

lot:
x=(3+3)y+t.
y=(G+1)z+t.
z=(+Dx+e
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Vastaavien virisid lehmid merkitddn samassa jarjestyksessé luvuilla x’, y’, z' ja t’, ja ndiden

lukumadrit saadaan yhtiloista
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=
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NN
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_|_
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)(Z +27'),
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Lisdksi ongelmassa on rajoite, ettd lausekkeen x + y on oltava nelio seki lausekkeen z + t on
oltava kolmioluku. Ongelmaa ldhdetdédn ratkaisemaan lineaarialgebran avulla ja ongelmalle
on olemassa ratkaisu positiivisilla kokonaisluvuilla. Ensimmaiisen kolmen yhtdloén yleinen
ratkaisu saadaan, kun (x,y, z,t) = m - (2226,1602,1580,891), missd m on positiivinen
kokonaisluku. Seuraavat neljd yhtdlod ovat ratkeavia jos ja vain jos m on jaollinen luvulla
4657; kun m = 4657 - k, saadaan, ettd

(x,y,z,t) =k-(7206360,4893246,3515820, 5439213).
Luvun k on oltava sellainen luku, ettd x + y = 4657 - 3828 - k on nelidlukujaz +t =
4657 - 2471 - k on kolmioluku. Jakamalla luku 3828 alkutekijoihin saadaan 4657 - 3828 =
22.3-11-29-4657. Niahdiin, ettd ensimmiinen ehto on ekvivalentti yhtilon k = al?
kanssa, missd a = 3 - 11 - 29 - 4657 ja | on kokonaisluku. Koska z + t on kolmioluku jos ja
vain jos 8(z + t) + 1 on nelidluku, paddytidn yhtiloon h> = 8(z +t) + 1 = 8- 4657 -
2471 - al? + 1, joka on Pell’n yhtilé muotoa h? = dI? + 1, silld

d=2-3-7-11-29-353-(2-4657)% = 410 286 423 278 424.

August Amthorin (1845—-1916) kehittimassé ratkaisussa keskeistd on huomio, ettd luku
d = 410286 423 278 424 = (2 - 4657)? - d’, missi d = 4729494 ei ole nelidluku. Téten,
jos x ja y ovat ratkaisu Pell’n yhtédlolle luvulle d, niin silloin (x, 2 - 4657 - y) on ratkaisu

Pell’n yhtilolle luvulle d’, joka taas on jollakin luvulla n

X+2-4657 -y -Nd = (x1 + y;Vd)
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missd (x';,y'1) on Pell’n yhtdloén X? — d'Y? = 1 fundamentaalinen ratkaisu. Nyt karjaongel-
ma sievenee kahteen yksinkertaisempaan ongelmaan: 1) ratkaistaan Pell’n yhtél6 luvulle d’, ja
2) etsitidn pienin arvo luvulle n, jolle luku y,, on jaollinen luvulla 2 - 4657.

Amthor kiyttdd ketjumurtolukualgoritmia luvulle d’, missa hin havaitsi jakson pituudeksi

92 ja sai selvitettyd fundamentaalisen ratkaisun lausekkeeksi xi + yl\/w :

u =109 931986 732829 734979 866232 821433 543901 088049
+ 50549 485234 315033 074477 819735 540408 986340 - Vd'.

2
Koska x + yVd = ({/(x —1)/2 + /(x + 1)/2) aina, kun x? = dy? + 1, voidaan luku u

ilmaista lyhyemmin muodossa

2
u= (300 426607 914281 713365 - V609 + 84 129507 677858 393258 - \/7766) .

Jotta olisi mahdollista 16ytda pienin mahdollinen arvo edelld mééritellylle potenssille n,

huomataan, ettd sen tdytyy jakaa luku (Pzﬂ = 2329 =17 - 137. Kokeilemalla eri jakajia

huomataan, etti pienin arvo luvulle n on yhté suuri kuin 2329.

Fundamentaalinen ratkaisu Pell’n yht#lon luvulle d saadaan siis yhtilostd x; + y;Vd =
u?329_ Amthor ei kyennyt kokoamaan karjaongelman tuloksia yhteen, mutta Lenstra [8] on-
nistui kokoamaan kuvan 4 mukaisen taulukon kaikista mahdollisista karjaongelman ratkai-

suista. Koska luvut ovat hyvin suuria, niité ei ole esitetty kokonaisuudessaan.

Arkhimedeen karjaongelman kaikki ratkaisut
w = 300 426607 914281 713365 - V609 + 84 129507 677858 393258 - V7766

(w6584 — w—4658'j)2

b = 368238304 (=123
j. ratkaisu sonnit lehmdit koko karja
valkoinen 10 366482 - k; 7206360 - k; 17572842 - k;
musta 7 460514 - k; 4 893246 - k; 12353760 - k;
taplikds 7 358060 - k; 3515820 - k; 10 873880 - k;
keltainen 4149387 - k; 5439213 - k; 9 588600 - k;
kaikki varit 29334443 - k; 21054639 - k; 50 389082 - k;

Kuva 4. Arkhimedeen karjaongelman kaikki ratkaisut.
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3.4 Pythagoraan kolmio, jonka kahden sivun pituudet ovat perakkaisia koko-

naislukuja

Tarkastellaan seuraavaksi primitiivisid Pythagoraan kolmikoita, joissa kahden sivun pituudet
ovat perédkkaisid kokonaislukuja; siis joko sivut a ja b tai b ja ¢ ovat Pythagoraan kolmikon
(a, b, ¢) perakkaisid termejd. Sanotaan, ettd kolmikko (a, b, ¢) on primitiivinen, jos

syt(a, b, ¢) = 1. Tamin Pell’n yhtdlon sovelluksen tarkastelussa seurataan ldhdetta [6].

Lause 3.7. Jos (a, b, ¢) on primitiivinen Pythagoraan kolmikko niin silloin luvuista a ja b

toinen on parillinen ja toinen pariton luku. Olkoon luku b parillinen. Télloin
a=k*>—1% b=2kl, c=k*+1?

kokonaisluvuille k ja l, kun k > 1> 0, (k,1) = 1, ja k # | mod 2. Toiseen suuntaan: edelldi
mainitun kaltaisille kokonaisluvuille k ja l ylld olevat yhtdlot tuottavat primitiivisen Pythago-

raan kolmikon.

Todistus. Osoitetaan, ettd luvuista a ja b toinen on pariton ja toinen parillinen kayttdmalla
vastaoletusta, jossa molemmat luvut ovat parittomia. T#lldin a® = b? = 1 mod 4, joten

c? = a? + b? = 2 mod 4. Huomataan, ettd 2 mod 4 ei ole neli6. Tdten on oltava, ettd a tai b
on parillinen. Jos molemmat a ja b ovat parillisia, niin silloin kolmikko (a, b, ¢) ei ole primi-
titvinen, joten paadytddn ristiriitaan. Valttimatta siis luvuista a ja b toinen on pariton ja toi-

2

nen parillinen, jolloin c? = a?® + b? on pariton.

Valitaan parilliseksi luvuksi b. Yhtélosta
b’ =c?-a?>=(c+a)(c—a)

nihdiin, ettd luvut ¢ + a ja ¢ — a ovat parillisia, silla luvut a ja ¢ ovat parittomia. Jakamalla

yhtdlo luvulla 4 saadaan, ettd

(&) =eee. (19)

Kokonaisluvut (¢ + a)/2 ja (¢ — a)/2 ovat suhteellisia alkulukuja, silli jos d on niiden yh-
teinen tekijd, niin silloin d jakaa myos niiden summan ja erotuksen, eli luvut c ja a ja titen
my0s luvun b, joten primitiivisyyden nojalla d = 1. Koska ¢ > a > 0, molemmat yhtélon

(19) oikean puolen tekijét ovat positiivisia. Koska (¢ + a)/2 ja (¢ — a)/2 ovat suhteellisia
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alkulukuja ja niiden tulo on neli6, yksikasitteiselld tekijoihin jaolla kokonaislukujenjoukossa

saadaan, ettd

% = k2 (20)
ja
— =1 1)

joillekin positiivisille kokonaisluvuille k ja [. Huomataan, ettd myos luvut k ja [ ovat suhteel-

lisia alkulukuja. Vihentdmaélld puolittain luku a yhtélostd (20) saadaan, ettd
a=k%*-1°

ja sjjoittamalla tdma yhtaloon (21) saadaan, ettd
c=k%+ 1%

Sijoittamalla yhtélot (20) ja (21) yhtdloon (19) saadaan, ettd

2

b
7Y 252
z) -

eli
b? = 4k?1?,
mistd saadaan, ettd
b = 2kl.

Osoitetaan vield, ettd k Z [ mod 2. Jos k = [ mod 2, niin silloin k ja [ ovat molemmat pa-
rillisia tai molemmat parittomia lukuja. Koska k ja [ ovat suhteellisia alkulukuja, niin k ja [
eivit voi olla molemmat parillisia. Jos k ja [ ovat molemmat parittomia, niin silloin k? + [2,
2kl ja k? — I? olisivat kaikki parillisia lukuja, miké on ristiriidassa kolmikon (a, b, ¢) primi-

titvisyyden kanssa. m|

Tutkitaan ensin tapausta, jossa kateetit a ja b ovat perdkkéisid kokonaislukuja. Jotta a ja

b ovat perdkkaisid lukuja, on oltava

(k2 —=12)=2kl=41 & (k—1)?—21> = +1,
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missd k — [ on positiivinen ja pariton luku ja [ on positiivinen luku. Liséksi, jos yhtdlolle

x? — 2y? = +1 on olemassa positiiviset kokonaislukuratkaisut x ja y, niin silloin x on vilt-
tamatta pariton ja syt(x,y) = 1. Olkoonk = x + yjal = y,jolloink > 1 > 0, syt(k,l) = 1
jak # I mod 2. Titen (k? — 2, 2kl, k? + [?) on primitiivinen kolmikko, joten Pythagoraan
kolmikkojen, joiden kateetit ovat perdkkaisid lukuja, I6ytdminen on sama kuin Pell’n yhtidlon
x? — 2y? = +1 positiivisten kokonaislukuratkaisujen 16ytiminen.. Taulukossa 3 on tisti

kootusti esimerkkeja.

Taulukko 3. Kateetit, joiden pituudet ovat perakkaisia kokonaislukuja

x y k l a b c
1 1 2 1 3 4 5
3 2 5 2 21 20 29
7 5 12 5 119 120 169
17 12 29 12 697 696 985
41 29 70 29 4059 4060 5741

Tarkastellaan seuraavaksi tapausta, jossa kateetin ja hypotenuusan pituudet eroavat yh-
delld. Hypotenuusan on oltava pariton, jotta se olisi perdkkéinen luku kateetin kanssa. Tédten
saadaan, ettd

k? + 1% — 2kl = (k — 1)?, (22)

joka on pariton nelié. Luku (22) on yhtdsuuri kuin yksi vain, jos k = [ + 1, mink4 seuraukse-
na saadaan kolmikko (21 + 1, 21? + 21, 212 + 21 + 1). Nelji ensimmiisti esimerkkid Pytha-
goraan kolmikoista, joiden hypotenuusa ja toinen kateetti ovat perdkkéisid kokonaislukuja, on

esitetty taulukossa 4.

Taulukko 4. Hypotenuusa ja kateetti, joiden pituudet ovat perakkaisia kokonaislukuja

l 2l+1 212 + 21 2 +21+1
1 3 4 5
2 5 12 13
3 7 24 25
4 9 40 41

Esimerkki 3.8. Ratkaistaan yhtild x? — 2y? = —1. Téssi siis x = 2m + 1 ja y = n. Ratkai-

supareiksi saadaan muun muassa (7,5), (41,29) ja (239, 169). Néiti ratkaisupareja vastaavat
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luvut m ja n ovat (3,5), (20,29) ja (119,169). Niin ollen saadaan muodostettua Pythagoraan
kolmikot, joissa kateettien arvot ovat perdkkéisid kokonaislukuja:
32 +4%2 =52
20% + 217 = 292
1192 4+ 1202 = 1692.
3.5 Approksimaatiot nelidjuurille

Tarkastellaan seuraavaksi, miten Pell’n yhtdlon avulla voidaan esittdd approksimaatioita ko-
konaislukujen nelidjuurille seuraten ldhdetti [11]. Tiedetiin, ettd Pell’n yhtildlld x2 — dy? =
1 on aina ratkaisu, joka on kokonaisluku. Kun tiedetdén mitké tahansa kokonaislukuratkaisut

x1 ja yq Pell’n yhtilolle (1), saadaan generoitua ratkaisuja kaikille n > 1, jotka taas muodos-

tavat rationaaliapproksimaation luvulle vd. Kappaleen 2.4 mukaan x,, ;1 + y,1Vd =
(21 + }’1‘/H)n+1 = (o + )’1‘/E)n (x1 + y1Vd) = (x, + yuVd) (x1 + y1Vd) =
CerXn + dy1yn) + (V1% + x19,)Vd, joten

Xn+1 = X1Xn + dY1Yn (23)
ja

Ynt+1 = Y1Xn + X1 Y- (24)
Kehitetddn rekursiivisista lausekkeista (23) ja (24) uusia lausekkeita, joiden avulla voidaan

laskea n. rationaalinen approksimaatio luvulle vd kéyttden vain lukuja d, x; ja y;. Seuraa-

vaksi lauseessa 3.9 esitetddn, ettd tuloksena saadut suhdeluvut ;C]—” suppenevat kohti lukua vd,
kunn — oo.

Lause 3.9. Kun otetaan huomioon lausekkeiden (23) ja (24) rekursiiviset ominaisuudet liitty-
en lukuun \/d ja tunnetut alkuratkaisut x, ja yy, niin:

(i) jono C, =;—"—>\/Hkunn—>00ja

(ii) seuraavat lausekkeet pdtevit luvuille x,, ja y,: parittomille alaindekseille n > 1

1 1
oD mn n=2k). 2k - ey n (n—2k—-1)_ (2k+1)
tn =200 (o) APy ja =200 () 1) diad o295
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ja parillisille alaindekseille n > 1

1 1
=n n —2k . >(n-2) n —2k—1)_ (2k+1
X = iy () A6 POE oy = 2L (g 4 1) xR, 26)

Todistus. Olkoot x ja y alkiot vektorille X = [* Y] jaX; =[*1 ¥1]T. Olkoon 4 2 X 2
matriisi, jolla on seuraavat ominaisuudet: a;; = xq, a1 = dyy, 1 = Y1 ja ayy; = x1. Titen

lausekkeista (23) ja (24) huomataan, ettd
X, = AXq,
ja edelleen kaikillan > 1
X, =[*n ¥n]" = A"71X;. (27)

Merkitédédn luvulla A matriisin A ominaisarvoa. Matriisin A karakteristinen yhtilo on
(x; — 1)? — dy? = 0 ja titen ominaisarvot ovat A; = (x; — y;Vd) ja A, = (x; + y;Vd). Siis
matriisi A on diagonalisoituva, silld ominaisarvot ovat erisuuria. Olkoon I, 2 X 2 identiteetti-

matriisi. Diagonalisaation avulla voidaan osoittaa, ettd

ne1 _ (2" =21 (Ap)" ! A" - !
AT = ( Aa—Aq )12 +( da—Aq )A'

Sieventamalla yhtalo ja sijoittamalla se yhtdloon (27), saadaan vektorille X,, alkiot

A+ A3y

2 B Im=57

Merkitddn seuraavaksi q; = y;/x, jolloin y; = x;q4, ja sijoitetaan se lukujen A; ja A,

yhtéloihin. Nyt siis A; = (x1 - X1 qlx/a) jady = (x1 + x1 qlx/a). Nain ollen saadaan, ettd

X, = (x1+x1€I1\/an+(x1—x1Q1‘/E)n
n — 2 B

ja ottamalla luku x; yhteiseksi tekijaksi saadaan edelleen, etté

— x{l (1+q1\/z)n+(1_q1ﬁ)n. (28)

2

Xn

Vastaavasti saadaan, etti

1+q1vd)" —(1—q1Va)"
— x{l( ql\/_)z\/é q1 ) . (29)

Yn
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Yhtiloistd (28) ja (29) saadaan, ettd

Xn (1+q1\/d )n+(1—Q1Vd)n
C,=—"= = =Vd. 30
Yo (1+q1Vd) —(1—-q1Vd) (30)

Yhtdlostd (30) huomataan, ettd (1 + qlx/a) >1 ja |(1 — qlx/a)| < 1. Téten, kun n — oo,

(1-q;Vd)" - 0jacC, - Vd. O

Huomautus 3.10. Pell’n yhtél6 (1) voidaan kirjoittaa muotoon
2 2 x2 1 X 1
x“=1l+dy‘*o5=5+do=-=vd+-.
y: oy y y

Huomataan, ettd luku i on lihelld arvoa V/d erityisesti, jos luku y on suuri. Nin ollen nih-

diin, ettd Pell’n yhtilon avulla voidaan approksimoida lukua v/d, kun d on kokonaisluku.

Esimerkki 3.11. Approksimoidaan lukua /3. Kiytetian Pell’n yhtilod x? — 3y? = 1. Erés
yhtilon ratkaisu on (7, 4), silld 72 — 3(4)? = 1. Nyt siis x; = 7, y; = 4 jad = 3. Sijoitetaan

ndma luvut yhtéloihin x,, 1 = x1x,, + dy1Yn ja Yni1 = V1%, + X1V, . Saadaan, ettd
X =7-74+12-4 =97,
Y, =4-7+7-4=56
ja edelleen, ettd
x3=7-97+12-56 = 1351,
y3=4-97+7-56 =780.

1351
g 1,73205 ~ V3

Jatkamalla iterointia on mahdollista saada tarkempi likiarvo.
3.6 Perakkaisten kokonaislukujen summa

Tarkastellaan seuraavaksi summia, jotka muodostuvat perdkkéisistd kokonaisluvuista. Kappa-

le pohjautuu ldhteeseen [3].

Esimerkki 3.12. Tapaus, jossa perdkkdisten kokonaislukujen summa on yhti suuri kuin seu-

raavien perdkkiisten lukujen muodostama summa:
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1+2+--+14=15+16 +--- + 20.
Esimerkissd 3.12 esitetyt lausekkeet voidaan ilmaista muodossa
1+24+-+k=(+1)+-+1L (31)

Aritmeettisen summan kaavaa kayttdmailld yhtélo (31) voidaan kirjoittaa muodossa

(1+2k)k _ (k+1+é)(l—k)' (32)
Sievennetdédn yhtiloa (32):
k*+k=—-k*+1—k+1I?
2k +2k=12+1
2((k+3) -1)=(1+3) -1
2 4 2 4
%(2k+ 1)? _%: (l+%>2 —%
2Qk+1) -2=(Q2l+1)* -1
Ql+1)? -2k +1)* =—-1.
Yhtilon (31) ratkaiseminen on siis sama kuin negatiivisen Pell’n yhtilon x? — 2y? = —1

ratkaiseminen, missd x,y > 0jax = 2l + 1 jay = 2k + 1. Liséksi x ja y ovat parittomia
lukuja.
Taulukossa 5 on listattu negatiivisen Pell’n yhtilon x? — 2y? = —1 ratkaisut x ja y seki

ndiden ratkaisujen avulla muodostettavat luvut k ja L.

Taulukko 5. Luvut, joiden avulla voidaan muodostaa perakkaisistd kokonaisluvuista muodostettuja
yhta suuria summia

x 1 7 41 239 1393 8119
y 1 5 29 169 985 5741
k=(y—1)/2 0 2 14 84 492 2870
l=(x—1)/2 0 3 20 119 696 4059

Taulukosta 5 ndhdaén lisdd ratkaisuja, kuten
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1+2+--+84=85+--+119.

Tarkastellaan seuraavaksi perdkkiisten kokonaislukujen muodostamia yhtdsuuria summia

siten, ettd jatetddn yksi kokonaisluku pois lausekkeiden valilla.
Esimerkki 3.13. Tapaus, jossa kokonaisluku 6 on jétetty pois:
1+2+3+4+5=7+8.

Merkitdén pois jatettyd lukua muuttujalla k. Jilleen aritmeettisen summan kaavaa kiyt-

tdmalla ja sieventdmélld saadaan, ettd

142+4+k-1D=Ck+1D)++1, (33)

k(k—1)  (k+1+D(-k)

2 2
2k =12 +1,
2k% = (l + 1>2 1
N 2 4°

2(2k)? = (2L + 1)? — 1,
(21 + 1)2 — 2(2k)? = 1.

Yhtilon (33) ratkaisu saadaan siis Pell’n yhtdlostd x? — 2y? = 1, missix = 2l + 1jay =
2k. Néhdaan, ettd luku x on pariton ja luku y parillinen. Taulukossa 6 on koottu kuusi en-
simmiistd Pell’n yhtilon x2 — 2y? = 1 ratkaisuparia seki ndiden avulla muodostetut luvut k
jal.

Taulukko 6. Luvut, joiden avulla voidaan muodostaa perakkaisista kokonaisluvuista yhta suuria sum-
mia siten, ettd lausekkeiden valista on jatetty yksi kokonaisluku pois

x 3 17 99 577 3363 19601
y 2 12 70 408 2378 13860
k=y/2 1 6 35 204 1189 6930
I=(x—1)/2 1 8 49 288 1681 9800

Taulukosta 6 ndhddéin luvut, joiden avulla voidaan muodostaa perdkkiisten kokonaislukujen

summia, kun lausekkeiden vélistd on jétetty yksi kokonaisluku pois, kuten
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1+2+--+34=36+--+49.
3.7 Perakkaisten nelididen yhta suuret summat

Tarkastellaan seuraavaksi perdkkéisten positiivisten kokonaislukujen nelididen muodostamia
yhtdsuuria summia, kun summattavia on n ja n + 1, siis etsitdén sellaiset positiiviset koko-

naisluvut x ja y, ettd
2+ x+1D)2+ -+ x+n—12 =y 4+ (y +n)?, (34)

kun n € Z,. Yhtdlon (34) vasemmalla puolella on n neli6ti ja oikealla puolella n + 1 neliota.

Lisdksi luvut n jan + 1 eivit ole tiydellisid neliditd. [10, s. 28-30.]

Esimerkki 3.14 (vrt. [3]). Erds esimerkki perdkkiisten positiivisten kokonaislukujen neli6i-
den muodostamista summista on

132 4+ 14% =365 = 10% + 112 + 122.

Jatketaan perdkkaisten kokonaislukujen muodostamien summien tarkastelua seuraamalla

lahdettd [10, s. 28-30]. Kirjoitetaan yhtdlo (34) muotoon
nx?+nn—1x—n?=m+1y? +nn+ Dy.
Merkitsemélld x = y + z saadaan, ettd
(y—niz-1)?=nn+1z(z-1). (35)

Jatketaan tarkastelua tutkimalla kahta tapausta.
(1) Olkoon n = 1 tai 2 (mod 4).
Jos n = 2 (mod 4), niin olkoon n = 2m ja miiritelldédn sellaiset positiiviset kokonaislu-

vut a ja b, ettd luku b ei ole tiydellinen neli6 ja
m(2m + 1) = a?b. (36)

Jos n = 1 (mod 4), niin olkoon n + 1 = 2m ja médritelldén sellaiset positiiviset koko-

naisluvut a ja b, ettd luku b ei ole tdydellinen nelio ja
(2m — 1)m = a®b. (37)
Sijoittamalla (36) yhtdloon (35) saadaan, etté

(y —n(z—1))%? =2m@2m+ 1z(z - 1),
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eli
(y —n(z —1))? = 2a’bz(z — 1). (38)

Myos sijoittamalla (37) yhtdloon (35) paddytdén yhtdloon (38). Koska yhtdlon (38) vasen
puoli on jaollinen luvulla a?, niin tisti seuraa, etti y — n(z — 1) on jaollinen luvulla a.
Koska yhtélon (38) vasen puoli on jaollinen luvulla b ja timaé ei ole tdydellinen nelid, lu-
kuy —n(z — 1) on my®6s jaollinen luvulla b. Voidaan siis paitelld, ettd luku y — n(z —
1) on jaollinen luvulla ab. Tdmé on selvia, jos syt(a, b) = 1. Jos taas syt(a, b) > 1, niin
olkoon p alkuluku, joka jakaa luvut a ja b. Liséksi, olkoon luvun p suurin potenssi p%,

2a+1

joka jakaa luvun a. Télloin yhtdlon (38) vasen puoli on jaollinen luvulla p ja titen

2a+2

myo0s luvulla p ,joten luku y — n(z — 1) on jaollinen luvulla p®*1. Kayttimalli sa-

maa pééttelyd kaikille alkuluvuille, jotka jakavat luvut a ja b, seuraa, ettd luku y —

n(z — 1) on jaollinen luvulla ab, kun syt(a, b) > 1. Ndin ollen, olkoon
y—n(z—1) = abw

ja sijoittamalla timé yhtélo yhtdl66n (37) saadaan:

(abw)? = 2a%bz(z — 1),

bw? = 2z(z — 1),
4z(z — 1) — 2bw? = 0,
472 —4z+1—2bw? =1,
(2z — 1)? = 2bw? =1, (39)

joka on Pell’n yhtélo, missd x = 2z — 1, y = w ja D = 2b. Koska luku b ei ole tdydelli-
nen nelid ja b # 2, niin ehto, ettd luku D ei ole tdydellinen nelio, toteutuu. Ratkaisemalla
Pell’n yhtél6 (39) saadaan sen kaikki ratkaisut ja titen yhtdlon (34) koko ratkaisujoukko
tapaukselle (1).

(2) Olkoon n = 0 tai 3 (mod 4).
Jos n = 0 (mod 4), niin merkitdédn, ettd n = 4m ja mairitetddn sellaiset positiiviset koko-

naisluvut a ja b, ettd luku b ei ole tidydellinen nelid ja

m(4m + 1) = a®b. (40)
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Jos n = 3 (mod 4), niin merkitéén, ettd n + 1 = 4m ja miéritetdén sellaiset positiiviset

kokonaisluvut a ja b, ettd luku b ei ole tdydellinen nelio ja
(4m — 1)m = a®b. 41)
Sijoitetaan joko yhtdl6 (40) tai (41) yhtdloon (35), jolloin saadaan, ettd
(y —n(z —1))? = 4a’bz(z — 1). (42)
Koska yhtédlon (42) vasen puoli on oltava jaollinen luvuilla a ja b, niin olkoon
y —n(z—1) = abw,
josta paddytdén jalleen Pell’n yhtdld6n
(2z—1)%? —bw? =1. (43)

Yhtilon (34) ratkaisujoukko tapaukselle (2) saadaan ratkaisemalla Pell’n yhtilo (43), kun

luku 2z — 1 on pariton ja luku b ei ole tdydellinen nelio.

Lause 3.15 (vrt. [10], [3]). Olkoon n(n + 1) = a®b, missd luku b ei ole tiydellinen nelio.
Yhtdlon

X2+ + 1D+ (x+n—1)%=y2+ -+ (y +n)?
ratkaiseminen on sama asia kuin yhtdlon
v? —4bw? =
ratkaiseminen, missd

m+Dv—-(n-1) v—1
X =

> + abw, y=n— + abw.

Eris yhtilon v2 — 4bw? = 1 ratkaisuon v = 2n + 1 jaw = a, jolloin x = 2n? + 2n +

1jay = 2n? + n. Tilléin 52 = 32 + 4%, kunn = 1.

Esimerkki 3.16 (vrt. [3]). Kunn = 8, niinn(n + 1) = 6% - 2, jolloina =6, b = 2 ja
v? — 4bw? = v% — 8w?. Alla olevaan taulukkoon on koottu lukujen v ja w ratkaisut seka

luvut x ja y.
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v 3 17 99 577 3363 19601
w 1 6 35 204 1189 6930

x 22 145 862 5041 29398 171361
y 20 136 812 4752 27716 161560

Kun n = 8, saadaan siis yhtild x2 + -+ + (x + 7)? = y? + --- + (y + 8)2. Ratkaisuparilla

(v,w) = (3,1) saadaan perikkdisten nelididen summaksi
222 +23% + -+ 292 = 5244 = 20% + --- + 282,

Vastaavasti ratkaisuparilla (v, w) = (17, 6) saadaan perikkiisten nelididen summaksi
1452 + - 4+ 1522 = 176460 = 1362 + --- + 1447,

Luvut 7 ja a voidaan 18yt ratkaisemalla yhtild Y2 — 4bX? = 1.
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