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Tutkielma kasittelee riippumattomien komponenttien analyysia ja taméan yhta toteu-
tusmenetelméd, neljdnnen asteen sokkotunnistusta eli FOBIa. Liséksi tutkielmassa
esitetddn padkomponenttianalyysin ja aineiston valkaisun teoriaa.
Riippumattomien komponenttien analyysissé aineiston oletetaan koostuvan riippu-
mattomien satunnaismuuttujien lineaarikombinaatioista. FOBI on yksi riippumat-
tomien komponenttien analyysin toteutusmenetelmé, joka perustuu valkaistun ai-
neiston kurtoosimatriisin ominaisarvohajotelmaan. FOBla voidaan my6s luonnehtia
menetelméané, joka perustuu epanormaaliuden maksimointiin kurtoosin otossuureen
avulla. Tutkielmassa johdetaan FOBI ja esitetdén sen taustalla olevat olennaiset
tulokset. FOBIa kiytetdan simuloituihin ongelmiin, joista ensimmaéisessé erotellaan
sekoitettuja adnisignaaleja ja toisessa sekoitettuja kuvia. Kaytdnnon esimerkeisté
huomataan FOBIn soveltuvuus monimuotoisiin aineistoihin, seké tehokkuus sokko-
tunnistuksen ongelmissa.
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1 Johdanto

Léhteiden sokkoerottelu (eng. blind source separation) on erés signaalianalyysin on-
gelma, jossa aineisto koostuu tuntemattomasti sekoittuneista signaaleista. Yleisia
ldhteiden sokkoerottelun ongelmia esiintyy esimerkiksi aivosahkokayrien tutkimuk-
sessa, aanilahteiden erottelussa ja tardhtaneiden kuvien korjaamisessa. Riippumat-
tomien komponenttien analyysi on menetelmé joka soveltuu néiden ongelmien rat-
kaisuun. Tutkielmassa perehdytéén riippumattomien komponenttien analyysiin (in-
dependent component analysis, [CA) ja tdmén yksinkertaisimpaan toteutusmenetel-
méén, neljdnnen asteen sokkotunnistukseen (eng. fourth order blind identification,
FOBI). Tutkielmassa esitelldin FOBIn lisiksi my6s padkomponenttianalyysi, joka
on monimuuttujamenetelména teoreettisesti hyvin samankaltainen kuin FOBI.

Tamén tutkielman tavoitteena on esitelld yleistd monimuuttujamenetelmiin liit-
tyvad teoriaa ja johtaa néiden avulla ratkaisumenetelméa lahteiden sokkoerottelul-
le. Luvussa 2 esitellddn satunnaismuuttujien momentit, keskusmomentit ja naita
vastaavat matriisit. Luvussa 3 esitellidan padkomponenttianalyysi, ja johdetaan me-
netelmé tdmén toteuttamiseksi. Luvussa 4 késitelladn satunnaismuuttujien riippu-
mattomuutta ja riippumattomien komponenttien analyysia yleisesti. Naiden liséksi
luvussa esitelldén aineiston valkaiseminen ja ratkaistaan ICA-malli johtamalla nel-
jannen asteen sokkotunnistuksen menetelméa. FOBI menetelméa havainnollistetaan
lopuksi kahdella kiytdnnon esimerkilla.

FOBI osoittautuu tehokkaaksi menetelméksi ldhteiden sokkoerotteluun. FOBIn
tuottamat komponentit vastaavat alkuperéiisia ldhteitd kohtuullisella tarkkuudella
monimutkaisissakin aineistoissa. Ensimméainen esimerkki osoittaa, ettd FOBI sovel-
tuu menetelméné danierotteluun, kun aineisto muunnetaan aikasarjamuotoon. Toi-
nen esimerkki osoittaa, kuinka erityisen sekoittuneesta aineistosta on mahdollista
erotella lahteet FOBIn avulla.

2 Momentit ja keskusmomentit

Luvussa esitellaan momenttien ja keskusmomenttien maaritelmét satunnaismuuttu-
jille. Keskusmomentit ovat keskeisia monimuuttujamenetelmissa, silla ne antavat tie-
toa satunnaismuuttujan jakaumasta ja kdyttaytymisestd. Luvussa esitelladn satun-
naisvektoreiden keskusmomentteja vastaavat matriisit, erityisesti kovarianssimatriisi
ja skaalattu kurtoosimatriisi. Kovarianssimatriisia hyodynnetéaéan paakomponenttia-
nalyysissd ja kurtoosimatriisia FOBIssa. Satunnaismuuttujille méariteltyja tulok-
sia voidaan soveltaa otostasolla, jolloin tulee huomioida kaytettévien estimaattorien
harhattomuus ja otoskoon tuoma epévarmuus.

2.1 Momentit ja keskusmomentit

Tarkastellaan yksiulotteista jatkuvaa satunnaismuuttujaa X, jolla on tiheysfunktio
fx(z). Maaritelldén, ettd satunnaismuuttujan X, n:s momentti on odotusarvo

vy = E[X"] = / T () da

—00
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Momentit antavat paljon tietoa satunnaismuuttujan ominaisuuksista. Esimerkiksi
ensimmainen momentti on satunnaismuuttujan odotusarvo vy = py.
Maéaritetddn vastaavasti n:nnes keskusmomentti

oo

= El{z — px )] = / (z — ux)" fx (z)d.

—00

Keskusmomentit on laskettu odotusarvon ymparilta. Keskumomenttien laskemista
helpottaa, jos aineisto on keskistetty. Keskistdmisessa aineiston muuttujista vihen-
netédn niiden keskiarvo, jolloin jokaisen muuttujan keskiarvoiksi tulee nolla. Aineis-
ton X € R™P jossa n on havaintojen ja p muuttujien méaéra, keskistdmisen voi
tehdé keskistdmismatriisilla Hy, joka méaritelladn kuten luentomonisteessa [1]

jossa I, on identiteettimatriisi ja J,, = 1,1/, on n X n -matriisi jossa jokainen alkio on
1. Kun aineistoa kerrotaan keskistysmatriisilla, jokaisesta sarakkeesta erotetaan té-
mén otoskeskiarvo, H, X = X—1,X' = [x;; — T, x,. Keskistetyille satunnaismuuttu-
jille keskusmomentit ovat samat kuin momentit E[(X —ux)"] = E[(X—0)"] = E[X™].

2.2 Kovarianssi- ja kurtoosimatriisi

Tarkastellaan nyt p-ulotteista jatkuvaa satunnaisvektoria x = { X, Xs, ..., X,,}. Sa-
tunnaismuuttujalle X; toinen keskusmomentti on satunnaismuuttujan varianssi

02 = Var(X;) = E[(X — jux, ).
Vastaavasti voidaan maérittad myos kahden satunnaismuuttujan vélinen kovarianssi,

oi; = Cov(Xy, X;) = E[(X; — pux,)(X; — px,)]. Satunnaismuuttujan kovarianssi
itsensa kanssa vastaa tdman varianssia

Cov(Xj, X;) = Var(Xj).

Aineistolle otoskovarianssimatriisi maaritellaan

2
01 012 ... O1p
2
021 0y ... O2p
X= : : .. : ’ (1>
o g, O'2
p,1 p,2 et P

joka voidaan kirjoittaa matriisitulon avulla muodossa

1 1
(HX)' (HX) = X'HX.
n—1 n—1

Otoskovarianssimatriisi on symmetrinen neliématriisi joka on positiivisesti semi-

definiitti [I]. Korreloimattomille satunnaismuuttujille kovarianssimatriisi on muotoa
diag(o?, 03, .., 02).



Jokaiselle keskusmomentille on teoreettisesti mahdollista muodostaa vastaava mat-
riisiesitys samaan tapaan kuin toiselle momentille. Neljatta astetta korkeampia mo-
mentteja kiaytetddn kuitenkin harvoin. Korkeampien momenttien matriisit ovat ra-
kenteeltaan monimutkaisempia ja vaikeasti tulkittavia, eiké niita vastaavat odotusar-
vot ole aina aérellisid. Korkeamman momentin tutkiminen rajaa pois satunnaismuut-
tujia, joille kyseiset momentit eivit ole enédéa adarellisia.

Kolmannen- ja neljannen asteen keskusmomenttimatriisit ovat kuitenkin useas-
ti hyodyllisid. Kolmannen keskusmomentin matriisia voidaan kiyttaa tutkittaessa
satunnaismuuttujien vinoutta ja jakaumien symmetrisyyttd. Neljannen asteen mo-
mentteja kiytetddn hyvéiksi osassa ICA-menetelmid, joissa usein kiytetdan keskus-
momenttien sijasta kurtoosia. Kurtoosi méaritelladn tunnuslukuna, joka on keskis-
tetylle satunnaismuuttujalle X muotoa

kurt(z) = E[z*] — 3[E[2%])%.
Vastaavasti normalisoitu kurtoosi mééaritellaan tunnuslukuna
E[z?]
[E [22])?

Normaalisti jakautuneelle satunnaismuuttujalle patee £[X| = 0. Normalisoitua kur-
toosia voidaankin kiyttda erdénlaisena normaaliuden mittana.

Kurtoosimatriisin muodostamista voidaan lahestyd muutamilla eri tavoilla. Ylei-
sesti kurtoosimatriisin voidaan maarittaa kdyttden esimerkiksi ristikumulantteja [2].
Talloin pasdytiddn kiyttdmiin tensorilaskentaa, jolloin matriisista tulee p? x p*-
ulotteinen. Vaihtoehtoisesti olettamalla, ettd satunnaisvektorin odotusarvovektori
on 0 ja kovarianssimatriisi I,, kurtoosimatriisi voidaan maééritella muodossa

Q = E[xx'xx] € RP*?.

k=

Huomataan, ettd matriisin keskelld on termi @’a joka on vektorin x pituuden ne-
1i6 ||z||*. Koska pituuden nelid on skalaari, voimme sieventié kurtoosimatriisin €2
muotoon

Q = Elz||z|[*a’]. = Elzz'||=||"]. (2)

Kurtoosimatriisin alkio kohdassa (i, j) voidaan laskea muodossa

p
0, =E | XX, ZXZ] : (3)
k=1

3 Paakomponenttianalyysi

Téssa luvussa esitelldan padkomponenttianalyysi paapiirteittain. Luvun padkompo-
nenttianalyysid késittelevit méaaritelméat mukailevat Jolliffen kirjaa [3] sekd Hyvéri-
sen ICA-kirjaa [2]

Péaakomponenttianalyysi on monimuuttujamenetelmien klassisimpia tekniikoita.
Sen tarkoituksena on 16ytaa pdaakomponentteja. Padkomponentit ovat aineiston line-
aarikombinaatioista muodostuvia varianssia parhaiten selittavia muuttujia. Padkom-
ponenttianalyysi ei edellyta oletuksia muuttujien jakaumista. Menetelmé on hyodyl-
linen tiivistaméaén aineistoa muuttujien vélisten kovarianssien avulla.



Paakomponenttianalyysin johtaminen

Olkoon « p-ulotteinen jatkuva satunnaisvektori. Pddkomponenttien méarittamiseksi
etsitdédn lineaarikombinaatioita oy Xy +ae Xo+0p X, = Zle «; X;, joiden varianssi on
mahdollisimman suuri. Kootaan varianssit maksimoivat painot vektoriksi a; jolloin

p
/ 2 :
T = CYlle + 0112X2 -+ Oélep = aliXi-

i=1

Etsitddn seuraavaksi lineaarikombinaatio aya joka maksimoi varianssin rajoitteel-
la, etté lineaarikombinaatio asa ei korreloi lineaarikombinaation o kanssa, toisin
sanoen Cov(aqx,asx) = 0. Jotta kovarianssi voisi olla 0, on vektoreiden o, s
pistetulon oltava 0. Tastd seuraa ettd vektorit aq, s ovat kohtisuoria. Nain voi-
daan jatkaa o asti (j < p), silld rajoitteella, ettd a; on kohtisuorassa jokaisen
vektorin a;_1, @;_s, .., oy kanssa. Vektoreita oy, ..., o, kutsutaan paakomponentti-
latauksiksi ja niistd saatavia lineaarikombinaatioita z; = xa; padkomponenteiksi.
Paakomponenttianalyysin ideana on selvittda ja erotella namé komponentit. Yksin-
kertaisin ja yleisin padkomponenttianalyysin keino perustuu kovarianssimatriisin
3’ ominaisarvohajotelmaan.

Lause 1. Aineiston padkomponenttilataukset o, g, ...cx, ovat aineiston kovarians-
simatriisin ominaisvektoreita.

Todistus. Aloitetaan ensimmaisesta latauksesta av; Maksimoitavana on lineaarikom-
binaatioiden varianssi varfa; X| = o)X a;. Asetetaan yleinen ehto o/a = 1 jotta
varianssia ei voi kasvattaa mielivaltaisesti kertoimia kasvattamalla. Maksimoitava-
na on siis o)Xy rajoitteella o’a = 1. Maksimointiongelmaa vastaava Lagrangen
funktio on téten muotoa

L(a, M) = Xa; — MNd'a—1)
Derivoidaan a; suhteen ja lasketaan yhtéalon nollakohdat.

% = 220{1 — 2)\1061 =0
8041

Eal — /\1a1 =0
Ea1 = )\1@1
Tamé vastaa ominaisarvoyhtidlod, joten A; on 3:n ominaisarvo. Koska maksimoita-
vana oleva yhtélo voidaan kirjoittaa, o) ¥a; = aj\ja; = \jaja; = A, maksimi
saavutetaan kun A; on kovarianssimatriisin ¥ suurin ominaisarvo ja oy on taté
vastaava ominaisvektori.

Toinen padkomponenttilataus maksimoi varianssin o), X a; rajoitteilla aboy = 1
ja abay = 0. Rajotteita vastaava Lagrangen funktio on

L, M, ) = apXas + A1 — ahan) + paa,

jonka derivoimalla a; suhteen saamme yhtalon

% = 22052 — 2)\2052 - Qbal = 0. (4)
3a2



Kertomalla vasemmalta vektorilla o), kaksi ensimmaéistd termié hévidvat korreloi-
mattomuusehdon takia, ja voimme péatella ettd kerroin ¢ = 0,

20Xy — 2a o — pala; =0 <= ¢-1=0 < ¢ =0.

Téastéd seuraa ettd yhtalo (4] sieventyy ominaisarvoyhtélomuotoon Yo, = Asas, jo-
ten voimme péatelld ettd toinen padkomponenttilataus ay on X toisiksi suurimpaa
ominaisarvoa vastaava ominaisvektori. K:nnen latauksen laskeminen voidaan tehda
vastaavasti maksimoimalla neliomuoto aj ¥y, rajotteilla aja, = 1 ja ajo; = 0
kaikilla j < k. Kuten padkomponentille 2, on mahdollista osoittaa, etta kaikki korre-
loimattomuusrajotteita vastaavat Lagrangen kertoimet ¢; haviavat, jolloin ongelma
palautuu takaisin ominaisarvoyhtéloon Yoy = A\pay. Néin ollen padkomponentti-
lataukset ovat kovarianssimatriisin 3 ominaisvektoreita, laskevassa suuuruusjarjes-
tyksessa A\, > Ao >, ..., > Ap.

O

Lauseesta [1| seuraa, etta aineiston padkomponentit Z; on mahdollista saada yh-
talostéa
7Z = Xa,

missa Z sarakkeet muodostavat vastaavat padkomponentit laskevassa jarjestyksessa,
esimerkiksi kolmas sarake on muotoa Z 3 = Xas.

Paakomponenttianalyysi on hyodyllinen menetelma monimuuttuja aineiston kanssa
tyoskennellessa. Usein suurin osa aineiston varianssista selittyy jo muutama ensim-
maiselld padkomponentilla. Aineisto voidaankin esittda paljon tiiviimmassa muodos-
sa, ja sen taustalla olevia tekijoitd voidaan mahdollisesti arvioida paremmin, kuin
koko aineistoa tutkimalla. Riippumattomien komponenttien analyysin kontekstissa
padkomponenttianalyysi on usein kiteva esikésittelyvaihe.

4 Neljannen asteen sokkotunnistus

Téassa luvussa tutkitaan satunnaismuuttujien riippumattomuutta ja riippumatto-
mien komponenttien analyysid. Téméan jélkeen esitellddn valkaisu paddkomponent-
tianalyysin laajennuksena. Lopulta esitellddn ja johdetaan neljannen asteen sokko-
tunnistuksen menetelmé ja vertaillaan tata padkomponenttianalyysiin.

4.1 Riippumattomuus

Riippumattomilla satunnaismuuttujilla on tilastollisesti paljon kdytdnnoéllisid omi-
naisuuksia. Néiden ominaisuuksien vuoksi satunnaismuuttujien riippumattomuus
oletetaan usein teoriaa kehittéessa, jolloin on esimerkiksi mahdollista johtaa us-
kottavuusfunktiot suljetussa muodossa. Tilastollinen riippumattomuus on perusta-
vanlaatuinen késite riippumattomien komponenttien analyysissa.

Kaytannossa satunnaismuuttuja X on riippumaton satunnaismuuttujasta Y jos
tiedolla X arvosta ei ole vaikutusta Y:n jakaumaan. Maéaritelldadn ettd satunnais-
muuttujat X ja Y ovat riippumattomia, jos niitd vastaaville yhteistiheysfunktioille
patee

fxy(z,y) = fx(7) fy(y).

>



Maéaritelmésté seuraa useita hyodyllisid tuloksia. Erityisesti riippumattomien satun-
naismuuttujien odotusarvoille pétee

E[XY] = E[X]|E[Y]. (5)

Tulos voidaan todistaa suoraviivaisesti laskemalla, silla
EXY] = / ) / ) vy fxy(z, y)dzdy
[ auts@ielnsdy
= [ atxto)s [ uso)ds = ELXEY)

oo

Riippumattomuus on huomattavasti vahvempi ominaisuus kuin korreloimatto-
muus. Riippumattomuudesta seuraa aina korreloimattomuus, mutta korreloimat-
tomuus ei valttamatta tarkoita riippumattomuutta. Esimerkiksi yhtalo [5] ei pade
aina korreloimattomille satunnaismuuttujille. Eroa korreloimattomuuden ja riippu-
mattomuuden valilla voidaan havainnollistaa geometrisesti. Kuvassa [Ij on simuloitu
kaksi otosta tasajakautuneista satunnaismuuttujista. Kummassakaan tilanteessa sa-
tunnaismuuttujien valilla ei ole lineaarista riippuvuutta, joten otoskorrelaatio on
lahelld nollaa. Vasemmanpuoleisessa kuvaajassa satunnaismuuttujat ovat kuitenkin
toisistaan riippuvia. Tietdmélla X:n arvon saadaan tietoa Y:n mahdollisesta arvo-
joukosta. Oikeanpuoleisessa kuvaajassa satunnaisotos on muodostettu riippumatto-
mista muuttujista, jolloin yhteistiheyden alusta on akselien suuntainen neli6. Talloin
satunnaismuuttujien arvot eivat riipu toisistaan.

Xja'Y valilla ei korrelaatiota, XjaY toisistaan riippumattomat
mutta X ja Y ovat toisistaan riippuvia

Kuva 1: Korreloimattomat satunnaismuttujat eivét ole vilttamétta riippumattomia.

Riippumattomuudelle ei ole olemassa suoraa otossuuretta, vaan se on maaritelty
vain satunnaismuuttujille. Sovelluksissa ja koeasetelmissa tdmé ongelma voidaan



sivuuttaa olettamalla riippumattomuuden toteutuvan riittdvan hyvin. Otossuureen
puuttuminen tekee riippumattomuuden tutkimisesta hieman hankalaa. Otostasolla
riippumattomuuden tutkimiseen voidaan kiyttaéd esimerkiksi informaatioteoriaa tai
korkeamman asteen momentteja.

4.2 Riippumattomien komponenttien analyysi

Riippumattomien komponenttien analyysissd aineiston oletetaan koostuvan lineaa-
risesti sekoittuneista, keskendén riippumattomista tuntemattomista lahteistd. [CAn
tavoitteena on yrittda erotella ndma lahteet takaisin alkuperaisiksi komponenteiksi.

Lause 2. Matriisimuodossa yleinen ICA-malli [2] voidaan kirjoittaa muodossa
x = Ay,

missd A on tuntematon sekoitusmatriisi, y on rigppumattomista lihteistd koostuva
lihdevektori ja x on havaittu aineisto. ICA-malli olettaa ettd ldhdevektorin kompo-
nenteista korkeintaan yksi noudattaa normaalijakaumaa.

Useissa sovelluksissa on realistista olettaa, ettd malliin sisdltyy myos kohinaa.
Yleiseen ICA-malliin [2| voidaan lisété kohinatermi p, jolloin malli on muotoa

x = Ay + p.

Kohina p on satunnaista, mutta usein estimoitavissa, kun riippumattomat kom-
ponentit on saatu parhaan mukaan eroteltua. Kéytdnnossd ICA-mallin [2] ratkaisu
perustuu sekoitusmatriisin selvittamiseen tai tdmaéan kaadnteismatriisin ratkaisuun.
ICA menetelmét perustuvat riippumattomuuden ja epénormaaliuden maksimoin-
tiin. Riippumattomuuden ja epdnormaaliuden yhteys perustuu keskeiseen raja-arvo-
lauseeseen. Sen mukaan riippumattomien satunnaismuuttujien summa lahestyy nor-
maalijakaumaa. Osoittautuu ettd keskeisesté raja-arvolauseen avulla on mahdollista
méaarittda hyva riippumattomuuden estimaattori otokselle. Jos méaritamme vekto-
rin jolla kerrottuna aineiston epanormaalius maksimoituu, olemme samalla maarit-
tdneen yhden riippumattomista komponenteista [2].

4.3 Valkaisu

Olkoon X satunnaisvektori. Satunnaisvektoria kutsutaan valkaistuksi jos sité vas-
taava kovarianssimatriisi 3 on identiteettimatriisi I ja odotusarvovektori g on nol-
lavektori 0. Voidaan osoittaa, ettd valkaistu aineisto on suljettu ortogonaalisten ku-
vausten suhteen.

Lause 3. Valkaistut satunnaisvektorit ovat suljettuja ortogonaalisten kuvauksien
suhteen

Todistus. Olkoon T ortogonaalisen kuvauksen méaarittava n x n matriisi. Kuvataan
valkaistu satunnaisvektori x matriisilla T.

y = Tx.

7



Odotusarvon lineaarisuudesta seuraa, ettd matriisin y odotusarvolle saadaan
Ely] = E[Tx] = TE[x] =T -0 = 0.

Kovarianssin riippumattomuuden sidilyminen seuraa ortogonaalisten matriisien omi-
naisuudesta, jossa ortogonaalisten matriisien kidéanteiskuvaus on matriisin transpoosi

Elyy'] = E[(Tx)(Tx)'] = TE[xx'|T' = TIT' = TT' =1
[

Riippumattomien komponenttien analyysin yleinen esivaihe on valkaisu, jolla
aineistosta saadaan poistettua kahden ensimmaéisen keskusmomentin vaikutus. Ai-
neiston valkaisu voidaan toteuttaa valkaisumatriisilla. Osoittautuu, ettd valkaisu-
matriisin maadrittdminen on suoraviivaista padkomponenttianalyysin laajennuksella

2.

. o . : _1 . .
Lause 4. Valkaisumatriisi V saadaan lineaarikuvauksella D~2U’, missi D ja U
ovat aineiston kovarianssimatriisin ominaisarvohajotelman ominaisarvomatriisi D =
diag(A1, Ag..., Ap) ja ominaisvektorimatriisi U = (1, U, ...uy,). Koska D on diago-

naalimatriisi D™z = diag(\/%\f17 \/%, ﬁ)
ya

Todistus. Kovarianssimatriisi keskistetylle aineistolle 3 = E[xx'] on téysiasteisena

positiivisesti definiitti, joten ominaisarvojen neliGjuuret A\72 = % ovat aina ole-

- - : . . _1
massa. Merkitdan z = Vx, missd z on valkaistu satunnaisvektori,V = D~ 2U’ on
valkaisumatriisi ja x satunnaisvektori. Hyodyntamaélla 3 ominaisarvohajotelmaa ja
U:n ortogonaalisuutta saamme

E[zz]| = VE[xx|V' = D":U'UDU'UD ¢ = 1.
Téaten z on keskistettynéa valkaistu satunnaisvektori. O]

Huomioitavaa on, ettd maaritelty V ei ole yksikésitteinen valkaisumatriisi. Kay
ilmi, ettd jos valkaisumatriisi V kerrotaan milla tahansa ortogonaalimatriisilla O
tulo OV on myos valkaisumatriisi. Tamé& on seuraus lauseesta [3] Myos yhtélossa [6]
esiintyvd matriisi OV on valkaisumatriisi.

Valkaisu auttaa ICA-mallin sekoitematriisin ratkaisussa, silla aineiston valkaisun
jalkeen lahteiden sekoitematriisi on ortogonaalinen. Tamén jélkeen riippumattomat
ldhteet on mahdollista saada avaruuden ortogonaalisilla kuvauksilla eli rotaatioilla.

Lause 5. ICA-malli 2 voidaan valkaisun avulla esittid muodossa
Vx =z = Oy, (6)

missa V' on valkaisumatriisi, z on valkaistu aineisto ja O on ortogonaalinen mat-
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Todistus. Tarkastellaan ICA-mallia @ = Ay. Valkaistaan aineisto x valkaisumatrii-
silla V' ja merkitaan tata z. Nyt voimme kirjoittaa

z=Vx=V(Ay)=(VA)y.

Merkitadn matriisia VA = B. Oletuksen mukaan ldhteet y ovat riippumattomia
ja valkaistuja eli E{yy’} = I. Valkaistun aineiston z kovarianssimatriisi voidaan
kirjoittaa muodossa

FE{zz'} = E{By(By)'} = BE{yy'}B’ = BB'.

Koska z on valkaistu, F{zz'} = I ja saamme BB’ = I. Tami on ortogonaalisen
matriisin mééritelmé, joten merkitddn B = O. Sijoittamalla VA = O takaisin alku-
perdiseen ICA-malliin, voimme todeta ettd alkuperiinen sekoitusmatriisi on muotoa

A=V'0

Talloin ICA-malli on muotoa
x =V 10y

ja valkaistulle aineistolle ICA-malli on muotoa
z=0y
[

Valkaisu korostaa normaaleiden ldhteiden ongelmallisuutta ICA-malleissa. Kuva
havainnollistaa tata, silla valkaisun jélkeen kahden tai useamman normaalin lah-
teen aineisto muodostaa symmetrisen pallon, jolloin jalkeen sekoitematriisin selvit-
taminen on mahdotonta [4]. Pallolla on nimittéin dareton méérd symmetrioita, eiké
alkuperdisten satunnaismuuttujien mukaisten akseleita voida 16ytaé ortogonaalisilla
kuvauksilla.

4.4 Valkaistu FOBI

Luvun mééaritelmét ja toditukset seuraavat Cardoson artikkelia, jossa FOBI esiteltiin
ensimmaisté kertaa [5] sekd Hyvérisen ICA-kirjaa [2].

Tarkastellaan nyt ICA-mallia [2] ja erityisesti sen riippumattomia komponentte-
ja y. Neljannen asteen sokkotunnistuksen menetelmé perustuu siihen, etté riippu-
mattomille ja valkaistuille satunnaisvektoreille kurtoosimatriisi [2| on diagonaalinen.
Talloin osoittautuu, ettd ICA-mallissa [0 esiintyvéd tuntematon ortogonaalimatriisi
O saadaan ratkaistua havaintovektorin kurtoosimatriisin ominaisarvohajotelmasta.

Lemma 1. Rippumattomille satunnaisvektoreille kurtoosimatriisi 2 on diagonaa-
limatriisi.

Todistus. Olkoon y p-ulotteinen valkaistu ja riippumaton satunnaisvektori. Tarkas-
tellaan kurtoosimatriisin alkiota €2, ;, jolle ¢ < j. Tulos voidaan osoittaa symmet-

risesti alkioille, joille j < 7. Mé&&ritelmén mukaan kurtoosimatriisin alkio (i,7) on
muotoa

p
iy = Elyiy;v]
k=1
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Havainnot normaaleista lahteistd Epanormaalien |dhteiden havainnot
ennen valkaisua valkaisun jalkeen

Havainnot normaaleista |&hteistd = Normaalien lahteiden havainnot
ennen valkaisua valkaisun jalkeen

Kuva 2: Sekoitetut havainnot ja néiden valkaisut kahden muuttujan normaaleille ja
epanormaaleille aineistoille

Riippumattomuuden vuoksi, voimme erotella lausekkeen odotusarvot

Q=Y EEy]EW] =0-0- ) Ely;] = 0.

k=1

Kurtoosimatriisin diagonaalilla alkiot ovat

p p
Qi =Y Elyivi] = Bly!] + Y Ela}a]]
k=1 P

-1

= F(y) + Y Var(y)Var(y) = &(yi) + Y 1= Rly:) +p— 1.
k1 =1

Riippumattomille satunnaisvektoreille kurtoosimatriisi on siis muotoa diag(&(y; )+
p—LE(@) +p—1,. Ky +p—1)

bS]

O
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Tarkastellaan nyt ICA-mallin valkaistun havaintovektorin z kurtoosimatriisia.
Merkitaén Vx = z jolloin z = Oy Kurtoosimatriisi saadaan kirjoitettua muo-
dossa

Q. = E[22/||2]]"] = E[OyOy/||Oy|]’] = OE[yy'||y[|’]0’ = 092,0".

Huomataan, etta taméa on valkaistun havaintovektorin z kurtoosimatriisin ominaisar-
vohajotelma. Koska ortogonaalinen diagonalisaatio on yksikésitteinen mikéli ominai-
sarvot ovat erisuuret, on ICA-mallin ratkaisuun tarvittavalle ortogonaaliselle mat-
riisille O 16ydetty menetelma jolla tdma voidaan méarittad. Koska O on ortogonaa-
linen, sen kdanteismatriisi on sen transpoosi. Riippumaton ldhdevektori saadaan siis
kertomalla valkaistu havaintomatriisi tdméan kurtoosimatriisin ominaisvektorimat-
riisilla

OVz=y. (7)
Jotta lahdevektori saadaan eroteltua FOBIn avulla, muutaman oletuksen on toteu-
duttava. Ensinndkin neljannen momentin on oltava &érellinen. Toisena riippumat-
tomien komponenttien kurtoosit eiviat saa olla samat. Talloin FOBI ei pysty erot-
telemaan yksikésitteisesti lahteitd y; joka rajoittaa FOBIn kiyttod huomattavasti.
Tilanteessa jossa havaintovektori on ulottuvuudeltaan suurempi kuin ldhdevektori,
on FOBIin tehtdva muutoksia. Talloin havaintovektorin kovarianssimatriisi Xx ei
ole kddntyva, ja valkaisu ei onnistu, silld ominaisarvomatriisin neliojuuri D=3 eiole
méaritetty. M lahteen aineistossa, lahteiden virittama aliavaruus on M-ulotteinen.
Jos havaintovektori on korkeampiulotteinen, voidaan tdma projektoida lahteiden ali-
avaruudelle padkomponenttianalyysin avulla. Valitaan kuvata aineisto M ensimméi-
selld paakomponenttilatauksella, jonka jalkeen valkaisu ja FOBI voidaan toteuttaa
tavanomaisesti.

Neljannen asteen sokkotunnistus

1. Keskité aineisto kdayttaen keskitysmatriisia H,,.

2. Méarita aineiston otoskovarianssimatriisi 3 ja téata vastaa-
va ominaisarvohajotelma UAU’

3. Valkaise keskistetty aineisto kayttden valkaisumatriisia
1
VH,z = A :2U'H,z =z

4. Maarita saadun vektorin z kurtoosimatriisi, ja laske taman
ominaisarvohajotelma Q, = OAO’.

5. Riippumattomista komponenteista koostuva ldhdevektori
y saadaan laskemalla O’z

4.5 Riippumattomat komponentit epinormaaliuden maksi-
moinnilla

Kurtoosin otossuure on teoreettisesti varsin mielenkiintoinen. Otossuureena kurtoosi
on erotettava kuvailevassa tilastotieteessd toisinaan esiintyvésta jakauman huipuk-
kuuden kisitteestd. Syyna téhén on esimerkiksi se, ettd kaksihuippuisen jakauman
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otoskurtoosi voi olla negatiivinen, vaikka samaa jakaumaa voitaisiin kuvailla hui-
pukkaaksi.

Normaalisti jakautuneelle muuttujalle kurtoosi on 0 [2]. T4t4 ominaisuutta voidaan
hyodyntéaa normaaliuden mittaamiseen. Mitd suurempi satunnaismuuttujan kurtoo-
sin itseisarvo on, sitd enemmén se poikkeaa normaalijakaumasta. Kurtoosi onkin
matemaattisesti yksi yksinkertaisimmista normaaliuden mittareista. Sen merkitta-
vin ongelma on herkkyys poikkeaville havainnoille. Esimerkiksi tuhannen havainnon
otoksessa, yksikin poikkeava havainto saattaa kasvattaa otoskurtoosia huomattavas-
ti. Téstéd syystéa kurtoosi ei ole robusti normaaliuden mittari.

Valkaistulle aineistolle FOBIn [7] matemaattinen muoto muistuttaa hyvin pal-
jon kovarianssimatriisin ominaisarvohajotelmaan perustuvaa pédkomponenttiana-
lyysid. FOBI voidaankin luonnehtia menetelméaksi, jossa etsitdén aineiston dérim-
maiset kurtoosit eli poikkeamat normaaliudesta. FOBIn tapauksessa kurtoosimatrii-
sin ominaisvektorit vastaisivat kurtoosilatauksia. Erityisen mielenkiinnon kohteena
ovat talloin suurimpien positiivisten kurtoosien lisdksi my6s negatiivisimmat kur-
toosit. Riippumattomien komponenttien analyysissé on olennaista epanormaaliuden
maksimointi, ja FOBI[7|on tasta selked osoitus, silld paatyisimme samaan muotoon,
yrittdessd etsida kurtoosit maksimoivat lineaarikombinaatiot.

5 Esimerkkeja

Havainnollistetaan FOBIa kahdella kiytdnnon esimerkilld ldhteiden sokkoerottelus-
ta. Ensimmaéisesséd esimerkissd FOBIn avulla saadaan eroteltua sekoittuneita &éni-
ldhteita toisistaan, simuloiden niin kutsuttua cocktailkutsuilmiotd. Tamé& demon-
straatio on klassinen ICA-esimerkki, joka juontaa juurensa 1990-luvun puolivéliin,
jolloin ICA-tutkimus alkoi nousta uutena merkittdvané ja innostavana tutkimusalu-
eena [2].

Toisessa esimerkissé aineistona on kolme kuvatiedostoa, jotka on sekoitettu tunnis-
tamattomaksi havaintoaineistoksi. FOBI tunnistaa havaintoaineistosta sen muodos-
tavat riippumattomat ldhteet ja onnistuu erottelemaan ne.

5.1 Cocktailkutsu -ongelma

Kéytetddn aineistona Rin JADE -kirjaston [6] Cocktail party problem- aineistoa
(CPPdata). Aineistolla simuloidaan psykologiassa esiintyvia cocktailkutsuilmion kal-
taista tilannetta, missd ihminen pystyy erottamaan ja keskittyméadn yhden ihmisen
puheeseen taustahélyn ja puheensorinan keskelld. Tarkoituksena on tarkastella kuin-
ka riippumattomien komponenttien avulla voidaan erotella eri dénildhteista koostu-
vaa sekoittunutta dénisignaalia. Aineistona neljd aikasarjaa, joissa on 6,25 sekun-
tia sekoittuneita #inisignaaleja. Adnitteet on digitoitu 8 000 hertsin taajuudella,
ja kukin neljastd muuttujasta muodostuu 50 000 havainnon pituisesta aikasarjas-
ta. Riippumattomat komponentit, eli 4anildhteet muodostuvat kolmesta erityyppi-
sestd musiikista, jotka on tarkoitus parhaan mukaan erotella FOBIn avulla. Neljas
komponentti on standardinormaalisti jakautunutta valkoista kohinaa sisaltava lah-
de. Havainnot ovat néiden sekotteita eri mikrofoneista. Voimme kirjoittaa aineiston
ICA-mallin 2l muodossa
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x = Ay,

misséd & on mikrofonien tallentamat &déniaineistot, y on eroteltavat adénildhteet
ja A tuntematon sekoitematriisi. Tarkastellaan havaitun aineiston ensimméinen se-

kuntia (Kuva 3)).
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Kuva 3: Mikrofonien tallenteet ennen FOBIa

Kuvasta huomataan, etté aikasarjat muistuttavat toisiaan, ja ne korreloivat vah-
vasti toistensa kanssa. Suoritetaan aineistolle FOBI luvun 4 mukaisesti. Kuvassa
on FOBIlla erotut dénisignaalit. Kuvasta huomataan alkuperéisten riippuvuus-
suhteiden poistuminen. Huomattavaa on, kuinka kuvassa [3| jokaisessa havainnossa
esiintyy riippumattoman komponentin 1 vaikutus. Visuaalisessa tarkastelussa voi-
daan todeta, ettd valkoista kohinaa sisaltdnyt komponentti ollaan saatu eroteltua.
Se voidaan huomata riippumattomasta komponentista 2.

Varmistetaan, etta erotellut komponentit vastaavat alkuperéisiéd lahteitd. Taméa
voidaan tehdd muuttamalla saadut komponentit wav tiedostomuotoon R tuneR [7]
ohjelmistopaketilla. Kaksi ensimmaista lahdevektoria kuulostavat tismalleen samal-
ta kuin puhtaana. Myo6s valkoinen kohina on saatu eroteltua, kuten visuaalisessa
tarkastelussa huomattiin. Kolmas alkuperidinen ldhde on sekoittunut kahteen en-
simmaiseen. Ottaen huomioon FOBIn yksinkertaisuuden, menetelmé toimi hyvin
tehokkaasti.

5.2 Kuvaerottelu

Riippumattomien komponenttien analyysia voidaan havainnollistaa kuva-aineistolla.
Yksi esimerkki ICAn kéytosta visuaalisesta lahde-erottelussa on artikkelissa [4], li-
saksi JADE-paketissa [6] on aineisto, jolla tdmé voidaan toteuttaa. Tutkielman so-
veltaa samankaltaista ideaa eri aineistoilla.
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Riippumaton komponentti 1
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Kuva 4: FOBIlla erotetut komponentit

Tavoitteena on simuloida visuaalinen lahteiden sokkoerottelun ongelma sekoittamal-
la kuvatiedostoja. Alkuperéisind ldhteind toimii kuva kissasta ja -pellosta (Kuva [5)).
Kolmas ldhde on valkoista kohinaa. Kuvat ovat mustavalkoisia ja resoluutioltaan
130 x 130 pikselid. Mustavalkokuvat voidaan ilmaista matriiseina, joissa 0 vastaa
valkoista pikselid ja 1 mustaa. Harmaan sdvyt saadaan liukulukuna néaiden valista.
Tarkemmat kuvat toimivat analogisesti.

Kuva 5: Kuvalahteet

Vektoroidaan kuvat pystyvektoreiksi. Havaintoina voidaan pitda yhden pikselin
arvoa. Perdkkéiset havainnot ovat vahvasti korreloituneita keskendin. Valokuvien
pikselit ovat jakautuneet hyvin epanormaalisti, joten teoriassa kurtoositarkastelun
avulla kuvien tulisi erottautua hyvin. Vektoroinnin jidlkeen luodaan sekoitematriisi
ja sekoittuneita havaintoja. Sekoittuneet havainnot  ovat nyt ICA-mallin [2| mukai-
sia. Kuvassa [6] on havainnot, jotka on sekoitettu. Paljaalla silmélld kuvista ei saa
erotettua mitdidn sadnnonmukaisuutta.
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Kuva 6: Sekoitetut havainnot

Suoritetaan nyt kuvassa [6] oleville havainnolle FOBI. FOBIlla estimoidut ldhde-
signaalit ja kohinakomponentti ndkyvit kuvassa [7] Kuten ddnierotteluesimerkissa,
estimaatit eivit ole taydellisid, mutta ne ovat kidyttokelpoisia.

Kuva 7: FOBIn erottelemat komponentit

15



Viitteet

[1] H. Nyberg, Matriisilaskenta tilastotieteessd -luentomoniste. Turun yliopisto.
Tammikuu 2024.

[2] A. Hyvérinen, J. Karhunen, and E. Oja, Independent component analysis. Adap-

tive and learning systems for signal processing, communications, and control,
New York: Wiley, 2001.

[3] I. T. Jolliffe, Principal Component Analysis. Springer Series in Statistics, New
York: Springer-Verlag, 2002.

[4] K. Nordhausen and H. Oja, “Independent component analysis: A statistical pers-
pective,” WIREs Computational Statistics, vol. 10, no. 5, p. €1440, 2018.

[5] J.-F. Cardoso, “Source separation using higher order moments,” in International
Conference on Acoustics, Speech, and Signal Processing,, pp. 2109-2112 vol .4,
1989.

[6] J. Miettinen, K. Nordhausen, and S. Taskinen, “Blind source separation based
on joint diagonalization in R: The packages JADE and BSSasymp,” Journal of
Statistical Software, vol. 76, no. 2, pp. 1-31, 2017.

[7] U. Ligges, S. Krey, O. Mersmann, and S. Schnackenberg, tuneR: Analysis of
Music and Speech, 2023. R package version 1.4.6.

16



Liitteet

R-koodit

R koodi FOBIn toteuttamiseen. Koodissa kéytetédén JADE R-pakettia [6], ja tdmén
aineistoa CPPdata

# NIEROTTELU

# Ladataan JADE paketti josta saadaan data ja FOBI funktio.
library (JADE)

data("CPPdata")

X <- as.matrix (CPPdata)

TR W N

7 # Valitaan ensimm&inen sekunti &d&nitteisté
8 n_pisteet <- 1:8000

11 # Piirret&d&dn havainnot
12 par(mfrow = c(4, 1), mar = c(2, 4, 2, 1))
13 for(i in 1:4) {

15 plot.ts(X[n_pisteet, i], main = paste("Mikrofoni", i),
1¢

17 ylab = "Amplitudi", col = "darkgrey")

18 }

19

20 # Suoritetaan FOBI ja erotellaan riippumattomat komponentit
21 fobi_tulos <- FOBI(X)

22 y <- fobi_tulos$s

23 # Piirretddn erotellut l&hteet

24 par (mfrow = c(4, 1), mar = c(2, 4, 2, 1))

25 for(i imn 1:4) {

26 plot.ts(y[n_pisteet, il, main = paste("Riippumaton komponentti", i),
27

28 ylab = "Amplitudi", col = "blue")

20 }

32 # KUVAESIMERKKI
33 library (magick)

35 set.seed (1)

36 # Luetaan kuva-aineistot ja luodaan ndistd matriisi. Tehd&&n myods normaalisti
jakautunut kohinalé&hde.

37 y1 <- as.numeric(image_data(image_resize(image_convert(image_read("kissa.jpeg"), "
gray"), "130x130!"), "gray")) / 255

38 y2 <- as.numeric(image_data(image_resize (image_convert (image_read("pelto.jpeg"),
gray"), "130x130!"), "gray")) / 255

39 y3 <- rnorm(130%130)

42 # Vektoroidaan aineisto kolmeksi pystyvektoriksi.
43 Y <- cbind(as.vector(yl), as.vector(y2), y3)

45 # Piirret&ddn alkuperédiset l&hteet
46 for(i in 1:3) image(t(matrix(Y[,i], 130, 130))[, 130:1], col = gray.colors(256),
axes = FALSE, asp = 1)

48 # Sekoitetaan aineisto ICA-mallin mukaisesti
19 X <- Y %*% t(matrix(runif (9, 0.5, 1.5), 3, 3))

51 # 3. Havaintojen erottelu FOBIlla
52 fobi_res <- FOBI(X)

54 # Madritetddn tulosteen kuva-parametrit, jotta saadaan havainnot ylé&riville, ja
alariville erotellut komponentit

55 par (mfrow = c(2, 3), mar = c(1, 1, 1, 1))

5

58 # Piirret&ddn havainnot X

50 for(i in 1:3) image(t(matrix(X[,i], 130, 130))[, 130:1], col = gray.colors(256),
axes = FALSE, asp = 1)

61 # Piirret&ddn erotetut komponentit
62 for(i in 1:3) image(t(matrix(fobi_res$S[,i], 130, 130))[, 130:1], col = gray.colors
(256) , axes = FALSE, asp = 1)
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