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Tassa tutkielmassa vertaillaan sakotettujen logististen regressiomenetelmien mukai-
sia odotettuja ennustevirheité poikkileikkausaineistoja, joissa vastemuuttujat nou-
dattavat logistista regressiomallia, havaittaessa. Varsinaisille sakotetuille menetel-
mille vertailukohtana toimivan suurimman uskottavuuden menetelmén liséksi tar-
kasteltuja menetelmié ovat Akaiken informaatiokriteeriin perustuva paras osajoukko
ja askeltavat menetelmét, logistinen harju- ja LASSO-regressio seké sen hollennetty
versio. Koska ndméa menetelmét olettavat aineiston noudattavan logistista regressio-
mallia, on ennustevirheeksi valittu Kullback-Leibler-informaatio.

Menetelmien puhtaan empiirisen vertailun sijaan niiden mukaisten odotettujen en-
nustevirheiden vertailu perustetaan KL-informaation odotusarvon asymptoottiseen
approksimaatioon. Sen ja informaatioepayhtédlon perusteella suurimman uskotta-
vuuden estimaattorin osoitetaan tuottavan asymptoottisesti pienimmén mahdollisen
odotetun ennustevirheen asymptoottisesti normaalien ja harhattomien estimaatto-
rien joukossa parametriavaruuden nollamittaista osaa lukuun ottamatta. Tésta nah-
daan, etta sakotettu estimaattori ei voi kuulua tahéan joukkoon ollakseen asymptoot-
tisesti perusteltavissa kaikkialla parametriavaruudessa.

Logistisen harjuregression kayttdméan sakon todetaan puolestaan olevan luonteel-
taan sellaista, etté se tuottaa asymptoottisin perustein aina jollain menetelméapara-
metrin arvolla pienemmén odotetun ennustevirheen kuin suurimman uskottavuuden
menetelmé. Koska logistisen LASSO-regression mukainen sakko ei vastaavin perus-
tein samaan kykene, jos kaikille regressiokertoimille estimoidaan aina sama nollasta
poikkeava merkki, perustellaan logistisen harjuregression tuottavan muita menetel-
mid pienemman ennustevirheen odotusarvon téllaisia aineistoja havaittaessa.

Osana vertailtujen menetelmien mukaisten odotettujen ennustevirheiden asymptoot-
tisten approksimaatioiden muodostamista téassé tyossd johdetaan myos logistisen
LASSO-regression ja sen hollennetyn version asymptoottiset jakaumat niiden eh-
dollisia jakaumia ja valintatodenn#koéisyyksid hyodyntamalla. Yhdessa niistd simu-
lointiin esitetyn asymptoottisen LARS-algoritmin kanssa nédméa tulokset tarjoavat
myo0s mielenkiintoisen ja uuden nékékulman logistisen LASSO-regression mukaiseen
odotettuun ennustevirheeseen.

Asiasanat: sakotettu logistinen regressio, informaatioepéyhtéld, KL-informaatio, pa-
ras osajoukko, logistinen harju- ja LASSO-regressio, hollennetty LASSO.
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1 Johdanto

Satunnaismuuttujan Y; ehdollisen odotusarvon E(Y;|X; = x;) ennustaminen havait-
tujen selittdvien muuttujien arvojen muodostaman vektorin x; € RP perusteella
erillisestd, opetusaineistosta muodostettua tilastollista mallia kiyttden on eréds tér-
keimmista tilastotieteen ja koneoppimisen sovelluskohteista. Kun vastemuuttujan Y;
arvojoukoksi voidaan valita {0, 1}, on saatu ennuste kiytdnnossé arvio ehdollisesta
todennékoisyydestd P(Y; = 1|X; = x;). Téllaisia ennusteita tarvitaan muun muassa
luoton takaisinmaksuriskia ja potilaan sairastumisriskia arvioitaessa.

Vaikka selittdvien muuttujien arvot ovat ainakin osin ennalta maarattyja kokeel-
lisessa tutkimuksessa, ovat ne havainnoivassa tutkimuksessa monesti vastemuuttu-
jan tapaan satunnaisia. T&ll6in tilastoyksikéihin liittyvit havaitut arvot (y;, x;) ovat
periisin satunnaisvektoreista (Y}, X;), joille usein oletetaan sama jakauma. Kun li-
siksi oletetaan, etta tilastoyksikot ovat toisistaan riippumattomia, voidaan ennusta-
miseen kaytetyn mallin perusjoukkoa edustavaksi opetusaineistoksi valita yksinker-
taisesti joku téllaisten vektoreiden satunnaisotos, jonka koko on n > p. Nama ovat
tyypillisia oletuksia edelld mainituissa havainnoivan tutkimuksen sovelluskohteissa.

1.1 Tutkimuksen tavoite ja uudet tulokset

Téamén tutkimuksen tarkoituksena on vertailla teoreettisesti menetelmia, jotka olet-
tavat edelld kuvatun kaltaisen aineiston vastemuuttujan noudattavan luvussa [2] tar-
kemmin kuvattua logistista regressiomallia tdmén oletuksen toteutuessa. Suurim-
man uskottavuuden menetelmén lisdksi tdssa tyossd késiteltyjd menetelmia ovat
Akaiken informaatiokriteeriin perustuva paras osajoukko ja askeltavat menetelmét,
logistinen harju- ja LASSO-regressio sekd sen hollennetty versio. Menetelmien ver-
tailu perustetaan odotettuun ennustevirheeseen, silld se on kiytdnnossd myos se
tunnusluku, jonka minimi ristiinvalidoimalla pyritdén 16ytaméadn. Ennustevirheeksi
tahén on valittu Kullback-Leibler-informaatio, sillé logistisen regression yhteydesséa
sen minimointi vastaa ennusteen log-uskottavuuden odotusarvon maksimointia.
Vaikka tdmé& ei ole ensimméinen tutkimus [12} 28, 10|, joka nditd menetelmid
vertailee, on se kuitenkin tiettévésti ainoa, jossa KL-informaatioon perustuvia odo-
tettuja ennustevirheité tarkastellaan teoreettisesti luvussa johdetun asymptoot-
tisen approksimaation pohjalta. Lisaksi osana menetelmien odotetun ennustevirheen
teoreettista tarkastelua téssa tyOssa perustellaan oletettavasti ensimmaista kertaa,
ettd menetelméaparametrilla A = \gy/n, jossa Ay on sopivasti valittu vakio, logistinen
harjuregressio tuottaa asymptoottisesti muita tarkasteltuja menetelmia pienemméan
odotetun ennustevirheen silloin, kun parametrien merkit poikkeavat nollasta ja ope-
tusaineiston jakauma on sellainen, etté ne estimoidaan kiyténndssi aina oikein.
Ehka tyon merkittévin teoreettinen tulos on kuitenkin logistisen LASSO-regressi-
on asymptoottisen jakauman johtaminen sen ehdollisten jakaumien ja niiden valin-
tatodennékoisyyksien kautta luvussa tavalla, joka laajentaa ehdolliseen padt-
telyyn liittyvia tuloksia [17] 26, 24] mahdollistaen kaikkien mallien asymptoottisten
valintatodennékoisyyksien laskemisen luvussa[3.3.2 kuvatulla algoritmilla, kun oikea
malli tunnetaan. Téassé tyossa naita tuloksia kiytetdan osana teoreettista tarkaste-
lua logistisen LASSO-regression KL-informaation odotusarvon asymptoottisessa ap-



proksimaatiossa, ja ne johdetaan luvussa my6s hollennetylle logistiselle LASSO-
regressiolle. Suurimman uskottavuuden estimaattorin asymptoottisen optimaalisuu-
den todistus luvussa[3|odotetun ennustevirheen suhteen asymptoottisesti normaalien
ja harhattomien estimaattorien joukossa on myds mainitsemisen arvoinen tulos.

1.2 Tutkimuksen rakenne ja kaytetyt merkinnat

Koska tieto siitd, miten tarkasteltu menetelméd muodostaa estimaattinsa aineiston
tuottaneen logistisen regressiomallin tuntemattomasta parametrivektorista 3y € RP,
auttaa ymmaéartaméaan sen tilastollisia ominaisuuksia, kiydéan tassa tyossa jokaisen
késitellyn menetelmén osalta 1api, miten ja milld oletuksilla se tdmén estimaatin
ratkaisee, kun aineisto on havaittu. Tamén jalkeen jokaisen menetelmén osalta tar-
kastellaan sen mukaisen estimaattorin asymptoottista jakaumaa. Asymptoottisesti
se maarad suoraan estimaattorin odotetun ennustevirheen, ja saadaan johdettua,
kun estimaatin muodostamiseen kiytettya aineistoa pidetdén satunnaisena.

Luvun [2] tarkoituksena on esitelld seké logistinen regressiomalli ettéd teoria, jota
myohemmin tarvitaan valittujen menetelmien mukaisten odotettujen ennustevirhei-
den arvioinnissa. Kun luvuissa ja on kuvattu myohemmin késiteltyjen sa-
kotettujen menetelmien perustana toimiva suurimman uskottavuuden menetelma,
johdetaan luvussa estimaattorien pienintd asymptoottisesti saavutettavissa ole-
vaa odotettua ennustevirhetté rajoittava informaatioepayhtéls. Luvussa[2.4 kiydaan
vield 1api, miten KL-informaation odotusarvon asymptoottinen approksimaatio saa-
daan muodostettua suurimman uskottavuuden estimaattorille.

Sakotettua logistista regressiota késittelevan luvun [3] tarkoituksena on esitelld
vastaavasti kuin edelld tdhén tyohon valitut luvuissa [3.1] [3.2] [3.3] ja [3.4] tarkemmin
kuvatut sakotetut menetelmét. Aluksi kuitenkin kidyd&an lapi teoreettisesti, milloin
estimoitavaan parametrivektoriin kohdistuvasta sakosta voi ylipadtdan olla hyotya.
Seka logistisessa harju- ettd LASSO-regressiossa ja sen hollennetyssé versiossa mene-
telméparametrin A = \gy/n oletetaan riippuvan positiivisesta vakiosta \g. Tamé ole-
tus eroaa hieman muun muassa Knightin ja Fun |15] kiyttaméasta A\/y/n — Ao > 0.
Logistisen LASSO-regression osalta luvussa [3.3.2] kiydaan myo6s vield ldpi, miten sen
ehdottomasta asymptoottisesta jakaumasta voidaan simuloida.

Matemaattisten merkintojen seuraamisen helpottamiseksi téassé tyossé kiytetaan
seuraavia yleisia kiytdntoja. Satunnaismuuttujaa merkitdén tyypillisesti isolla kir-
jaimella X, ja sen havaittua arvoa vastaavalla pienella kirjaimella x. Liséksi vektorit
x ja matriisit X, joiden riveihin viitataan X;, lihavoidaan. Koska matriiseja mer-
kitddn aina isolla kirjaimella ja vektoreita silloin, kun ne ovat satunnaismuuttujia,
riippuu merkinnén lopullinen tulkinta kuitenkin kontekstista. Muut merkinnéat, sii-
nd médrin kuin tarpeellista, méaritelladn sitd mukaa, kun niitd kdytetadn. Normilla
|| - || viitataan téssd Frobenius-normiin

n

Zixfj, X € R™P,

i=1 j=1

IX] =

joka vektoreille ja skalaareille on sama kuin euklidinen normi.



2 Logistinen regressiomalli

Alan Agrestin |1, luku 1| mukaan logistisessa regressiomallissa aineiston oletetaan
koostuvan Bernoulli-jakautuneiden riippumattomien satunnaismuuttujien Y7,...,Y,
havaituista arvoista. Lisdksi ndiden vastemuuttujien ehdollisten odotusarvojen m;
oletetaan riippuvan niitd selittévistd muuttujista X; = (X1, ..., X;;) sekd tuntemat-
tomasta parametrivektorista 3, € RP logistisen funktion 7 = logit™' kautta

exp(XiBo)
1 4 exp(xiB)

Joseph Berkson [3| perusteli logistisen funktion kiyton téllaisessa mallissa jo
vuonna 1944 toteamalla sen seuraavan hyvin tietylla annoksen logaritmilla z;, kuol-
leiden yksiloiden méaédréan m; osuutta kokeessa, jossa sita annettiin yksildille J;. Té-
mén kaytdnnonlaheisen suurten lukujen lakiin nojaavan perustelun

=EY|X; =x;) =P, = 1|X; =x;) = n(x;8,) =

|J’ZY Y|X (1,%12)):7{'27 kun ’JZ’—>OO

jed;

Jz‘

lisdksi Berkson totesi logistisen funktion olevan laskennallisesti yksinkertaisemman
ja muodoltaan varsin samanlaisen kuin siihen aikaan yleisesti kiytetyn, yksiloiden
annosherkkyyden oletetulla normaalisuudella perustellun normaalijakauman kerty-
méfunktion m; = ®(x}8,). Logistisen funktion suosioon on vaikuttanut osaltaan
my0s esimerkiksi David Coxin [7] mainitsema regressiokerrointen /3; tulkinta

TKB ) | w(xiB)  exp(xB+5)
1-n(xiB+5;) 1-m(xB) exp(x;/3)
vetosuhteiden yhteydessd. Ensimméinen yhtasuuruus edelld on varsin ilmeinen, sil-

1& logistisen funktion jatkossa téarkedksi kadnteisfunktioksi ja samalla myods mallin
vaihtoehtoiseksi muotoiluksi saadaan ratkaistua

= exp(5;)

_exp(xiBy) / m
T = W{X;ﬁo) = (1 7Tz) eXp(XiﬁO) < log (1

) = x;3) = logit(m;).

i

2.1 Suurimman uskottavuuden estimointi

Ronald Fisherin [9] vuonna 1922 esittdméssd suurimman uskottavuuden menetel-
méssd on tarkoituksena 16ytdd havaitun aineiston y = (v, ..., yn) oletetusti tuotta-
neen satunnaismuuttujan Y = (Y7, ..., Y},) jakauman méaaranneen tilastollisen mallin
f(y; B) maksimikohta, kun sitd pidetdén vain parametrivektorin 3 funktiona. Aluksi
on siis tarpeen maaritelld logistisen regressiomallin mukainen f. Koska Y7, ..., Y,, ovat
riippumattomia ja koska P(Y; = 4;|X; = x;) = 7//(1 — m;) ¥, y; € {0,1}, saadaan
satunnaisvektorin Y ehdolliseksi yhteispistetodennéakoisyysfunktioksi eli malliksi

e = [Ima-n =1 (25) (=) - veonr

i=1 =1




Kaytannossa f(y; 8):n sijaan voidaan selvittad myos funktion [(3) = log f(y; 3)
maksimikohta, silld se on kummallakin funktiolla sama luonnollisen logaritmin aidon
kasvavuuden ansiosta. Kun logit-funktion maééritelméd muistetaan, ndhdain, etté
maksimoitavaksi funktioksi saadaan

1(B) = Zn: (y log (1 :T) — log (1 jﬁ)) Xn: (%8 — log(1 + exp(x;8))) -

i=1 ? i=1

Koska parametriavaruus eli parametrivektorin sallittujen arvojen muodostama
joukko on téssd koko RP, taytyy funktion [ paikallisten dariarvokohtien 16ytyé gra-
dienttivektorin

- exp(x;3) - /
8= 3 (v 1 gy ) = L B = Xy — (X3
jossa X = [x; -+ Xx,] jajossa w(X0); = 7(x8),7 = 1,...,n, nollakohdista, silli se
on olemassa kaikilla 8 € RP. Kéytédnndssa naitd nollakohtia on kuitenkin vain yksi
olettaen, ettd se saavutetaan ja ettd matriisin X aste on p, silla selvéstikin funktion
[ Hessen matriisi

H(/B) _ VQZ(,@) _ Z eXp(X;/B) ( (jf}e(zl(j((//?;))); eXp(X;ﬁ) Xix{

exp(x;3) exp(x;B) /
Z 1+ exp(x;3) (1 1+ exp(xéﬁ)) ik

Y R (1 - (B XX

= X'V(XB)X = — (V(XB)*X) (V(XB)"/*X) .

jossa V(X3) = diaglr(xi8) (1 - 7(x8)) -+ 7(x,8) (1 - 7(x,8))], on negatiivi
sesti semidefiniitti: aH(B)a = — > 1V(X,B)u( x;)? < 0,Va € R?. Kun lisik-
si huomioidaan, ettd r (H(8)) = r (V(X8)/?X) = r(X) asteisen matriisin H(3)
kaikki ominaisarvot poikkeavat nollasta, kun r(X) = p, ndhddén, ettd se on jopa
negatiivisesti definiitti taaten sen, ettd [(3) on aidosti konkaavi. Vaikka funktion [
maksimikohta 3 on siten aikaisempien oletusten perusteella yht&lon V1 (3)=0 ainoa
ratkaisu, ei sitd yleisesti voida esittda suljetussa muodossa.

Koska edeltd nahdédn, ettd Hessen matriisi parametrivektorin 3 funktiona on
jatkuva, on yhtélon VI(8) = 0 numeerisen ratkaisun kannalta hy6dyllistd huomata,
ettd gradienttivektorille on Taylorin lauseen perusteella voimassa yhtalo

Vi(B+e€)=VIB)+H(Be+r=VIB)+ /01 H(B + te)edt,

jossa € € RP jar = VI(B + €) — VI(B) — H(B)e. Kun aikaisempien oletusten
mukaan H(3) on kidntyvé kaikilla 8 € RP, saadaan téstd ratkaistua valitsemalla
askelpituudeksi a = 1 Newtonin menetelméan paivityskaava

Vl(,B(Q) + (5(q+1) Sy )) Vl(,@ ) + H(,B(q))(,ﬁ(‘”l) _ 5(!1)) +r=0
& gl = gl _ H(ﬁ )71Vl(,3(q)) _ H(ﬁ(q))flr
~ B — aH(B(q))”Vl(,B(q)) - T(B(q)),



merkitsemalld, etta @Y (,B(q)), jolloin B = Bl — H(B(q))_lr. Kaytannossa,
paivityskaava siis tuottaa vahtun alkuarvon B(O) perusteella jonon ,6(1), 5(2), ,6(3), o
jonka toivotaan suppenevan kohti gradienttivektorin VI(3) nollakohtaa.

Koska V(X3); ja Dg V(XB);; = (1-2n(x3)) Dg m(x}3) ovat jatkuvia, saadaan

Cauchy-Schwarzin epayhtélon ja differentiaalilaskennan véliarvolauseen mukaan

[V(XB)ii — V(XB )il = |(1 - 2r(xi8") 7 (x;8") (1 - 7(x;8"))x}(8 — B")
< ClxillllB =87,
jollain B' € R? ja kaikilla 3, 3" € RP, silli selvistikin vakio C' voidaan téssé valita

siten, ettd |(1 — 27 (x}8"))7(x,8") (1 — m(x}8"))| < C < 1. Kun huomioidaan, etti
talléin myos H(B) on Lipschitz-jatkuva, silla

IH(8) —H(B)| < | = X[[[(V(XB) = VXB)[IX]
< IXIP /S, 28 - 671
= CIIX|*I18 - B = LB~ Bl
voidaan Newtonin menetelmén tuottaman jonon Nocedalin ja Wrightin |22, luku 3]
mukaisesti osoittaa logistisen regression yhteydessd, tehtyjen oletusten perusteella,
suppenevan neliollisesti kohti arvoa 3, kunhan alkuarvo ei ole liian kaukana siita.
Jotta menetelmén tuottaman jonon suppeneminen olisi neliollisté, tarvitaan, etta
limsup, ., 18D — B)1/118Y — B]|> < M € Rsy. Tété varten on hy6dyllistd huo-
mata, ettd funktion H(B) jatkuvuuden perusteella [H(3) — H(B)|| < HIH(B) |

kaikilla {3 € R? : || — B|| < r}, kun > 0 on riittéivin pieni, silli tistd saadaan
kyseisessa joukossa voimassa olevan epayhtélon

[FL(8) | = [F(3) " ~ F(B) " (H(B) ~ H(B))H(B) |
< [B(3) | + [FL(8) | [FA(8) — H(B)[FL(3) |

[H(3)"| g

1~ [F(8) ~ H(B)|[H(B) ]| ~

sekd Taylorin lauseen ja huomion VZ(B) = 0 perusteella Newtonin menetelmén
paivityskaavaan perustuva epayhtélo

e g3 (s )
_ gy (H(ﬁ(q)) _ /OlH(ﬁ(q) +(B - ﬁ(q)))dt> (B — @)H

& [HB)| < 2(|H(B) |

IN

/01 718 ) — 118 + 13— ) |8 - B at

<[ o o] [ 1] -

2

<ol fp - - 2] -

josta nelillinen suppeneminen sopivalla alkuarvolla seuraa.

>



Newtonin menetelmén voitaisiin vield Nocedalin ja Wrightin [22, luku 3] mukai-
sesti osoittaa tissd suppenevan kaikilla alkuarvoilla 3%, kun askelpituudeksi o = o
valitaan viivahaulla kiinteiden vakioiden p € (0,1) ja ¢ € (0, 1) perusteella riittévin
parannuksen /(3D > 1(89) — caVI(BD)YH(B?)1VI(B9) jollain k € Ny anta-
vista suurin, olettamalla, etté [|[H(B8D)|||H(8'?) || < M € Rsy kaikilla ¢. Tyydy-
taan kuitenkin toteamaan, ettéd jatkossa logististen regressiomallien estimointiin kiy-
tetty R-ohjelmiston glm-funktio ei aina suppene 20|, vaikka se joskus askelpituuksia
a puolittaakin. Koska Newtonin menetelmén péivityskaava voidaan esittad Hastien
et al. |13 luku 4] mukaisesti aikaisemmin kdytetyilla merkinnoilld my6s muodossa

5(Q+1) — B(q) _ aH(B(q))_1Vl(5(Q)
= B9 1 o(X'V(XB)X) "X/ (y — 7(X87))
— (X'V(XBNX)'X'V(XB9)(XB? + aV(XB8?) (y — 7(X87)))
= (X'V(XB)X) ' X'V(XB9)z(a,y, XB?),

nahdéaan, ettéd se periaatteessa vastaa glm-funktion kdyttadmaén iteratiivisesti uudel-
leen painotetun pienimmén neliGsumman menetelmén yhté iteraatiota.

2.2 Tarkentuvuus ja asymptoottinen normaalisuus

Vaikka suurimman uskottavuuden menetelmélla periaatteessa etsitddnkin tassé vain
ehdollisen uskottavuusfunktion f(y;3) = f(y|X;08) = f(y,X;3)/f(X) maksimi-
kohta B tietylla aineistolla (y,X), voidaan sen tilastollisia ominaisuuksia tutkia,
kun aineisto ja siten myos suurimman uskottavuuden estimaattori B(Y, X) ovat
satunnaismuuttujia. Tilastollisen péaattelyn kannalta mielenkiinto kohdistuu erityi-
sesti tdmaéan estimaattorin asymptoottiseen jakaumaan, joka seuraavassa johdetaan
Neweyn ja McFaddenin [21] esittamié yleisid tuloksia hyodyntéen.

Oletetaan jatkossa, ettd myos matriisi X = [x; - - - X, on otos jostain jakaumas-
ta, jonka toisten momenttien matriisi E(X;X)) on kiiéintyvi ja siten positiivisesti de-
finiitti. Koska télloin E((X1(8 — 8y))?) = (B — By)'E(X:X))(8 — By) > 0 kaikilla
B € R\ {B,}, niin P(X (8~ B,) #0) = P(X,8 # X,8,) > 0, kun 8 # . Kun
vield huomioidaan, ettd sekd 7(-) ettd 1 — w(-) ovat aidosti monotonisia, nahdéén,
ettd malli on identifioituva: P (f(Y1|X7; 8) # f(Y1|X];8,)) > 0, kun B8 # 3,.

Koska f(Y1|X/;8)/f(Y1|X; B,) on tillsin vakiomuuttuja vain, jos 3 = 3, voi-
daan todellinen parametrivektori 3, osoittaa funktion E(log F(vXy; B)) ainoak-
si maksimikohdaksi B;. Tamé tunnistettavuus seuraa luonnollisen logaritmin aidon
konkaavisuuden vuoksi kaikilla 8 # 3, voimassa olevasta Jensenin epayhtalosta

E(log f(Y1|X}; B)) — E(log f(V1[X}; By))

-F (10g (W» <log B (ﬁ%gﬁggﬂ(@)) -0

joka on maééritelty, silld epayhtélon log(1 + exp(z)) < |z| + log 2 perusteella

E(|log f(Y1|X1; B)|) = E(|YiX!8 — log(1 + exp(X;8))])
< E(ViX18|+ X8| +log2) < 2E(||X4])[|B] +1log2 < oo

kaikilla 3 € R? odotusarvon tr(E(X;X})) = E(X{X;) olemassaolon ansiosta.
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Kaytannossa havaintojen riippumattomuudesta ja samoin jakautuneisuudesta
vahvan suurten lukujen lain perusteella seuraava satunnaisten funktioiden %l(ﬁ)
pisteittdinen suppeneminen melkein varmasti

V8 € B, L1(8) = - " log [(Vi|X(: B) 3 E(log f(i[X}: )
=1

yhdistettynd (B,:n tunnistettavuuteen ja log-uskottavuusfunktion konkaavisuuteen
riittéd tissi Neweyn ja McFaddenin [21] mukaan takaamaan, etti 8 on olemassa
yhtéd lahestyvilld todennakoisyydella ja etta [3 5 B,. Tété estimaattorin ominai-
suutta, joka seuraavaksi viela osoitetaan, kutsutaan yleisesti tarkentuvuudeksi.

Ensinnékin oleellista on huomata, ettd myds Qo(8) = E(log f(¥1|X}; 3)) on kon-
kaavi, silld pisteittdinen suppeneminen siilyttdd konkaavisuuden. Koska konkaavi
funktio on jatkuva maérittelyjoukkonsa sisépisteissé, on selvad, ettd Qg on jatkuva
myos joukossa C' = {B € R? : ||3 — B,|| < r},r > 0. Koska satunnaisten konkaavien
funktioiden pisteittdinen stokastinen suppeneminen joukossa RP johtaa Andersenin
ja Gillin [2] mukaan my6s niiden tasaiseen stokastiseen suppenemiseen kaikissa RP:n
kompakteissa osajoukoissa, ndhdéan erityisesti joukon C' osalta, etté

lim P (sup ‘ 11(8) — E(log f(Yl\X'l,ﬁ))’ > 6) =0, Ve>0.
n—oo BEC

Olkoon € > 0 ja 8,, funktion @, (8) = 1I(8) maksimikohta joukossa C'. Koska
talloin Q. (8,,) — €/3 > Qn(ﬂo) — 2¢/3, saadaan edelld todetusta tasaisesta suppe-
nemisesta supgeo [Qn(8) — Qo(8)| = 0 yhté lahestyvalld todennakoisyydella

Qo(B,) > Qn(B,) — €/3 > Qn(By) — 2¢/3 > Qo(By) — €.

Kunnyt S={8€ C:||B - Bl < min{r,d}} ja 6 > 0, ndhdédén, ettd C:ssi jatku-
vana funktiona () saavuttaa arvon supgee Qo(B) jollain Bo kompaktissa joukossa
C'\ S. Koska B, on tunnistettavissa, voidaan valita € = Qy(8,) — Qo(3,), jolloin
edellisen epayhtélon perusteella Qo(3,,) > QO(BO) yhté lahestyvalla todennakoisyy-
delld. Téstd nihdian, ettd B, = By, silld edellinen on voimassa kaikilla § > 0.

Koska kaikille 8 € RP \ C' on liséksi jollain A € (0,1) olemassa konveksi kombi-
naatio A\3,,+ (1 — \)B € C'\ S, kun 38,, € S, ndhdaén funktion @),, konkaavisuuden
perusteella talloin, ettd Q,(8,,) > Qn(AB,,+(1—=X)B) > A\Q.(8,,)+(1=N)Q.(8) ja
siten edelleen ettd (1 — A\)Q,(8,,) > (1 — \)Q,(B). Tésta seuraa, ettéd estimaattori
B on tarkentuva 3 2 By, silla selvastikin 3,, on funktion (), maksimikohta myos
joukossa RP todennékoisyydellé, joka lahestyy yhta.

Siirrytéddn seuraavaksi tarkastelemaan estimaattorin 3 asymptoottista jakaumaa.
Koska Taylorin lauseen mukaan 0 = VI(8) = VI(8,) + H(8)(3 — B,), jollain vek-
torilla 3 € {B, +t(8 — B,) : 0 < t < 1}, néhdéén, ettd 8 — B, = —H(B) ' VI(3,).
Tassd matriisien h(3; X;) = —7(X)8)(1 — 7(X}3))X; X}, jotka ovat riippumattomia
ja samoin jakautuneita, otoskeskiarvo 2H(B) on aina jatkuva. Kun liséiksi huomioi-
daan, ettd ||h(8; X;)|| < XX} = ||IX;]]? = tr(X(X;) = tr(X; X)), VB € RP ja etti
tr (E(XZX;)) < oo tehtyjen oletusten perusteella, ndhdaén, ettéd sithen voidaan so-
veltaa kompaktissa joukossa C' tasaista suurten lukujen lakia
3 R(XB) (1 w(X48) XX+ B (r(X48) (1 — (X)) XX )

i=1

£o.

sup
Bel




Vektorin B médritelmén perustella on myds selvid, ettd 8 2 By, silla B 5 By, josta
n 'H(B) & E(h(By; X1)) edellisen perusteella seuraa. Koska matriisin kiiéintiminen
on jatkuva operaatio, saadaan vield, ettd nH(8)™' 5 E(h(By; Xl))_l.
Gradienttivektoriin VI(8) = Y1, (y; — 7(x}3))x; voidaan toisaalta soveltaa kes-
keisté raja-arvolausetta, silla %Vl(,@o) on riippumattomien ja samoin jakautuneiden
muuttujien otoskeskiarvo. Koska E(Y;|X; = x;) = 7(x8,), ndhddin esimerkiksi

iteroidun odotusarvon perusteella summattavista termeista, etta
E((Yz - W(Xgﬂo))xz‘) = E((W(Xg/@o) - W(X;BO))Xi) =0
ja edelleen niiden ehdollisten varianssien avulla niisté etta
T(By) = B( (Vi - m(X(By))"XiX}) = E(Var(Yi[X;) X X))
= E(W(Xgﬁo) (1 - W(Xgﬁo))XzX;) :

Kun némé tulokset yhdistetddn, saadaan keskeisen raja-arvolauseen ja Slutskyn
lauseen perusteella estimaattorin 3(Y, X) asymptoottiseksi jakaumaksi

\/E(B - 60) = —\/EH(B)_IW(BO)
() VA (g S0 w<x;ﬂo>>xi)

% N(0.E(h(By: X)) " Z(8y)E(h(By: X1)) ') = N(0.Z(8) ™),

silla Z(8y) = —E(h(By; X1)) on oletuksen E(X;X/) > 0 perusteella positiivisesti de-
finiitti: a’Z(8y)a = E(m(X}8,) (1 — 7(X}8))(a’X;)?) > 0,Va € R” \ {0}. Kiytén-
non kannalta on my6s hyva huomata, ettd Hessen matriisista —%H(ﬁ) saadaan
talloin Fisherin informaatiomatriisin Z(3,) tarkentuva estimaattori.

Todetaan vieléd, ettd suurimman uskottavuuden estimaattori on tarkentuva ja
asymptoottisesti normaali aikaisempien oletusten perusteella, vaikka f(y;3) ei oli-
si aineiston tuottanut malli millaén B € RP. Todellisen parametrivektorin 3, sijaan
télldin tosin estimoidaan vain funktion E(log f(Y1|X};3)) oletettua maksimikoh-
taa B € R”. Koska [|h(8; X)|| + ||V log f(Yi|X,; B)|] < tr(X,X)) + | X[, v & R?
ja tr(E(X, X)) +E(||X;]|) < oo, niin V2E(log f(Y1]X1; 8)) =E(h(B;X;)) < 0. Tés-
ta ndhtavd Qo:n aito konkaavisuus riittdd B;:n tunnistettavuuteen, ja johtaa vastaa-
vasti kuin edelld tarkentuvuuden 3 5 @ liséksi yht&loon B — Bi=—H(B)"'VI(3).
Vaikka tassékin saadaan vastaavin perustein kuin edelld, etta

SH(B) 5 E(W(B5: X)) = —E(m(X16;) (1 — m(X185)) XaX1) = ~Z(8y),
on syyta muistaa, ettd odotusarvo otetaan aina aineiston méaaranneen jakauman suh-
teen. Kun lisdksi gradienttivektorin VI(3) summattavista termeistd huomataan G;:n
médritelmén perusteella, ettéd E(V log f(Y;|X}; B5)) = VE(log f(Y;|X}; 85)) = 0 ja
ettii B(V log f(Yi|X}: B3)V log f(ViIX}: By)) = E((Y: — 7(X}85)) " X.X}) = T (By),
saadaan vastaavasti kuin edelld keskeisen raja-arvolauseen ja Slutskyn lauseen pe-
rusteella vektoria 3 estimoitaessa 3(Y,X):n asymptoottiseksi jakaumaksi

V(B — B3) 5 N(0.7(85) T (B)Z(87) ).
Jos nyt P(X; € {x; € R?: E(V1|X; = x1) # 7(x{85)}) = 0, voidaan mallia pitéé
olennaisesti oikeana. Télloin J(8;) = Z(3;) vastaavasti kuin edellé.
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2.3 Informaatioepayhtilo ja asymptoottinen tehokkuus

Tarkastellaan seuraavaksi, mité edellisessa luvussa kuvatun logistisen regressiomallin
todellista parametrivektoria 3, € RP estimoivan aineiston funktion § = §(Y, X) li-
neaarikombinaatioiden varianssien alarajoista voidaan sanoa, ja aloitetaan johtamal-
la ne harhattomille [[] estimaattoreille &, asettava informaatioepéyht#lé Lehmannin
ja Casellan |19} luku 2| esittdmia tuloksia hyddyntéen. Olkoon §, = a’d,a € R? \ {0}
minké tahansa estimaattorin & lineaarikombinaatio, jolle VgE(d,) € R? on olemas-
sa ja saadaan osittaisderivoimalla odotusarvon sisélld. Télloin Cauchy-Schwarzin
epayhtéloéd olemassa oleviksi oletettuihin variansseihin sovellettaessa saadaan

b'vv'b

Var(8,)Var (b'VI(8y)) > Cov (6., b'VI(B,))* & Var(d,) > Vb € R?\ {0},

kun ~ = (Cov (4, 8,8 1(By)), ... Cov(da, % 1(By))) ja C=Cov(VI(B,)). Koska timé
epayhtéld on voimassa kalkllla b # 0, nahdisn edelleen, etta

had 1/2y~1/2 / —1/201/2
var(6a> 2 max b 7Y b — max b QCD D Q077 QCD D ch

b b'Cb b b'Q,DcQ b
= i YD Qe QeDe
v v'v ’

jossa QrDcQ on kddntyviksi oletetun matriisin C omlnalsarvohajotelma Pl silla
muuttujanvaihdossa tarvittavan lineaarikuvauksen v = D ch maaraava matrii-
si on kadntyva. Merkitaan edelleen, ettd A = D, Y 2QC'7'7’ Q-D. 1/2 , jolloin sen
ominaisarvohajotelmaa hyodynnettéiessa epayhtald saa muodon

v'Q,D v v'Q,D v &
Var(d,) > max VQiDaQav =max vQiDaQav = max W'D w= max g w2,
v

/ 0’
Vv vooVQAQuY vl wii=1 <

jossa w = w||w|| 7!, lineaarikuvauksen w = Q 4v bijektiivisyyden perusteella.
Koska w on yksikkdvektori, saadaan oikean puolen summan maksimi valitsemal-
la vektori w siten, ettd sen suurinta ominaisarvoa \,,.. vastaava komponentti w,,q.
on yksi muiden ollessa nolla. Todetaan vield, ettd kun E ja F ovat nelidmatriiseja,
niin matriisien EF ja FE ominaisarvot ovat samat, silla aina, kun x on matriisin EF
ominaisvektori ja A sitd vastaava ominaisarvo, niin FEFx = AFx. Niin ollen mat-
riisilla A on samat ominaisarvot kum matrusllla ' QCD_I/ 2D_1/ QQC ~y'C7 L
Kun vield huomataan, ettd vy'C 'y = v/C 'y~ ja ettd 4v'm asteen perusteella
matriisilla 44'C ™" on vain yksi nollasta poikkeava ominaisarvo, saadaan

p

Var(d,) > max ANWw?2 = Amax = ¥'C 1A
—1

(3

Palautetaan edellisestéd luvusta mieleen, ettd E(V log f(Vi|X}; 8;)) = 0 kaikilla
i, jolloin gradienttivektorin komponenteista nahdéén, ettd E(6,)E Z%l(ﬂ@) =0,

Lehmannin ja Casellan mééritelméssi harhattomuutta vaaditaan kaikilla 3, € RP.
2Symmetrisen matriisin A € RP*P ominaisarvohajotelma on Q4D AQ 4, ja siinii ominaisarvot
16ytyviit matriisista D 4 = diag[A; - - - A,]. Ominaisvektorit siséltéville matriiseille piitee Q, Q4 = L




ja siten aluksi tehtyjen oletusten perusteella vektorin 4 komponenteista iteroitua
odotusarvoa hyodyntéen, etta

Cov (60, 2-1(80)) = E (8(Y, X) 3 log F(Y/X; B,))
= B (e oy 0a2:X) (52 log £(21X: B9) ) (2/X: By) )
=E

(Cacioyn dalz X) 51 (21X By)
- %E(éa (Ya X)) ‘ﬁzﬁo'

Kun havaintojen riippumattomuuden seka edellisen luvun tulosten perusteella tode-
taan vield gradienttivektorin kovarianssimatriisista, etta

C =E(VI(By)VIUB,)) ZZE (Vlog f(Y;|X}; By)V log f(Y;|X}: By)')

= ZE( (X, 50))2)(,-)(;) = nZ(By),

saadaan informaatioepiyhtils, kun b(a'd) = E(a’d) — a’@3, lopulta muotoon [
Var(d,) = a'Cov(d)a > ; VsE(da)[5-5,Z(80) ™' VsE(d) =5,
= 2@ (T 4+ Ju6) 55, ) Z(B0) " (T + Tp(5))5_p,) A
a'(Cov(d) — (T4 Jus)15-5,)L(Bo) " (T + Tn(s)/5_p,) )2 > 0,

josta Cov(8) — £ (T4 Jy(s)|5e _5)Z(Bo) X+ Ju(8)|5_p,)" > 0 voidaan todeta.

Kaytannossa kaikille edelld mainitut ehdot téyttaville harhattomille estimaatto-
reille 8, tama tarkoittaa sitd, ettd Cov(y/nd,) > Z(8,)"'. Jotta olisi selvid, etta té-
ma tulos ei suoraan yleisty asymptoottiseen tarkasteluun, todetaan seuraavaksi, etté
kaikille asymptoottisesti harhattomille estimaattoreille v/n (8, —B,) % Z, joiden ra-
jajakaumalla on dérellinen kovarianssimatriisi Cov(Z) = X5, saadaan Portmanteau-
lauseesta kaikilla a € R? \ {0} voimassa oleva epayhtalo

liminf a’E(v/n(d, — By)vn(d, — By)')a

n—oo

= liminf nE((a's, — a’By)*) > Var(a'Z) = a'Ssa,

n—oo

kun matriisi W = liminf, . E(y/1(8, — By)v/n(8, — B,)’) on olemassa. Tésté
nahtava tulos Wg > 35 voidaan tulkita siten, ettd tdméan estimaattorin asymp-
toottisen jakauman kovarianssimatriisi on optimistinen arvio sen varsinaisesta kes-
kineliovirhematriisista otoskoon ollessa suuri. Paattely toki vaatii, ettd n — oc.

Edellisen tuloksen perusteella on selvaé, ettéd informaatioepéayhtalo ei viela takaa,
ettd X5 > I(B,) !, vaikka estimaattori olisi harhaton. Tassd mééritellyssi sdannol-
lisessé logistisessa regressiomallissa tdméa epayhtédld on kuitenkin voimassa kaikille
asymptoottisesti normaaleille ja harhattomille estimaattoreille parametriavaruuden
nollamlttalsta osaa lukuun ottamatta |19, luku 6]. Koska B on tillainen estimaattori

ja V(B — B, KN N(0,Z(8,)7"), sanotaan, ettd se on asymptoottisesti tehokas. On
kultenkln hyvi huomata, etti se ei ole harhaton [1

5508, ., 50-0'a) = Vg(a'd).

3T#ssé on hyvil huomata, ettd J5 = %(5 1‘ = Jsa=
an karkea arvio on Byp/n.

4Cordeiron ja McCullaghin [6] mukadn har
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2.4 Ennustevirhe ja odotettu ennustevirhe

Vaikka suurimman uskottavuuden estimaatti B onkin log-uskottavuusfunktion mak-
simikohta estimointiin kiytetyssa aineistossa, on hyva muistaa, ettd varsinainen mie-
lenkiinto kohdistuu todelliseen parametrivektoriin 3, € RP. Koska luvun perus-
teella B,:n tunnistettavuus logistisessa regressiomallissa tarkoittaa sitd, ettd kaikille
kiinteille estimaateille B # B, on voimassa epéyhtélo

E(log f(Y1[X; 8,)) — E(log f(1|X}: 8)) = ~E <1ogw> -0,

f(Y1|X/1§,30)

voidaan siing esiintyvéii Kullback-Leibler-informaatioksi Dy 1,(8,||3) kutsuttua odo-
tusarvojen erotusta kayttad estimaatin ennustevirheena. Kaytdnnossa eri tavoilla
saatujen estimaattien vertailuun tarvitaan kuitenkin vain naista jalkimmaista odo-
tusarvoa, jonka tarkentuva estimaattori vahvan suurten lukujen lain mukaan esti-
mointiin kiiytetysta aineistosta riippumattomassa testiaineistossa laskettu

Zm Vi X)) = Zlogf Yi[X}; B) “3 E(log f(Y1[X}; B))

on, silla selvistikin E(log F(VX4; BO)) on estimaatista riippumaton vakio.

Kun estimaattoria pidetdaan jalleen estimointiin kiytetysta opetusaineistosta riip-
puvana satunnaismuuttujana 3 (Y, X), saadaan KL-informaatioon perustuvasta en-
nustevirheesté siitd riippuva satunnaismuuttuja. Tarkastellaan seuraavaksi tdmén
ennustevirheen odotusarvoa testiaineistoon kuuluvaa yksittdistd havaintoa (yo,Xo)
hy6dyntden Konishin ja Kitagawan |16} luku 3] mukaisesti Taylorin polynomiin, jos-
sa h(B; %) =—7(x(B) (1—7(x}3))xox(, perustuvan approksimaation

log f (yo|xo; A) = l(ﬁ Yolx0) ~1(Bo; Yolx0) + VI(Bo; yolxp)’ (B - Bo)
§(ﬁ — Bo)'1(By; XO)(ﬁ —By)

avulla. Koska opetus- ja testiaineisto ovat riippumattomia, VI(B; Yo|X5) J_LB(Y, X)
ja B(Y,X) 1L h(By; Xo). Kun lisiksi muistetaan, ettéd E(VI(By; Yo|X()) = 0 ja etté
E(h(ﬂo; XO)) = —T(B,), saadaan edelliseen approksimaatioon perustuen, etti[]
E(Dicr(8,]18)) = E(1(By; Yol X)) — E(U(B: YoIX5))
~ =5t (E((B — Bo)'h(By: X0)(B — By)))
= %tr(I(BO)E((B - ﬁo)(B - 50)/))
= 3tr(Z(8,) (Cov(B) + b(B)b(B))),
jossa b(B) = E(B) — B, on estimaattorin harha, silld selviistikin
E((B=B0)(B = Bo)) =E((B—E(B) +b(8)) (8 —E(B) +b(B)))
= Cov(B) + (E(B ) E(8))b(B)
+b(B) (E(B) —E(B)) + b(B)b(B)-
"Huomaa, etté tulos E(I(35; Yo|X()) — E(l (B; Yo X)) ) ~ itr(Z(B
daan, vaikka 3 ei olisi todellinen parametrivektori.

Z(B5) (Cov(B) + b(B)b(B)')) saa-
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Suurimman uskottavuuden estimaattorin asymptoottisen harhattomuuden ja ja-
kauman N (B, n'Z(B,)~") perusteella sen KL-informaatioon perustuvan ennuste-
virheen odotusarvon approksimaatioksi saadaan siten 0.5p/n, kun opetusaineiston
koko n on suuri ja n(8 — B,) (8 — 3,) on tasaisesti integroituva. Tulos ei kuitenkaan
ole tarkka, silla Taylorin polynomiin perustuvan approksimaation virhe, joka tosin
katoaa, kun 8 — B, on O(||3— B, ||?) funktion & osittaisderivaattojen jatkuvuuden
perusteella. Lisdksi asymptoottiset tulokset periaatteessa vaativat, ettd n — oo.

Jotta arvion 0.5 p/n tarkkuudesta saisi paremman kuvan, on taulukossa [1| esi-
tetty Monte Carlo -estimaatit KL-informaatioon perustuvan ennustevirheen odo-
tusarvosta, kun aineiston méaérdanneen logistisen regressiomallin parametrivektorista
By = (1,1,1,1,1,0,0,0,0,0) estimoidaan suurimman uskottavuuden menetelmalla
ensimmaéiset 3y, , ..., Bp,. Selittavista muuttujista X1; on vakio loppujen noudattaessa
multinormaalijakaumaa, jossa Cov(Xy;, X1;) = 1, kun ¢ = j ja muuten p.

p  p|n—200 n—500 n—1000 n—2000 n—5000
E(Dki(BollB)) | 5 0] 0014 0005 0.0026 0.0013  0.0005
5 07| 0014 0005 00026 0.0013 0.0005
5 —01| 0014 0005 00025 0.0013 0.0005
10 0| 0031 0011 0.0052 0.0026 0.0010
10 0.7] 0034 0011 0.0052 0.0026 0.0010
10 —0.1| 0.030 0.010 0.0052 0.0026 0.0010
05p/n| 5 ~1 0013 0005 00025 0.0013 0.0005
10 -1 0.025 0010 0.0050 0.0025 0.0010

Taulukko 1: Estimoidut KL-informaation odotusarvot.

3 Sakotettu logistinen regressio

Sakotetulla logistisella regressiolla tarkoitetaan tdssd menetelméd, jossa todellisen
parametrivektorin 3, estimaatti saadaan suurimman uskottavuuden menetelméén
liittyvén log-uskottavuusfunktion I(3) sijaan funktion (*(3) = ((3) — p(3) maksimi-
kohtana B Kéytannossa parametrivektoriin 8 kohdistuvan sakon p(3) tarkoitukse-
na on vihentéi suurimman uskottavuuden estimaattorin B(Y,X) satunnaisuuteen
liittyvaa vaihtelua ilman siihen kohdistuvaa merkittavaa harhaa.

Pohditaan aluksi, mitd odotetusta ennustevirheestd voidaan sanoa informaatio-
epayhtalon avulla harhattomien ja asymptoottisesti harhattomien estimaattorien
osalta. Olkoon d, hypoteettinen harhaton estimaattori, jonka DgE(d,) € RP*P on
olemassa ja saadaan osittaisderivoimalla komponenteittain odotusarvon sisalla. Kun
0, on mikd tahansa muu téllainen harhaton estimaattori, jonka kovarianssimatriisi
on olemassa, ja Cov(y/nd,) ' = Z(8,) Cholesky-hajotelmanaan LL’, saadaan

E(Dk1(Bol165)) — E(DrL(Bolldu)) = 5tr(Z(8,)(Cov(d;) — Cov(dn)))
— %tr(Z(,BO)A) = %tr(L'AL),
jossa A = Cov(d;) — Cov(d,). Koska matriisin jalki on summa sen ominaisarvois-
ta ja koska a’L’ALa > 0 kaikilla a € R? informaatioepiyhtilosti saatavan A > 0
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perusteella, ndhdéaan, ettd tdma KL-informaatioon perustuva ennustevirheiden odo-
tusarvojen approksimaatioiden erotus ei voi olla nollaa pienempi.

Suurimman uskottavuuden estimaattorin B tarkentuvuuden ja asymptoottisen
tehokkuuden perusteella vastaavaa tulosta estimaattorien asymptoottisiin kovarians-
simatriiseihin sovellettaessa ndhdééan lisdksi, ettd mikdan muu asymptoottisesti nor-
maali ja harhaton estimaattori ei voi alittaa sen approksimatiivista odotettua ennus-
tevirhettd 0.5p/n otoksissa, joissa asymptotiikan voidaan olettaa toimivan E] Kay-
tannossé sakosta p(B) voi siis olla merkittavad hyotya vain, jos se aiheuttaa harhaa
tai tuottaa estimaattorin, johon informaatioepayhtaloa ei voida soveltaa.

Tarkastellaan ensin harhan merkltysta hyodyntamalla kddntyvan matriisin Z(3,)
ominaisarvohajotelmaa Q'AQ. Kun 4* = QB on sakotetun estimaattorin esitys
matriisin Q siséltdmien ominaisvektorien maaraamassa kannassa, saadaan odotetun
ennustevirheen approksimaatioksi edellisen luvun perusteella

E(Dxr(Bo]18)) =

josta Hastien et al. |13, luku 7| mainitsemaan harhan ja varianssin véliseen kompromis-
siin liittyva yhteys muunnetun estimaattorin osalta voidaan todeta. Koska Z(8,):mn
positiivisen definiittisyyden perusteella A;; > 0 kaikilla j, voi jonkin ominaisvektorin
suuntaisesta harhasta b(9;) olla yksinddn hyotyé edelld vain, jos se vahentdd omi-
naisvektorien suuntaisten varianssien ominaisarvoilla painotettua summaa enemmaéan
kuin Agib(95)?. Harhan myotd approksimaation virhe O(|| B8 - Boll?) tosin kasvaa.

Suurimman uskottavuuden estimaattorin asymptoottisen jakauman osalta néh-
daan lisaksi, ettd se hyotyisi edella harhasta aina, kun jokin kaikkia muita paramet-
reja kohtaan ortogonaalinen (3, on itseisarvoltaan pieni. Talloin vektori ey, jonka k:s
komponentti on yksi muiden ollessa nollia, on selvéstikin matriisin Z(3,) ominaisvek-
tori Z(By)er = Z(By)rres, jasiten 7; = e, 8 = 3, jollain j. Koska lohkodiagonaalisen
matriisin kdidnteismatriisi on myd6s lohkodiagonaalinen, vaikuttaa parametrin [, esti-
moimatta jittdminen vain matriisin QZ(8,) Q' alkioon €,Z(3,) ey ~ nVar(3,).
Periaatteessa odotetun ennustevirheen approksimaatiosta saataisiin siten pienempi
vaikka olettamalla, ettd 8, = 0, kun Var(y}) = Var(5,,) > B3,

Itse asiassa, jos keskitytddn parametriavaruuden osajoukkoon, jonka mitta on
nolla, ja oletetaan, ettd parametrivektori on harva ja jarjestetty yhdessa selittdavien
muuttujien kanssa siten, ettd sen viimeiset p — k € {1,...,p — 1} komponenttia ovat
nollia, on selvié, ettd suurimman uskottavuuden estimaattori B(k), joka estimoi vain
ensimmaéiset k parametria, voi suurissa otoksissa saavuttaa likimain 0.5(p—k)/n pa-
rannuksen odotettuun ennustevirheeseen ﬂ Taméa on helppoa todeta huomaamalla,
ettd tilloin mallin, jossa B, € R*, Fisherin informaatiomatriisi saadaan ottamalla
lohko Z(By)11 € R™* matriisin Z(8,) = E(r(X}3,) (1 — 7(X|8,))X1X}) € RP*?

vasemmasta yldkulmasta siind esiintyvaa vektoria B, € RP koskevan havainnon

SLuvun mukaisesti tdméa péatee parametriavaruuden nollamittaista osaa lukuun ottamatta.
"T#ssé on syytd huomioida luvussa odotusarvon approksimaatiota koskevat huomiot.
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x,3, = Z§:1 7ijB0; = Ele 7;jB; perusteella, johtaen approksimaatioon
E(Dk1(Bol|Bw)) ~ 3tr(Z ( 0) (Cov(By) + b(Buy)b(Byy)'))
Z(Bo) 11 (50)12} Cov(By)i1 Cov(B )z
(Bo)21 Z(By)22 COV(B ) 21 COV(ﬁ(k))zz
1y (Z(B4)12Cov(B Br))11 0
27\ |Z(Bo)21Cov(By)un O
= 3tr(Z(B4)12Cov(Bi))11),

josta haluttu tulos, jota estimoituihin parametreihin kohdistuva harha mahdollisesti
vield parantaisi, voidaan todeta vastaavasti kuin luvussa[2.4] Sakotettujen estimaat-
torien osalta tdmé tulos vaatisi sité, ettd niiden taytyisi pystya valitsemaan aidosti
selittavat muuttujat valitun kokoisissa opetusaineistoissa todennékoisyydelld yksi.

z

Q
l\.’)Elg‘L—l
/\

3.1 Paras osajoukko ja askeltavat menetelmat

Ehké yksinkertaisin tapa vahentéa estimointiin liittyvaa varianssia, on sisallyttas es-
timoitavaan malliin vain osa selittdvista muuttujista. Esimerkiksi parhaan osajoukon
menetelmissé on Hastien et al. |13} luku 3] mukaan tarkoitus 16ytéd funktion I(8 ;)
maksimoiva vakion ja k — 1 selittdvin muuttujan osajoukko jokaisella k = 1,...,p.
Koska opetusaineistossa [ (,8 ) < l(ﬁ k+1)), i néin 1dydettyjd malleja voida kuiten-
kaan suoraan verrata keskenaan etenkm, kun muistetaan, ettd mallin, joka sisaltaa
ainakin aidosti selittdviat muuttujat {X;; : f; # 0}, odotetun ennustevirheen ap-
proksimaatio on suoraan verrannollinen estimoitujen parametrien maaraan.

Ennustevirheen kannalta eri madrdn selittavid muuttujia siséltavistd malleista
paras on luonnollisestikin se, jonka mukainen DKL(BOHB ) ) | on pienin. Vaikka
tahan tarvittava IE(Z( YO\X )) periaatteessa kuuluisikin estimoida riippumat-
tomassa testlamelstossa VOldaan sitd arvioida Konishin ja Kitagawan |16, luku 3]
mukaan myos pelkdn opetusaineiston avulla Takeuchin informaatiokriteeriin (TIC)
perustuen. Kaytannossd olennaista tdssd on huomata, ettd vahvaa suurten luku-
jen lakia opetusaineistoon sovellettaessa syntyva harha, kun B(Y, X) € R* estimoi
parametrivektoria 3;, voidaan jakaa kolmeen eri osaan

b = E (Zl B(Y,X); Y|X’)) E(1(B(Y,X); Y5|X{))
( Zl B(Y,X): Y|X’)) (%i%ﬁé%l&))

E (% > 1By K!X§)> — E(I(8; Yo| X))

BI85 Y01X4)) ~E (1 (B(Y X): YlX0))
= D1 + DQ + D37

8Tissd ja jatkossa voidaan olettaa, etti vektoriin Bu € R* on lisitty p — k nolla-arvoista
komponenttia siitd puuttuvien komponenttien tilalle, kun sitd verrataan vektoriin 8, € R?.
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joista viimeisimmén approksimaatioksi johdettiin jo aikaisemmin D3 ~ 0.5k/n, kun
By = By, ja Dy = 0.5tr(Z(B;)Cov(B)) ~ 5=tr (T (8;5)Z(B5) ') muuten. Koska Dy on
nolla havaintojen samoinjakautuneisuuden perusteella, voi harhaa tulla lisda vain
termista D;. Sen osalta on hyvd huomata, etté log-uskottavuusfunktio voidaan nyt
esittad lahelld pistetta B Taylorin polynomina

Z LBy wilx}) = U(B5) = U(B) + VU(B) (85 — B) + 3(B; — BYH(B)(B; — ),

jossa VZ(B) = 0, ja josta siten saadaan ratkaistua approksimaatio
Dy = JE(I(B) ~ (B;)) ~ —3,E((B; — BYH(B)(B; — B)).

Koska odotusarvon sisilli /n(8 — 3%) (—iH (B))\/H(B - B5) = Z'Z(By)Z, jossa
Z ~ N(O,I(BS)_lj(ﬁg)I(ﬁo) ) Slutskyn ja jatkuvan kuvauksen lauseen mukaan,
saadaan tasainen integroitavuus oletettaessa D;:n approksimaatioksi edelleen

Dy~ Ltr(Z(B)E(ZZ) = 2tx(T(B5)Z(8Y) ") ~ Ds.

Kun opetusaineiston log-uskottavuusfunktion maksimista Z(B) vahennetaan sen
kokoa vastaavan harhan nby, = nD; 4+ nD, + nDj arvio tr(J (85)Z(8;) "), saadaan
siité aikaisemmin tehtyjen oletusten perusteella KL-informaatioon perustuvan en-
nustevirheen kannalta oleellisen odotusarvon n]E(l( Y0|X )) asymptoottisesti
harhaton estimaattori. Jos liséksi oletetaan, ettd B = ,30 kaikilla %k, on arvio ai-
na Akaiken informaatiokriteerin (AIC) mukainen by ~ k/n. Vaikka tdméa on selvis-
tikin vadrin, kun oikeassa mallissa on vakion lisdksi muitakin selittavia muuttujia,
esitdn seuraavassa perustelun, miksi AIC:n mukainen b, on silti kiyttokelpoinen.

Merkitadn aluksi, etta estimoitavassa mallissa vektorit X ), € R¥ on saatu pois-
tamalla osa parametrivektorin 3, € R? mukaisten satunnaisvektorien X; € R? kom-
ponenteista. Koska luvussa todettiin, ettd malli on olennaisesti oikea, kun

P(Xl S {X1 e RP: E(}/l|X1 - Xl) 7é Tr(xl(k)llg(y;)}) =

myds siind mielessé, ettd nby ~ tr(J(85)Z(85) ") = tr(Z(B5)Z(85) ") = k, on tés-
sd hyodyllistd huomata, ettd ehdollisessa odotusarvossa

T (B0)x,=x: E((Yl -7 X/k:) /60)) Xl(k)1|X1 = Xl)
E(( ( —2m X/ :80))+7T( /(k)1/38)2) X, |X = X1)
(E Yi|X, = Xl)(l - QW(X/(k)lﬁé)) (X k) /30) )X(k /( k)1

esiintyvd J(85)x,=x, on ehdollisesta odotusarvosta E(Y;|X; = x1) = m(x}3,) 16y-
tyvin lineaarikombinaation x}3, jatkuva funktio. Néin ollen J(8)x,-x, saadaan
mielivaltaisen l&helle matriisia Z(8;)x,-x, valitsemalla x}3, tarpeeksi laheltd pis-
tetta X BO Jos néain tehdaén kaikille paitsi mahdollisesti nollamittaiseen joukkoon
kuuluvﬂle X;, saadaan harhan nb, approksimaatio mielivaltaisen lahelle arvoa k ku-
vauksen tr(7 (84)x,=x,Z(8;) ") jatkuvuuden perusteella.
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Tarkastellaan log-uskottavuusfunktiota seuraavaksi vektorin X8 € [—n, )™ funk-
tiona[’] ja pohditaan, miten epiyhtils 1(XB8)—1(X (k)B(k)) < ceRyg vaikuttaa etéi-
syyteen d, = | X8 — X 1B || Koska nyt —=V21(X8); > m(n)(1—7(n)) =m >0
kaikilla 7, kun n > 0, nahdaan saadusta vahvasta konkaavisuudesta, etta

XB) + VI(XB) (X (k)B(k) —-X3) -
(XB) — 1(XwBw))

silla VZ(XB) XB=Vi (,6)’ B3 = 0 kaikilla 3 € RP. Kaytdnnossa alkuperidinen epéyh-
tils [(XB) — 1(Xx 5( )) < c ei siis voi olla voimassa kiinteilld ¢ otoskoon kasvaessa
rajatta, ellei d? < 2‘3 < o0. Toisin sanoen, aineiston kokoa kasvattamalla joko ldhes
kaikki (x(;) By — X; BO + 0,(1))? saadaan mielivaltaisen lihelle nollaa etéisyyden d,,
rajoittuneisuuden ansiosta, kuten harhan nb, arvion k perustelun yhteydessa tarvi-
taan, tai erotus [(X3) — (X wy B(k)) kasvaa suuremmaksi kuin c.

Vaikka esitetty perustelu onkin puutteellinen, silla se ei ota kantaa siihen, mi-
ta ldhelld tarkalleen ottaen eri yhteyksissa tarkoittaa, on kuitenkin selvad, ettd jos
(XB) — (X4Buy) >p—k ja by > k/n, ei todellinen by, ole mallin valinnan kan-
nalta merkityksellinen. Toisaalta jos d,, on edellé pieni, koska vain (3,:n mukaisesta
mallista 10ytyvien selittdvien muuttujien indeksien J mukaiset ) et Tij B ; ovat seli-
tettévissd B5:n mukaisesta mallista 16ytyvien selittdvien muuttujien lineaarikombi-
naatioiden avulla riittdvin hyvin, voi B;:n mukaisen mallin valinta olla joka tapauk-
sessa perusteltua myos harhan ja varianssin vélisen kompromissin perusteella.

Koska edelld todettiin, ettd eri maardn selittdvida muuttujia siséltdvien mallien
vertailu voidaan perustaa harhakorjatulla otoskeskiarvolla %(l (B(k)) — k:) estimoi-
tuun odotusarvoon E(Z(B(k); YDIXIO)), voidaan AIC:iin perustuva parhaan osajoukon
menetelmé esittad myos Hastien et al. [13], luku 3] mukaisesti optimointitehtavina

[(XayBuy) < UX
sdr < 2(l

n

B* = argmax {Z(ylx;ﬂ — log(l + GXP(Xgﬁ)))_)‘HBHO} A=

B i=1

jossa B-vektorin LO-normi nbjgj, =~ ||B|lo = p(B) korjaa edelld johdettua approksi-
matiivista asymptoottista harhaa toimien samalla yleisen kehikon mukaisena sak-
kona. Kun i(3) palauttaa vektorin 3 nollasta poikkeavien komponenttien indeksit
ja M = {i(B) : p1 # 0} vertailtavien mallien mukaan, voidaan sakotetun estimaat-
torin B* kertymafunktio esittda eri estimaattorien ehdollisten kertyméfunktioiden
valintatodennékoisyyksilld painotettuna summana

F(B) =Y F(Bli(B) =m)P(i(3") = m)

meM

kokonalstodennakmsyyden kaavaa hyodyntamaélld. Huomionarvoista tdssid on, ettd
yleisesti F'(8i(3 = m) ei vastaa minkdén tietyn indeksijoukon m mukaisen esti-
maattorin ehdotonta kertyméfunktiota, silla tapahtuma {i(3 ) m} valita tietyn
m mukainen malli AIC:n perusteella riippuu tyypillisesti my6s tarkastellun esti-
maattorin jakaumasta. Kun lisiksi huomioidaan, ettd todennékoisyys valita AIC:114

9Vastaavasti kuin luvussa [2.1] nihdian, etti Vi(n) = (y1 —7(m), sy — () = (y — 7(n))
jaettd V2I(n) = —diag[7(m) (1 — 7 (m)) -+ 7(n.) (1 = 7(ma))]-
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By € {B € R¥1i(B) = i(By), VB; # 0} sijaan By € {B € R*:i(B) =i(By)} on
saannollisissd malleissa, kun d > 0, uskottavuusosamaéran testin perusteella asymp-
toottisesti P(x? > 2d) m nahdaan myos, ettd mitdan tiettyd mallia ei valita toden-
nékoisyydella yksi edes aineiston kasvaessa rajatta.

Jotta edelld kuvatun estimaattorin ,3 odotetusta ennustevirheesté saisi parem-
man kuvan, on taulukossa [2] esitetty Monte Carlo -estimaatit sekd mallien valintato-
dennékoisyyksista ettd niiden mukaisten KL-informaatioiden odotusarvoista, kun ai-
neiston médranneessé logistisessa regressiomallissa parametrivektoria 3, =(1,0.5,0)
vastaavista selittdavistd muuttujista Xy, on vakio muiden noudattaessa multmormaa—
lijakaumaa, jossa Cov(Xy;, Xi;) = 1, kun ¢ = j ja muuten 0.7. Vaikka ,8 vaikuttaa-
kin tésséd selvisti huonommalta Vahnnalta kuin ﬁ , kun m = {1,2,3}, on syytd
muistaa, ettd niiden mukalset odotetut ennustev1rheet ovat identtiset rajoituttaessa
opetusaineistoihin, joissa i(3") = {1,2,3}.

m | n=200 n=500 n=1000 n=2000 n=5000
B)=m) 1| 004  0.00 0.00 0.00 0.00
1,2 076 085 0.84 0.84 0.85
1,3 010  0.01 0.00 0.00 0.00
1,23 010  0.14 0.16 0.16 0.15
E(Dir(BollB)i(B)=m) | 1| 0.03 0 - - -
1,2| 0.005 0.002 0.0010 0.0005  0.0002
1,3 0.018  0.01 0.0123 - -
1,23 | 0.015 0.006 0.0028 0.0014  0.0006
E(Dk1(Bol|B)) - | 0.008 0.003 0.0013 0.0006 0.0003
E(Dxr(Byl1B(s)) -| 0.008 0.003 0.0015 0.0007  0.0003

Taulukko 2: Estimoidut KL-informaation odotusarvot.

Mahdollisten selittdvien muuttujien méaran p kasvaessa parhaan osajoukon me-
netelma kérsii muun muassa Bertsimasin ja Kingin [4] esittamista algoritmisista pa-
rannuksista huolimatta siitd, ettd periaatteessa mahdollisia vakion siséltavid malleja
on kaikkiaan 2P~!. Laskennallisesti kevyempéné vaihtoehtona sille voidaan kiyttii
esimerkiksi Hastien et al. |13, luku 3] mainitsemia, tosin vain hakupolulle osuvan
lokaalin maksimin 16ytéavia askeltavia menetelmié:

e Eteenpiin askellettaessa jokaisella k = 2, ..., min{||3 ||o + 1,p} askeleella vali-
taan paras malli, jossa edelliselld askeleella saatuun k — 2 selittavaa muuttujaa
ja vakion sisaltdneeseen malliin on lisatty yksi uusi selittdvd muuttuja.

e Taaksepiin askellettaessa jokaisella k = p — 1, ..., max{|| B*HO — 1, 1} askeleella
valitaan paras vakion sisdltédva malli, joka saadaan poistamalla jokin edellisella
askeleella kaytetyista selittavistd muuttujista.

Pahimmassakin tapauksessa askeltavissa menetelmissé vertailtavia malleja on siten
vain 14+ (p—1)p/2. Vaikka naitd menetelmid voidaan viela laajentaa sallimalla askelia
molempiin suuntiin, ei néita laajennoksia késitelld téssa.

10Uskottavuusosaméiirin testin mukaan 2(Z(B(l)) -1 (ﬁ(k))) ~ X3 jo niilld kahdella mallilla.
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3.2 Logistinen harjuregressio

Toinen yksinkertainen tapa viahentdd estimointiin liittyvaa varianssia on perustaa
sakko menetelméparametrilla A > 0 sdddeltdvaan parametrivektorin 3 = (51, 35)
osavektorin nelidityyn euklidiseen normiin p(8) = || B> = A>_%_, 7. Koska tama
Hastien et al. |13, luku 3| mukainen sakko logistisessa harjuregressiossa on sité suu-
rempi, mitd suurempia termit 5]2 ovat, vaikuttavat selittdvien muuttujien mittayk-
sikot siihen, miten voimakkaasti mitdkin parametria sakotetaan. Tamé& on varsin
ilmeisté, silld malli logit(m;) =1+ (c102)(@iz/c1)+ .. +(cp=15p) (Tip/Cp—1), josta esti-
moidaan parametrit 3, ¢, ..., ¢p—13p, on olennaisesti sama kaikilla ¢y, ..., ¢,—1 > 0.

Kaytannossa eri mittayksikoiden aiheuttamalta ongelmalta voidaan valttya koh-
distamalla sakko vektorin B3, sijaan vektoriin C,3, = diag|s,, - - - 5,,]82, joka on
saatu valitsemalla ¢; = s, kaikilla j = 1,..,p — 1 otoskeskihajontoja hyodyntéen.
T#lloin logistinen harjuregressio, jossa luvun [l mukaisesti I*(3) = ((3) — p(3), voi-
daan esittdd menetelméparametrista A > 0 riippuvana optimointitehtavana

n

B’ = argmax {Z(?JiXZﬁ —log(1 +exp(x;8))) — A||Cgﬂ2||2} ,

B i=1

jossa vakioon B ei kohdistu sakkoa['T| Koska maksimoitavan funktion I*(3) gradient-
tivektoriksi saadaan tissid VI(3) — (0,2AC5C43,), nihdéén, etté se on aidosti kon-
kaavi, silld a'V?I(3)a—a'V?p(B)a < 0 kaikilla a € RP\ 0 sakkoon liittyvin matriisin
—V?p(B) = —2Adiag[0 s, --- s ] negatiivisen semidefiniittisyyden perusteella.
Logistinen harjuregressio voitaisiin siis tdssé ratkaista Newtonin menetelmalla, ja
sen tuottaman jonon voitaisiin vastaavasti kuin luvussa |2.1] osoittaa suppenevan ne-
liollisesti kohti arvoa ,3* funktion V?2[*(3) Lipschitz-jatkuvuuden, joka seuraa siiti,
ettd V3, 8" € R?,||[V2*(B) — V2I*(B)| = [|V2(B) — V2I(B")||, perusteella. Tissd
tyossa logistisen harjuregression mukaisen mallin sovittamiseen kiytetadn kuitenkin
seuraavassa luvussa tarkemmin kuvattavaa coordinate descent -menetelméaé hyédyn-

tavdd R-ohjelmiston glmnet-lisipakettia [11] |25] sen helppokéyttoisyyden vuoksi.

3.2.1 Asymptoottinen jakauma ja odotettu ennustevirhe

Pidetaéan jalleen edelld kuvattua estimaattoria sovittamiseen kiytetystéd aineistosta
riippuvana satunnaismuuttujana 8 (Y, X), ja johdetaan sen asymptoottinen jakau-
ma Cessien ja Houwelingenin [5] mukaisesti. Todetaan aluksi, ettd gradienttivektori

Ak

Vi*(B ) voidaan esittda lahelld pistettd 3, Taylorin polynomina

Ak

0=VI(B") = VI(By) — Vp(By) + (V2U(By) — Vp(Bo)) (B — By).

jonka virhe on O(|| 8 - Boll?) ja josta saadaan ratkaistua approksimaatio

B~ By + (VA(By) — V2(By)) " (Vp(By) — VI(B,))
= (V2U(By) — V?p(By)) " (V2U(By)By — VI(By))

1 Jos sakon halutaan kohdistuvan my6s vakioon, voidaan se kohdistaa koko vektoriin 3. On
kuitenkin syytd huomata, ettd talloin vakiota vastaavaa selittédvad muuttujaa ei saada samalle
asteikolle muiden kanssa, silld sx, = 0. Lisdksi luvun mukainen yht&lo %ll(ﬁ) =0 ei sakon

vuoksi endié takaa, ettd = 1 3" | W(X;B*) kuten aikaisemmin.

18



havainnon Vp(8) = (0,2AC,C28,) = 2Xdiag[0 s7, - -- 57 |8 = V?p(B)3 perusteella.
Koska vastaavasta Taylorin polynomista suurimman uskottavuuden estimaattorille
voidaan ratkaista 3 ~ B, — V2I(8,) 'VI(8,), saadaan edellisestii vield logistisen
harjuregression mukaisen estimaattorin asymptoottisen jakauman kannalta varsin
hyodyllinen approksimaatio

B~ (VU(By) — V*p(By))  VI(B,)B
=B+ (V2(By) — V*p(By)) Vp(By)B.
Jos nyt opetusaineiston oletetaan edelleen olevan sen verran suuri, etta estimaat-
torin B asymptoottlsta jakaumaa N(8, Z(8,)~") ja tuloksia 1V2l§ﬁ0 5 —Z(By)

ja Sg; RES 0., voidaan hy6dyntdd, saadaan sakotetun estimaattorin 3 approksima-
t11v1sek81 asymptoottlsek81 jakaumaksi [ edellisen perusteella

(/30 7( (Bo) + QACZ)_ICQL'}W %(I<50) + %CQ)_II(ﬁ())(I(ﬁO) T 27/\02)_1)’
2 >0,

kun C?= diag[0 o2, o2 |. Koska B ei selviistikiéin ole harhaton, kun \g = NG
saadaan tasainen mtegroitavuus oletettaessa sen KL-informaatioon perustuvan en-
nustevirheen odotusarvoksi luvussa esitetyn approksimaation avulla téssa

E(Dxr(BollB)) = 5tr(Z(8o) (Cov(8") +b(8)0(B7)))
1 -1
~ Ltl”( (50)(1(60) + %CQ> Z(By) (I(ﬁo) + %Cz) )
+ 20t (Z(8y) (Z(Bo) + 2C%) ' C*BBC (Z(By) + 2C%) ).
Koska matriisi C ei ole kii&ntyva, oletetaan seuraavaksi yksinkertaisuuden vuoksi,
ettd mallissa ei ole vakiota, jolloin C = diagoy, - - 0y,], ja merkitdén, ettd Q AQ

on matriisin C~'Z(3,)C~" ominaisarvohajotelma, jolloin termin 1tr (Z(BO)COV(B*))
osalta nahdaan matriisin jaljen ominaisuuksia hyodyntamalla, etta

$tr(Z(8y)Cov(8) ~ g;tr(((Z(8y) + 2C%) 'Z(6y)")
= str(((C(CT'T(B,)C7 + 21)C) ' T(8,))°)
= Lu((QAQ+2QQ)'QAQ)’)
- Lo((QA+217AQ)°)

Koska tdméan arvion ja sitd vastaavan suurimman uskottavuuden menetelméan mu-
kaisen arvion 1tr (I(ﬁO)COV(B)) ~ 0.5p/n erotus on aina negatiivinen ja O()\g), kun
Ao > 0, edelld summattavista termeistd binomisarjaa hyodyntdmalld saadun tulok-
sen (1 + Q(Aj\/ﬁ)’l)\o)fz = 1+ O(\g) perusteella, voidaan opetusaineistoissa, joissa

12Tarkalleen ottaen %VQ (By) = 20 dlag[O s2 .52 ] 5 0.

Tp
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n on riittavan suuri ja kiinteé, aina 16ytaa \g, jolla saadaan edellisen approksimaation
perusteella pienempi odotettu ennustevirhe kuin estimaattorilla B Tahan peruste-
luun tarvitaan tosin vield sitd, ettd termin %tr(I(Bo)b(B*)b(B*)’ ) approksimaatio
on edelld %O(l) = O()\?), ja ldhestyy siten nollaa nopeammin kuin O(\).

Jotta edelld johdetun odotetun ennustevirheen approksimaation tarkkuudesta
saisi paremman késityksen, on kuvassa [l| esitetty vield, miten hyvin sen avulla saa-
dut teoreettiset odotusarvot vastaavat Monte Carlo -menetelméllé estimoituja todel-
lisia KL-informaation odotusarvoja menetelmiparametrin \ funktiona[®|logistisessa
regressiomallissa, jossa B, = (1,1,1,1,1,0,0,0,0,0) ja X; ~ N(0,3). Kovarianssi-
matriisissa ¥;; = 0.7, kun 7 # j ja muuten yksi. Koska B* on suurimman uskot-
tavuuden estimaattori, kun A = 0, ndhdaan kuvasta [I| my6s, miten kaikilla tdhéan
valituilla n € {200, 1000,5000} on olemassa A > 0, jolla estimaattori B* tuottaa
pienemmaéan odotetun ennustevirheen kuin B

n=200

""" Teoreettinen|
— Monte Carlo
——- 0.5pin

0.030

0.020

0 1 2 3 4 5
. _ n=1000
i i [ Teoreettinen
i — Monte Carlo
s ——- 0.5p/n
= _
=]
[ ]
10 ;
g S
8 —
Ci T T T T T T
0] 1 2 3 4 5
5 n=5000
=4 i T e Teoreettinen
=] — Monte Carlo
e ——- 0.5p/n
[ ]
[ ]
5 St T T T T e e e e e —
=] ristfifivalide
[ ] B
T T T T T T
0 1 2 3 4 5

Kuva 1: Odotettu ennustevirhe menetelméparametrin A funktiona.

Kéytdnnossa sopiva menetelméparametri A valitaan Hastien et al. [13, luku 7]
mukaan tyypillisesti k-kertaisella ristiinvalidoinnilla, jossa opetusaineisto (y, X) jae-
taan k:hon likimain yhté suureen osaan, joista jokaista (y;, X;) kiytetdén vuorollaan

13Jotta funktioiden minimikohdat erottuisivat selvemmin, on ne merkitty pystysuorilla.
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testiaineistona muiden osien (y_ Z,X_Z) toimiessa opetusamelstona Néin saaduis-
ta osista lasketusta keskiarvosta }L Zi:l log f (yl, ,8 (v_; X,@)), jossa summattavat
termit riippuvat toisistaan paallekkaisten opetusaineistojen kautta, saadaan yleisesti
kiiytetty estimaatti odotetusta ennustevirheesté E(log f(Yo|X; B*(Y, X))).

Koska menetelméaparametrin A valinta etukéteen valituista kandidaateista S ris-
tiinvalidoinnilla estimoitujen odotusarvojen E(log f (Yb]Xg; B* (Y, X))) perusteella
tai muuten tuottaa tyypillisesti korkeamman odotetun ennustevirheen kuin opti-
maalinen menetelméaparametri, on kuvaan [I] lisdtty myos pisteet, joista nikee se-
ké ristiinvalidointiin S\CU ettéd estimaattoriin ;\kl perustuvien menetelmien mukaiset
odotetut menetelméparametrit ja ennustevirheet, kun Sy = {0,0.01,0.02, ...,5}. Es-
timaattorilla )\ tarkoitetaan téssé yksinkertaisesti aiemmin johdetun odotetun en-
nustevirheen approksimaation, jossa tuntemattomat parametrit on korvattu niiden
tarkentuvilla estimaattoreilla

IX'V(XB)X 5 I(8,), diag[SZ -+ S2]1 5 C% B4 B,

minimikohtaa joukossa S). Vaikka estimaattori j\kz onkin varsin mielenkiintoinen,
eiké siitd nayttaisi 16ytyvan viitteita kirjallisuudessa, kiytetdan téassé tyossé jatkossa
vain ristiinvalidointiin perustuvaa menetelmaé, joka toimi keskiméérin paremmin.

3.2.2 Logistisen harjuregression optimaalisuus

Tarkastellaan vield, miten KL-informaation odotusarvon approksimaatiossa esiin-
tyva todellinen parametrivektori 3, vaikuttaa odotettuun ennustevirheeseen. Olete-
taan taas, ettd mallissa ei ole vakiota, jolloin standardoitu parametrivektori saadaan
lineaarimuunnoksena v, = C@3, jossa C = diag[o,, - - - 0,,]. Kun liséiksi merkitéén,
ettd Q' AQ on jilleen matriisin C™'Z(83,)C ™" ominaisarvohajotelma, saadaan odo-
tetun ennustevirheen approksimaatiossa esiintyvin termin %tr(I(ﬁO)b(B*)b(B*)’)
asymptoottiseksi approksimaatioksi matriisin jdljen ominaisuuksien avulla

2240(Z(8,) (Z(By) + 2C) 7' C?B,8,C* (Z(B,) + 2C2) )

= 22tr(Z(By)C T (CT'Z(B)C ™" + 21) 'y (CT'Z(B,)C ™ + 21) ' CT)

20 (QAQIAAQ + 2QQ) 1 (QAQ+ 2QQ) )

= ”2 tr(QAA+2T)” IQ%%Q (A+207Q)

= diag \/_ : Qo

YRR Z S W ”

Jos téssd esiintyvad nelidityd euklidista normia merkitdin ||w||?> = [|[DQ,l?
ndhdéddn, ettd se saavuttaa miniminsé kiinteélla rajoitteellaT = ||w||; Jensenin epéyh-
talon mukaan, kun |w;| = - - - = |w,|, nelicfunktion aidon konveksisuuden ansiosta.

Toisin sanoen tietylld menetelméparametrin arvolla A > 0 ja rajoitteella 7 logis-
tisen harjuregression mukainen sakko on optimaalisin harhan suhteen silloin, kun
ominaisvektoreilla Q kierretyn [ ja matriisilla D skaalatun vektorin ~ komponent-
tien itseisarvot ovat yhté suuria. Luonnollisestikin optimaalisuuteen vaikuttaa toki
eniten se, miten pieneksi itseisarvojen summaa koskeva rajoite 7 voidaan valita.

Ominaisvektorit voidaan valita siten, etti det(Q) = 1.
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Koska rajoitteen 7 suhteen optimaalisin w on vektorin «, L1l-normia koskevan
rajoitteen suhteen optimaalisin, kun DQ oc I, oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi,
ettd C'Z(B,)C " = cI jollain vakiolla ¢ > 0. T#lloin KL-informaation odotusarvon
approksimaatioksi tdhédnastiset tulokset yhdistettdessi saadaan

2 2
~ % p C 2)\2 c
E(Dxr(Bol|B)) ~ o <C+ Q) ToT (c%—%) 1ol

n

_ npc + 4X%c |y’
 2(ne+20)2

jossa optimaalisuus kiinteilla vakioilla A > 0,7 > 0 tarkoittaa nyt yksinkertaisesti
standardoitujen parametrien itseisarvojen yhtasuuruutta. Koska tdman lausekkeen
minimikohdaksi menetelméparametrin A > 0 funktiona ldydetdin A\* = 0.5p/ |7, ||*
sen derivaatan nollakohdasta, saadaan sen minimiksi téssé erikoistapauksessa

mch-|—4()\*)20||’)’0||2 _ P ;
2(nc + 2\7)2 2n \ ¢+ ’

nll‘v nlvol?

Vaikka tdméa approksimaatio ei pddekdédn yleisesti, on se silti mielenkiintoinen,
silla sen avulla voidaan perustella, ettd suotuisissa olosuhteissa logistinen harju-
regressio voi tuottaa jopa pienemmén odotetun ennustevirheen kuin oraakkeli, joka
etukéiteen tietdd, mitkd parametrit poikkeavat nollasta. Eli kun todellisessa para-
metrivektorissa B, on vain k£ < p nollasta poikkeavaa komponenttia, voi logistinen
harjuregressio tuottaa asymptoottisin perustein silti pienemmén odotetun ennuste-
virheen kuin oraakkelina toimiva suurimman uskottavuuden menetelma, joka estimoi
vain nama nollasta poikkeavat k parametria, kun

p ¢ k p
— | —— | < —Cpc<k|lct+ ——
2n <C+ H’y 2) on P ( n”'YOHZ)

Sclp—k) < ——

g/
n||70||2 Z % ep k)

Helpoiten tdmé jollain 7 > 0 kiy, jos kaikki parametrit |y,| > 0 ovat yhtd suuria,
opetusaineisto on pieni, ja nollasta poikkeavia parametreja on paljon.

Jotta tdméan asymptoottisesti perustellun epayhtalon tarkkuudesta saisi parem-
man kisityksen, on kuvassa [2 esitetty vield, miten tarkasti logistinen harjuregressio
saavuttaa edelld kuvatun oraakkelin mukaisen odotetun ennustevirheen 0.5k /n, kun
c =~ (.28, tehtyjen oletusten mukaisessa logistisessa regressiomallissa, jossa n = 200
ja standardoidun parametrivektorin v € R kaikki & = 2 nollasta poikkeavaa kom-
ponenttia ovat o, = \/p/(ncp — nck) ~ 0.15. Koska tdmé asetelma on logistiselle
harjuregressiolle varsin epéedullinen, on mielenkiintoista havaita, miten hyvin téssa
johdetut teoreettiset tulokset vastaavat Monte Carlo -menetelmélla saatuja. Selvis-
tikdan logistista harjuregressiota ei siis voida sivuuttaa vain sen perusteella, etta
mallin oletetaan olevan harva.
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Kuva 2: Odotettu ennustevirhe menetelméparametrin A funktiona.

3.3 Logistinen LASSO-regressio

Robert Tibshiranin [27] vuonna 1996 esittdméén pienimmén itseiskutistamisen ja va-
linnan operaattoriin (LASSO) perustuva logistinen LASSO-regressio eroaa logistises-
ta harjuregressiosta optimointitehtdviné vain menetelméparametrilla A > 0 sdadel-
tavin parametrivektorin 3 = (51, B,) osavektoriin kohdistuvan sakon p(8) = \|| 3,1
osalta. Koska L1-normi riippuu L2-normin tapaan parametrien f3; itseisarvoista, voi-
daan selittdvien muuttujien eri mittayksikoiden aiheuttamalta ongelmalta jdlleen
vélttya esittamallé logistinen LASSO-regressio optimointitehtévina

B = arggnax {Z(%X;ﬁ —log(1 + exp(x}3))) — )\chngl} ;

i=1

jossa sakko kohdistuu vektorin 3, sijaan vektoriin Cy83, = diag|ss, - - - 54,18, ]

Koska télloin p(8) = A _7_, |s.; 3;], nihdédén, ettd maksimoitavan funktion I*(3)
gradienttivektori VI(3) —)\(O, sgn(f2)Szys -+ sgn(ﬁp)s%) ei ole médritelty, kun ;=0
jollain j. On kuitenkin syytd huomioida, ettd [*(3) on téssé joka tapauksessa aidosti
konkaavin /(3):m ja kaikilla v € [0, 1] voimassa olevan epdyhtélén

—p(B) — (1 = 7)p(B7) = — A Z |50, 851 = (1= 7)A Z 50,5

p
=AY (e, Byl + (1= )]s, 5)

Jj=2

< =AY s, (98 + (1= 8) = —p(18+ (1= )B")

perusteella konkaavin —p(3):n summana aidosti konkaavi. Newtonin menetelméé ei

A X

nyt kuitenkaan voida kiyttad, silld edes VI*(3 ) ei ole valttdméttad maaritelty.

15 Jos sakon halutaan kohdistuvan vakioon, on syytd huomioida logistisen harjuregression yhtey-
dessé esitetyt huomiot.

23



Merkitin nyt, etti lo(8; 3) = I(B) + VIB) (B — B) + 18— BYH(B)(8 - B)
on funktion [ Taylorin polynomi kehitettyné pisteessd 3, ja todetaan, ettd se on ai-
dosti konkaavi, silld tasséa H(B) < 0 kaikilla 3. Koska funktiota —1*(B) approksimoi-
va g :RP >R, g(8)=9(8:8)= —lo(B; B)+p(B) on tilldin aidosti konveksi, ei sen ali-
differentiaali dg(3) E] ole Rockafellarin [23, lause 23.4] mukaan tyhja joukko millaéan
B. Funktion [* maksimikohtaa voidaan siten etsié proksimaalisella Newtonin mene-
telmélld, joka valitun alkuarvon 8% ja piivityskaavan 0 € Bg(ﬁ(‘”l); B(q)) perusteel-
la tuottaa luvussa[2.I kuvatun Newtonin menetelmén tapaan jonon BWY. 33 g®
jonka toivotaan suppenevan kohti funktion [* maksimikohtaa B*

Koska H(3) on téssa téytté astetta kaikilla 3, saadaan edelld mainitusta ja tés-
sé tyossd kiytetyn R-ohjelmiston glmnet-lisipaketin kiyttamasta paivityskaavasta
konveksin analyysin merkintja 7] hyédyntamélld, kun 8 = BYtY ja B = B9, rat-
kaistua tavallista Newtonin menetelméé vastaava paivityskaava

VI(B) +H(B)(B—B) € dp(B) & B € B —H(B)'VI(B) + H(B)'9p(B),

jonka askelpituuden voidaan todeta olevan yksi. Koska glmnet kiayttda Friedmanin
et al. |11] mukaan takautuvan viivahakualgoritmin sijaan aina tété askelpituutta, ei
proksimaalisen Newtonin menetelméan suppenemista voida téssa osoittaa.
Osoitetaan kuitenkin seuraavassa Leen et al. [18] mukaisesti, ettd jos B9 on tar-
peeksi lahella pistetta B* ja ﬂ(q+1) ratkaistaan tarkasti, niin proksimaalinen Newto-
nin menetelmé askelpituudella yksi suppenee tavallisen Newtonin menetelméan ta-
paan neliollisesti, olettaen, ettd Hessen matriisin H(3) suurin ominaisarvo on —m <0
kaikilla B'?. Madritelladn aluksi, etté ||x||a = VX'AX ja etti kaikilla H > 0

proxy (B) —argminges, { 3118 — Bl +p(8) |
&proxy (B) € B— H ' 0p(proxy(B)),
jolloin 0 € ag(B“*Y; @) & B = prox_y 4w, (B — H(BW)~'VI(87)). Kun

nyt vield huomioidaan, ettd kaikilla aligradienteilla vg € 9p(B8) ja vz € 9p(B) on
suoraan alidifferentiaalin méaaritelman perusteella voimassa

p(8) = p(B) + p(B) — p(B) = 0> V5(8 — B) + V(B - B)
= _(V,@ - VB>/(ﬂ - B)a
ja nahdédn vektoreiden u = HY/?x,x € R? ja v = H'/?y,y € R? kohdalla epiyh-
télon xHylly[l3, < (xHy)* = (u'v)? < (w'u)(v'v) = [x[[5]yll5 < xHy|x]3

seuraavan Cauchy-Schwarzin epiyhtilostd, kun x'Hy > |ly||3,, saadaan nelisllisen
suppenemisen kannalta tarkea tulos

(H (ﬂN— pTOXH(ﬁ)) - H(B - pYNOXH(B)))/(PTOXH(ﬂ) - pfO?fH(B)) >0
(B — B)H (proxy(B8) — proxy(B8)) > [lproxs (B) — proxy (B)|3
= |18 = Bllu > |[proxy(8) — proxy(B)||-

16 Alidifferentiaalin mééritelmén df(x) = {v € R : f(y) — f(x) > v/(y — x),Vy € R} perus-
teella on selvédd, ettd 0 € 8f(x), jos ja vain jos x € argminf(x). Lisdksi jos f on konveksi ja
silld on gradientti pisteessd x, niin 8f(x) = {V f(x)} Rockafellarin [23| lause 25.1] mukaan.

17Jatkossa Adf(x) + BOf(y) + c on joukko {Avx + Bvy +c:vx € f(x),vy € Of(y)}.
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Kun nyt viela muistetaan, ettd luvun mukaan Hessen matriisi on Lipschitz-
jatkuva, ja huomioidaan sen suurinta ominaisarvoa koskevasta oletuksesta seuraavat
varsin ilmeiset tulokset [¥] saadaan epiyht#ls [

\/%H/B(Hl) - B*H §‘|/6(q+1) - B*H—H(ﬁ(q))
:HprOX—H(,@(Q))<IB(q)_ H(I@(q))—1VZ(B(Q))>
— ProxX_gy g (8 — H(B)" 1W<B >>\ H
<[|8 - 8" - H(B) " (Vi(B" 8
<= [HEB) B -5 - VI(B )+ Vl( B

_ 1 (H(B(Q)> _/0 H(/@(Q) —|—t(B* _ ﬁ(Q)))dt> (B9 -3

B)

’ g(q))

*

vm

<anlp -] | 1o = st

josta nelidllinen suppeneminen seuraa. Koska seuraavaksi kuvattu glmnetin coordi-
nate descent -menetelmén toteutus ei ratkaise piivityskaavasta 0 € dg(8U4tD; 89)
arvoa BYTY tarkasti, ei nelibllistd suppenemista téssi tyossi kuitenkaan tarkalleen
ottaen edelliseen vedoten voida osoittaa.

Todetaan aluksi Friedmanin et al. |11] mukaisesti, etté edella esitetty, proksimaa-
lisen Newtonin menetelmén péivityskaavassa esiintyva funktio lo(8) = lo(8; B(q))
voidaan esittid merkittiessé, et w; = 7(x,8?) (l—w(x;,ﬂ(’”)), my6s muodossa

Io(B) =1(BY) + Vl(ﬁ(" (BB + 1B - B9YYH(B)(B - BY)
(@) 4+ Z((yZ _ w(xgﬁ(q)))xg(ﬁ — B9 — Luy(x(8 — B(q)))Q)

)

/\*2

= U(B) = 3 (20 (g — w(KBD) KB — ) + (%8~ B)))

n

1
= C(B) = 5 Y wilw; (5 — m(x(B)) —xiB + x;8)"
i=1
Koska logit(mi) = ziy = (81 + Y21, 8;75) + -5, Bi(wij — 75) = x; 3, kun selittavit
muuttujat ovat vakiota lukuun ottamatta standardoitu, saadaan télstéi merkittées—
s, ettd u; = w7 (y; — 7(xB')) + x,8' = w; ! (y; — 7(2}4 D)) + z/4@ kaikilla 4,

proksimaalisen Newtonln menetelméan péivityskaavaksi

. 37 A
Bl — argmmﬁg(ﬁ;,@(q)) = argming { sz u; — z;y)” 5”’72”1}

= argming §(7; 'Y(‘”)

joka merkittiessé, ettd Aginner = A/n, on sama kuin glmnetin kiyttama.

18Jos Q'AQ on matriisin H > 0 ominaisarvohajotelma ja m sen pienin ominaisarvo, nihdéin,
ettd [x||3, = tr(x'Q’ AQx) tr(AQx(Qx) ) > mtr(Qxx’Q/) = m||x||?. Lisiksi hyodyllistd on
huomata, ettéa talloin || H ™ xH2 =x H x<m” Hix||%.

19Huomaa, etti 0 € VI(3') — dp(3 ) = B € B — H(BW)"'VI(B) + H(BW)~1ap(3").
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Koska funktion § minimikohdassa 0 € 8g(~*Y); 4@) nihdidn, kun merkitéin
ij=u; — £ Zik ks aligradienttien komponenttien osalta, etta @

= 5 {0} kun j =1
D wizig (g — ) € N
i=1 [yl kun j #

n n n n
— N = ZU)z‘Zz’lﬂil/ Zwizfl, Vi c (Z wizijﬂij — )\a|’yj|> /Zwizfj, j 7§ 1,
=1 =1 i=1 i=1

ja edelleen komponenteista 7o, ..., 7,, etta

’Yj = Sgn (Z wlzwﬂ”) max {O, Zwlz”ﬂw — /\} /ZU}Z‘Z%, ] 7é 17
=1 i=1

i=1
kun huomioidaan, ettd A0|y;| = {Asgn(y;)}, kun v, #0, ja muuten [—\, \] alidiffe-
rentiaalin madritelmén perusteella. Kaytdnnossa glmnet ratkaisee funktion g mini-
mikohdan iteratiivisesti coordinate descent -menetelmalld, jossa minimikohdan ar-
viota 7 péivitetadn asettamalla jokainen komponentti 7, vuorollaan arvoon 77, joka
saadaan ratkaisemalla 0 € 97,(7}; ~(@) piivitetyn arvion 4 mukaisilla termeilld ;.

Todetaan viela lopuksi, etta ainoa arvo, johon edelld kuvattu menetelmé voi tés-
sé konvergoitua on 41 silli jokaisen paivityssyklin aikana funktion § saama arvo
3(7;v@) on yksittiisen koordinaatin muutoksen jilkeen aina pienempi kuin aikai-
semmin. Lisdksi jos mikidén 7, el muutu yksittéaisen péivityssyklin aikana, ndhdéén,
ettd 0 € 9G(7; v?). Kéytinnossi glmnet tosin palauttaa arvon 4 jo siini vaiheessa,
kun §(7;~'?) ei enid juurikaan muutu edellisests paivityssyklista.

3.3.1 Asymptoottinen jakauma ja odotettu ennustevirhe

Tarkastellaan edelld johdetun estimaattorin jakaumaa, kun sitd pidetddn jilleen
sovittamiseen kdytetystéd aineistosta riippuvana satunnaismuuttujana B*(Y, X), ja
keskitytadn aluksi tilanteeseen, jossa 3, # 0 ja P(Sgn(B;) #* sgn(ﬂoj)) ~ 0 kz}ij}{illa ]
mahdollista vakiota lukuun ottamatta. Koska talloin gradienttivektori VI*(8 ) voi-
daan esittad vastaavasti kuin logistisen harjuregression yhteydessa ldhelld pistetta
B, Taylorin polynomina

A X

0= VI*(B8") = VI(By) — Vp(By) + V(Bo)(B - By),

jonka virhe on O(HB* — Boll?) ja josta saadaan ratkaistua

B~ By — VU(By) IVI(By) + VA(By) " Vp(By),

nidhddén, ettd tuloksia S, L a5 ‘/TEVZ(BO) 4 N(O,I(ﬁo)) ja %V%(ﬁo) 5 —Z(8,)
hyodyntamaélla estimaattorin 3 asymptoottiseksi jakaumaksi saadaan

N(ﬁo - %I(Bo)il (07 UIQSgn(ﬁoz)a ) prsgn(ﬂop))a %I(ﬁo)il)'

20Logistinen harjuregressio eroaa tisté siin, ettd Op;(v) = {2M\y;}, kun j # 1.
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Tasainen integroitavuus oletettaessa KL-informaatioon perustuvan ennustevirheen
odotusarvoksi saadaan luvussa [2.4] esitetyn approksimaation avulla siten

E(Dx(Bol18")) ~ Ltr(Z(B,) (Cov(B
~ % + )‘—Qtr(I(,BO)*lB),

kun B = (0, 02,5810 Boy ), s Jmpsgn(ﬁop)) (O, 02,580 (Boy )y vy axpsgn(ﬁop))/.

Vaikka tdmén perusteella L1-normin mukainen sakko néyttadkin aiheuttavan
vain harhaa vahentamatté estimointiin liittyvaa varianssia, kun todennéakdéisyys es-
timoida parametrin $y, # 0 merkki véérin on kaikilla j ldhes nolla, ei tilanne kuiten-
kaan ole kdytannossd néin paha, kuten kuvasta [3] jossa eri tavalla estimoidut KL-
informaation odotusarvot sekd harhatermi %tr(Z(,@O)b(B*)b(B*)’ ) menetelmépara-
metrin A funktiona on esitetty, nihdiin ] Itse asiassa tiss# logistisessa regressio-
mallissa, jossa B, = (1,1,—1,1,-1) ja X; ~ N(0,0.71+ 0.3(1,...,1)(1,...,1)"), L1-
normin mukainen sakko néyttéisi aluksi jopa vaimentavan Cordeiron ja McCullag-
hin |6] mainitsemaa logistiseen regressioon liittyvian harhan, jonka karkea arvio on
Bop/n, vaikutusta odotettuun ennustevirheeseen.

D '

S i n=1000

=] !

°© B Teoreettinen L1
| — Monte Carlo L1
el e - ... harhatermi

& : ---- Monte Carlo L2

S : ——— 0.5p/n

o i

Lo i L

O i »

o i

=) i -

e | L

o T e

(o] ! e

o —_— b [N I

= i

o i

Kuva 3: Odotettu ennustevirhe ja harhatermi menetelméparametrin A funktiona.

L2-normin mukaisen sakon ylivertaisuus edellisen esimerkin kaltaisissa tilanteis-
sa todettaessa on syytd huomioida, ettd Robert Tibshirani [27] motivoi LASSO-
menetelmén silld, ettd se yhdistdd LO- ja L2-normiin perustuvien sakkojen hyvét
puolet. Tarkastellaan siis seuraavaksi tilannetta, jossa matriisin n='Z(83,)~" diago-
naalialkiot ovat sen verran suuria ja parametrivektorin 3, komponentit sen verran
pienié, ettd niiden suurimman uskottavuuden estimaatit vaihtavat usein jopa merk-
kid. Talloin sakotetun estimaattorin B* kertyméfunktio voidaan luvun tapaan

21 Jotta valittujen funktioiden minimikohdat erottuisivat selvemmin, on ne merkitty pystysuorilla.
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esittdd muuttujien m valintaan ehdollistettujen kertyméafunktioiden valintatodenné-
koisyyksilla painotettuna summana

F(B) = F(Bli(B") =m)P(i(8") = m)
meM
kokonaistodennékoisyyden kaavaa hyodyntamalla.

Vaikka tyypillisesti [17] 26| |24] néit4 ehdollisia jakaumia B*\Z(B*) = m tarkastel-
laan vain sovitettuun malliin m ehdollistuen, on tdhan tyohon valittu suurimman
uskottavuuden estimaattoriin ﬁ € R? perustuva menetelma, joka seuraavassa johde-
taan, silla sen avulla voidaan hahmotella kaikkien mallien asymptoottiset valinta-
todennéakoisyydet ja ehdolhset jakaumat, kun ne ovat olemassa. Kaytédnnosséa taméa
sakotetun estimaattorin ,6 jatkuvuutta ja paloittaista lineaarisuutta menetelméapa-
rametrin A\ funktiona hyodyntéva lahestymistapa vaatii tosin valitettavasti sen, etté
suurimman uskottavuuden estimaattorin B asymptoottinen jakauma tunnetaan.

Palautetaan nyt mieleen, etté alidifferentiaalin méaaritelmén mukaan pisteessé [‘3*
on voimassa yhtilo VI(8") = ACv, jossa C = diag|0 sy, - - - Sg,), jollain v € GlEA
Kun liséiksi huomioidaan, etta VZ(B*) voidaan esittdd lihelld pistettd 8 Taylorin
polynomina

VIB) = VIB) + VAB)B —B)=VIB)B —B)

jonka virhe on O(HB* — BHQ), saadaan pisteessa, B voimassa olevasta yhtalosta rat-
kaistua vastaavan virheen O,(1/n) siséltdvd approksimaatio

B — B~ AVAPB) Cv e B ~ B+ \VU(B)Cy,

joka on likimain 3 ~ 3 — 2T(By)~ 1CV kun C= dlag[O Ty " 0,,), otoskoon ol-
lessa niin suuri, etta tuloksia nV2l (B3)~! 57 (Bo) ! ja Sy, = 0y, voidaan soveltaa
sithen. Oletetaan toistaiseksi, ettéd téassd approksimaatiossa ei ole virhetta.
Todetaan seuraavaksi, ettd v; = 0, koska téassé mallin oletetaan siséaltdvan vakion,
ja mainitaan Leen et al. [17] tapaan, ettd v; € {—1,1}, jos 5 # 0, kun j > 1, jolloin
edella esitetyksi approksimaatioksi, kun § = /n (B Bo) ja Ao = f’ saadaan

(:5*14 ~ {{5‘4} _ {AO(I(BO)_I)ACV
o5 0B Mo (Z(By) ") z,Cv
B M - PO((IWOWMACAAVA + (Z(80) ™) ,5CVn)
op M((Z(Bo) ™) paCaava+ (Z(By) ™) 5 sCrEVE)

jossa vp € [~1,1]P7I™ kun A = A(m) on operaattori, joka muodostaa vektorin B*
nollasta poikkeavien indeksien m = Z(B*) mukaisia osavektoreita tai -matriiseja ope-
raattorin B = B(m) toimiessa vastaavasti joukkoon m kuulumattomille indekseille.

Edellé esitetty jako on varsin hyddyllinen, silld sen avulla voidaan ratkaista ne
menetelméparametrin Sy C Ry arvot, joilla yhtélo 8 =6 — \Z(B,) 'Cv on voi-
massa tehtyJen oletusten perusteella kiinteilla k) ja v 4. Muodostetaan siis ensin ter-
min /nB, =85+ V1 Bop nollavektoriksi asettamisesta seuraava yhtélo

o5 +VnBos = M ((Z(By) 1) guCaava + (Z(By) ") ;;CBBVE)
& Cpvp = ((Z(B0) ) ) (585 + ViBos) = (Z(By) ") 5, Canva),
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ja merkitédn, ettd E = ((Z(8,)")

{BB) YjaF = (Z(By) ™! )BA, jolloin edellisesté ja
oletuksesta va € {0} x {—1,1}mI~

,vp € (—1,1)?"Im saadaan ehto
~Opy, < E, (£ (85 + VnBys) — FCaava) < Oup,
& E;FCyava — Ozp, < %EQ.((ASB +VnByp) < E;FCasva + Oup,

Ao € (bj 1),b]<—1)) kun cj > 1,dj >0
Ao € (bj 1),00) kun Cj € (—1, 1],dj >0

( i ),OO) kun ¢j € [—1,1),dj<0
Xo € (bj(—1),b;(1)) kunc¢; < —1,d; <0
\)\06(7) kun ¢; > 1,d; <0 taic; < —1,d; >0
Xo € (bj(sgn(dy)), bj(—sgn(d;))) kun sgn(dj)e; > 1
= 4 Ao € (b;(sgn(dy)), 00) kun ¢; € (—1,1) U {sgn(d;)}

Mo €0 kun sgn(d;)e; < —1
jossa on merkintojen yksinkertaistamiseksi kiaytetty magritelmia

E; (33_‘_\/%6 ) E. FCAAVA “
J. 0B i .
e{—1,1 =2 T T 4. =T (6
E;FCaava+ A0gp, aci=L1} ¢ o 5 5.(05+vnBop),

B

bj(a) =
J

sekd oletettu, ettd Ao > 0, d; # 0. Néisté ensimmaéinen oletus on ilmeinen, ja jalkim-
méinen voidaan perustella sﬂla ettd tapahtuman E; = {6 € R : E] 5 B = €} toden-
niikdisyys P(d € E;) on nolla kaikilla j ja e € R estimaattorin & —>N (0,Z(By) )
lineaarikombinaatioiden mukaisten rajajakaumien jatkuvuuden perusteella.

Naita vektoria 3; koskevia ehtoja tarkasteltaessa on mielenkiintoista havaita,
ettd ne sailyttavit satunnaisen luonteensa aineiston koon kasvaessa rajatta vain
siind tapauksessa, ettd B,z on nollavektori. Jos néin ei ole, karkaavat néissa ehdoissa
esiintyviit menetelméparametrin \g alarajaan liittyvét termit b; (sgn(d;)) matriisin E
kadntyvyyden perusteella lineaarikombinaatioiden \/ﬁE; Bop mukana dérettomaén,
ellei ehdoksi tule Ay € () ainakin jollain j. Koska yleisesti jako on mahdollinen vain,
jos kaikki vektoria S*B koskevat ehdot toteutuvat, tarkoittaa tama kiytdnnossa sité,
ettd tarkastellun jaon mukainen malli on asymptoottlsestl mahdollinen vain, jos
Bop = 0, kuten edelld todettiin ja estlmaattorm ﬁ tarkentuvuuteen tarvitaan.

Tarkastellaan seuraavaksi vektoria /n, ,8 4, ja todetaan, ettd sen komponenttien

merkkien on vakiota lukuun ottamatta vastattava vektorin v, komponentteja. Me{—

kitdan tata varten, ettd K = ( (Bo )" )AA’ _( (Bo) )AB ja M= ( (,BO)AA)f ,
ja muodostetaan kohtaa, jossa vektorin y/n, B A= =4, 4+ /1By, komponentin merkki

voi vaihtua, koskeva yht#lo P2
04, +VBos, = X0(KCaava + LE(5; (85+vnBop) — FCaava)),
= 5Aj+\/ﬁ/80Aj = )\OK]-'CAAVA -+ Lj,E(5B+\/5503) )\O(LEF) Caava

on, — L Edp + Vi(Boa, — L EBop)

Ay =
< 2o (K LEF) CAAVA ’

M Cava # 0,

22 Jos B; # 0 kaikilla j, kiytetddn taméan sijaan yhtalod g = (53 + \/ﬁﬁoj)/(l(ﬂo)’l);‘(}v
ZHuomaa, etti K — LEF = M = (I(ﬁO)AA)_l on matriisin Z(3,)~! Schurin komplementti.

29



jonka toteutuminen ei riipu menetelméaparametrista Ay, kun M;.C 44V =0. Koska
tdmén yhtalon eri indekseilld j > 1 saatujen nollaa suurempien ratkaisujen muo-
dostaman joukon Si jirjestetyt alkiot A = (Aq, .., >\|SA‘) maardaavit avoimet valit

Ay ={(0, A1), (A1, A2), .y (Ajga), 00) }, joista korkelntaan yksi on mahdollinen, saa-
daan téasta tarkastellun jaon mukaista vektoria & 4 koskevat ehdot.

Téassdkin on mielenkiintoista havaita, ettd joukko A, voi séilyttda satunnaisen
luonteensa ja valttyd olemasta joukko {(0 oo);} aineiston koon n kasvaessa rajatta
vain, jos B A, L EBy5 = 0 jollain vektorin § , komponentin indeksilld j > 1. Kos-
ka asymptoottlsestl Bop €l voi olla muuta kuin nollavektori, voi ndin kiyda vain,
jos By 4, = 0. Vaikka edella kuvattu satunnaisuuden vidheneminen periaatteessa seu-
raakin estimaattorin 6 tarkentuvuudesta, tarjoavat edelld johdetut ehdot tietoa
my0s siitd, miten se parametrivektorin 3, lineaarikombinaatioiden muodostamien
ja opetusaineiston koon vahvistamien signaalien voimistuessa tapahtuu.

Muodostetaan nyt mallien ja merkkivektoreiden asymptoottiset valintatapahtu-
mat edelld johdetun perusteella niin, etta niitd voidaan kayttad myos riittavan suu-
rissa otoksissa. Madaritellaan kuitenkin ensin merkintojen yksinkertaistamiseksi, etté
funktio 1 A(S Va,n) muodostaa avoimet valit Ay, ja palauttaa tyhjan joukon sijaan
niistd sen, jossa sgn(ﬁ 4,(X0)) = va, kaikilla j > 1, kun sellainen on. Maéritelldén
lisdksi, ettd funktio ¢ p (6 Va,n) palauttaa vektoria 5 koskeviin ehtoihin liittyvien
mahdollisesti tyhjien avointen vilien leikkauksen, JOHOlIl vektoria & koskeva yhtélo
toteutuu kiinteilld & ja v4, kun Ao € R kuuluu Joukkoon ¢A(5 va,n) N 203(5 Va,n)
olettaen, etta tarkasteltuun jakoon liittyva osa 5, p on olemassa.

Koska malli m = Z(,B ) on sama kaikilla v4 € {0} x {—1,1}™~=1 todetaan Leen
et al. |[17] tapaan, ettd kiytdnnossa valintatapahtumat on helpomta muodostaa jokai-
selle indeksijoukolle z(B*) ja merkkivektorille v 4 erikseen. Koska vain vakion sisélté-
vassa mallissa vektorissa v 4 on vain yksi komponentti, voidaan sen valinta méarittaa
tapahtumalla

Ti(Aoym,va,n) ={0 e R?: \g € ¥p(d,va,n)}.

Kun {r}kallissa on vakion lisdksi muitakin selittdvia muuttujia, joidenkin komponent-
tien 3, ollessa kuitenkin estimoituna nollaksi, sen ja siihen liittyvin vektorin v4
valinnan maarittad tapahtuma

To(Xo,m,va,n) ={0 € R : \g € Ya(d,va,n) Np(d,va,n)}.

Sellaisen mallin, jossa mikédén vektorin E* komponenteista ei ole nolla, ja siihen
liittyvan vektorin v = v 4, valinnan méaraéd puolestaan tapahtuma

T35(Ao,m,va,n) ={6 € RP : \g € Ya(d,va,n)}.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd edelld méaritellyistd tapahtumista aineiston koon
kasvaessa rajatta muodostuvat tapahtumat lim,, . Tj(Ao, m, va,n) = T;(Xg, m, Va)
ovat jatkuvuusjoukkoja rajajakauman suhteen kaikilla j, silld Slutskyn ja Portman-
teau-lauseen mukaan approk&maatwssa 6 =6-—XNT (B)~"Cv + 0p(1) esiintyvi sa-
tunnaisvektori d+0,(1) < Z voidaan t&lléin todenniiksisyytti P (5 € Tj(Xo,m, va))
arvioitaessa korvata sen rajajakaumaa N (0, Z(By)~ ) noudattavalla satunnaisvekto-
rilla Z, ja silti saada approksimaatio, jonka virhe on o(1). Koska kaikki Borel-joukot,
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joiden reunan todennéakoéisyys on nolla rajajakauman suhteen, ovat jatkuvuusjouk-
koja, keskitytééan tahdn ehtoon nimenomaan jakauman N(O,I (,80)_1) suhteen.

Todetaan ensin funktion ¢z (d,va,n) palauttaman joukon reunan méaaraytyvin
termien b;(a) ja d; perusteella, sillé ¢; on vakio. Kun b;(a) tunnistetaan vektorin &
jatkuvaksi muunnokseksi, nahdéén vastaavasti kuin termin d; osalta, etté se ei voi
saada mitdan tiettyd arvoa nollasta poikkeavalla todennikoisyydella. Koska néita
reunan maarittavia termeja on vain rajallinen maéré, on selvéd, ettd myos sen to-
dennékdisyys on nolla. My6s funktion 1) A(S ,va,n) palauttama joukko voidaan todeta
jatkuvuusjoukoksi vastaavin perustein. Sen reunan méérittavien yhtéloiden B*A], =0
osalta riittdd havaita, ettd niiden ratkaisut ovat vektorin § jatkuvia muunnoksia
termin MC 44V 4 ollessa vakio. Joukon wA(S,VA,n) N wB(S,VA,n) reunan osalta taas
riittdd tunnistaa se leikkaavien joukkojen reunojen yhdisteen osajoukoksi.

Koska lopullisena tavoitteena téssd on estimoida eri mallien ja niihin liittyvien
merkkivektoreiden v, valintatodennékoisyyksia myos silloin, kun n on vield darelli-
nen, on hyvé huomata, ettd tapahtumien T;(A\g, m, va,n) ja T;(Ao, m, v4) symmetri-
sen erotuksen todennikoisyys ldhestyy nollaa joka tapauksessa kaikilla j signaalina
toimivien termien v/nEjy, Bog, v/n(Boa, — Ly EByp) vahvistuessa sekil estimaattoria
d ettd sen rajajakaumaa kiytettdessd. Tama tulos, jonka tarkempi perustelu on ja-
tetty liitteeseen [A] tarkoittaa kiytinndssé sitd, ettd todennikdisyyttd P (i (,3*) =m)
voidaan arvioida summalla

Z P(Z € Tj(Ao,m,va,n)) +o(1),

vac{0}x{—1,1}Iml-1

joka voidaan laskea esimerkiksi hylkdysotannalla tapahtumien erillisyyden perusteel-
la. Luonnollisestikin samalla voidaan tuottaa my0s otos indeksijoukon m mukaisesta
mallista siirtdmaélla simuloituja vektoreita ,8 tiettyyn merkkiyhdistelméaan liittyvin
asymptoottisin perustein saadun poikkeaman verran

[B;] - {@A] _ [%((I(IBO)l)AACAAVA+ (I(/go)il)ABCBBVB)
0 Bg %((2(50)71)BACAAVA + (I(,BU)”)BBCBBVB)
_ |:@A:| B [LEBB + 2MCyava
Bs Bx

Estimaattorin B* tietyn mallin m ja merkkivektorin v 4 valintaan ehdollistetus-
ta jakaumasta simulointi edelld kuvatulla tavalla voidaan perustella silla, ettd ta-
pahtumien Tj(\o, m,va,n) N1y ja T;(Ao,m,va) N T, symmetrinen erotus, kun T,
on miké tahansa jatkuvuusjoukko jakauman N(0,Z(83,)~!) suhteen, on aina alku-
perdisten valintatapahtumien symmetrisen erotuksen osajoukko kaikilla ;7. Koska
simulointi tehdaan joka tapauksessa jollain ddrelliselld n, on valintatapahtuman to-
denn#koisyyden arvioon siséltyva virhe o(1) syyta huomioida etenkin niiden mallien
ja merkkivektoreiden osalta, joiden asymptoottinen valintatodennékoisyys on nolla,
ehdollisen todennékoisyyden P(5 e T.|i(B) = m) approksimaatiota

ZvAe{o}x{_m}\ml—l P(Z € T. N T( Ao, m, Va, ”))
ZvAe{O}x{—l,l}W\*l P(Z € Tj(/\07 m,va, n))
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muodostettaessa. Kun parametrlvektorl on sellainen, etta Bos =0 ja va,Bys, >0
kaikilla £ > 1, estimaattorin 5 _chdollinen jakauma 8 |T;(Xo, m,V4) on olemassa
myos asymptoottisesti. Koska ﬁ 4 on kiinteillda A = [I —LE}, m ja v, estimaat-
torin B jatkuva muunnos ,8 A= AB - —MC 44V + 0,(1), saadaan sen ehdolliseksi
jakaumaksi talloin jollain j Slutskyn ja Jatkuvan kuvauksen lauseen perusteella

BZ'E(AOJ m7VA> ;; N(ﬂOA - %I(BO/Q CAA"A; n (IBOA 1) |frj()‘07m7VA)7

joka vastaa Taylorin ja Robert Tibshiranin [26] esittamé&&d. Téssd on hyodynnetty
sitd, ettd AZ(B,) 1A' = [K — LEF O} A’ =M.

3.3.2 Asymptoottinen LARS-algoritmi

Kaytannossa simulointi ilman taydellista hakua _barempaa késitysta siitd, mihin ta-
pahtumiin 7} (Ag, m, v4, n) simuloidut vektorit ,3 liittyvat on kuitenkin laskennalli-
sesti varsin tuhlaileva menetelma, kun tavoitteena on approksimoida kaikkien mal-
lien valintatodennakoisyyksia ja jakaumia, varsinkin kun huomioidaan, ettd nyt jo-
kaista vertailtavaa mallia m kohden on myds 2™~ mahdollista merkkiyhdistelmé.
Kuvataan siis seuraavaksi lyhyesti Efron et al. [8] esittamé&&, LASSO-regressioon tar-
koitettua LARS-algoritmia muistuttava téllaiseen simulointiin téssé tyossa kéytetty
menetelma, joka hyodyntdaa valintatapahtumat huomioivan funktion

~ i ~

B\ =8 - 21(8,)'Cv(B, \),

jatkuvuutta ja paloittaista lineaarisuutta.

Vaikka jatkuvuus kohdissa, joissa malli m ja merkkivektori v, vaihtuvat, vaa-
tiikin tarkemman perustelun, saadaan siité téssé varsin yksinkertainen olettamalla
simulointiin kiytetyn jakauman jatkuvuuteen vedoten, etta vain yksi vektorin ,@*Z()\)
komponenttien merkeista pyrkii vaihtumaan kerrallaan. Kun téta kohtaa merkitaan
A, nihddin matriisin Z(3,) " kiddntyvyyden perusteella, etti

)\EI)\n g ( )= ,\EIAIE+ﬁ N
jos ainoa ero toispuoleisissa raja-arvoissa liittyy siihen, tulkitaanko merkkidén vaih-
tavan komponentin indeksin liittyvin joukkoon A vai ei. Koska sille puolelle raja-
arvoa, jossa vektorin B*l()\) komponentin arvo on nolla, voidaan edellisen tulkin-
taeron perusteella aina 16ytda yksikésitteinen malli ja merkkivektori, ndhdéan etta
B (\) on jatkuva, ja vektorit v(3',\) on yksinkertaista muodostaa.

Néiden tulosten pohjalta ndhdéaan, etta taydellistd hakua suorituskykyisempi me-
netelma saadaan, kun ensin selvitetdan kuuluuko menetelmaparametri Ay joukkoon
wB((Aﬁl, Va,n), jossa vy =vy= 0, vai ei. Jos se kuuluu, on mallissa vain vakio, ja jos
se el kuulu, lisdtddn joukkoon A funktion t¢p palauttamaan alarajaan b;(sgn(d;))
liittynyt indeksi Bj, ja jatketaan oikean mallin ja merkkivektorin etsimista lisaamél-
14 vektorin v 4 uuteen indeksiin merkki sgn(d;), ja toistamalla vastaavaa menettelyé
kunnes oikea malli on loytynyt Koska termin d; E’ (A s+vnByp) merkki ei aina
ole sama kuin termin 5 B,» ON kuitenkin Varauduttava my0s siihen, ettéd jokin vekto-
rin ,6 4 komponenteista vaihtaa merkkid. Jos vilin ¥4 alaraja on suurempi kuin Ag
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ja vélin 1 mahdollinen alaraja, on joukosta A ja vektorista v4 syytéd poistaa tdhin
alarajaan liittyneen komponentin indeksin mukaiset alkiot, ja jatkaa etsimista.

Jotta edelld esitetyn menetelmén tarkkuudesta saisi paremman kuvan, on tau-
lukkoon [3] koottu sekdc Monte Carlo -menetelmailld ettd simuloimalla suurimman
uskottavuuden estimaattorin asymptoottisesta jakaumasta saadut arviot mallien m
valintatodennékoisyyksista ja odotetuista ennustevirheista. Téssé aineiston madran-
neessé logistisessa regressiomallissa, jossa 3, = (1,0.5,0.25,0,0), selittdviat muuttu-
jat noudattivat vakiota lukuun ottamatta multinormaalijakaumaa, jossa kovarianssi-
matriisin diagonaalialkiot olivat yksi muiden alkioiden ollessa 0.7 opetusaineistossa,
jonka koko oli n = 200. Estimoitaessa menetelméaparametri oli A = 2.7.

m | Monte-Carlo | Simulointi ¢ | Simulointi 8, | Simulointi 04
P Dgr| Pn Dkr | Pn Dkr | Pn Dy
1,2,3,4,5 1 0.17 0.009 | 0.17  0.009 | 0.16  0.008 | 0.36  0.011
1,3,4,5 | 0.02 0.02 | 0.02 0.02 | 0.12  0.008 | 0.03 0.02
1,2,45 | 0.07 0.01 | 0.07 0.01 | 0.09 0.01 | 0.05 0.02

1,4,5 | 0.00 0| 0.00 01]0.04 0.011]0.00 0
1,2,3,50.18 0.008 | 0.18  0.008 | 0.07 0.01 | 0.28  0.011

1,3,5 | 0.01 0.02 | 0.01 0.02 | 0.03 0.01 | 0.03 0.02

1,2,5 | 0.06 0.01 | 0.06 0.01 | 0.02 0.01 | 0.04 0.02

1,51 0.00 0] 0.00 0] 0.00 01]0.00 0

1,2,3,4 1 0.18 0.008 | 0.18  0.008 | 0.13  0.008 | 0.11 0.014

1,3,4 | 0.01 0.02 | 0.01 0.02 { 0.11 0.008 | 0.01 0.02

1,2,4 | 0.06 0.01 | 0.06 0.01 | 0.08 0.01 | 0.02 0.02

1,41 0.00 0] 0.00 01]0.03 0.01 | 0.00 0
1,2,310.17 0.007 | 0.17  0.007 | 0.06 0.01 | 0.05 0.02

1,3 10.01 0.02 | 0.01 0.02 | 0.03 0.01 |{ 0.01 0.02

1,2 1 0.04 0.01 | 0.04 0.01 | 0.02 0.01 | 0.01 0.02

110.00 0] 0.00 01]0.00 01]0.00 0

miké tahansa | 1.00  0.009 | 1.00  0.009 | 1.00  0.009 | 1.00  0.013

Taulukko 3: Estimoidut mallien valintatodennékoéisyydet ja odotetut ennustevirheet.

Monte Carlo -menetelmélla téssé tarkoitetaan sité, etté logistinen LASSO-regres-
sio on suoritettu yhteensa sataantuhanteen edellisen mallin mukaiseen toisistaan
riippumattomaan opetusaineistoon. Sen yhteydessé KL-informaation odotusarvo on
estimoitu erillisten testiaineistojen avulla, jotta se edustaisi mahdollisimman tarkasti
todellista odotettua ennustevirhetté. Simuloinnilla tissé taas tarkoitetaan vektorei-
den Bl tuottamista suoraan suurimman uskottavuuden estimaattorin asymptootti-
sesta jakaumasta, joko tunnettua monikkoa Oy = (ﬁo, Z(By), C) tai sen yksittaisesta
aineistosta k estimoitua tarkentuvaa vastinetta 6, = (Bk, — %VQZ(B) ks Ck) kayttaen.
Taulukkoon [3| on valittu kymmenesté tallaisella monikolla 8}, suoritetusta simuloin-
nista seké paras ettd huonoin ehdottoman odotetun ennustevirheen arvion tarkkuu-
den perusteella. Koska kaikissa simuloAilmeissaA fusyrpytoottisiin jakaumiin perustu-
van approksimaation 1tr(Z(3,)(Cov(8 )+ b(B )b(B )')) on oletettu olevan riitté-
van tarkka, voidaan odotettu ennustevirhe niiden osalta estimoida suoraan niissa
tuotetuista otoksista ilman erillista testiaineistoa.
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Vaikka monikkoon 6, liittynyt simulointi tuottikin téssa lahes saman ehdotto-
man ennustevirheen odotusarvon arvion kuin Monte Carlo -menetelmé, on syytéa
huomata, ettd se on selvistikin osittain sattumaa, silla iteroidun odotusarvon pe-
rusteella ehdottoman ennustevirheen odotusarvo on ehdollisten odotettujen ennus-
tevirheiden niihin liittyvien mallien valintatodennékoisyyksilld, jotka monikon 0,
osalta selvastikin erosivat oikeista, painotettu keskiarvo. Valitettavasti ndiden ar-
vioiden virheet eivat tédssd mene nollaan edes aineiston koon n kasvaessa rajatta,
silld satunnaisvektorissa 5 = /n(B — B,) esiintyviin parametrivektorin B, korvaa-
minen sen estimaatilla 3° aiheuttaa aina virheen v/n(8 — B,) = O,(1).

Koska téssa tyosséd ei ole tarkoituksena muodostaa luottamusvileja, tyydytéaan
tassa kohtaa toteamaan, ettd suurimman uskottavuuden estimaattorin asymptoot-
tisesta jakaumasta sen todellisia monikon 6, mukaisia parametreja kiayttden saadut
estimaatit mallien valintatodennékoisyyksista vastasivat varsin hyvin empiirisia jo
néinkin pienessa opetusaineistossa. Kun liséiksi huomioidaan, ettd jopa niihin ehdol-
lisiin jakaumiin B*|Tj(>\0, m,V,), joita ei asymptoottisesti ole olemassa, perustuneet
odotetun ennustevirheen approksimaatiot vastasivat varsin hyvin empiirisié, tarjoa-
vat ndmé tulokset yhdessa Varsm mielenkiintoisen ja ainakin jossain méaarin uuden
nakokulman estimaattorin ,6 odotettuun ennustevirheeseen.

3.4 Hollennetty logistinen LASSO-regressio

Hollennetysté logistisesta LASSO-regressiosta kiytetddn tédssd Hastien et al. |14]
mukaista méaaritelméd, johon myos R-ohjelmiston glmnet-lisdpaketin toteutus siitéa
perustuu. Kaytannossa hollentdmiselld tarkoitetaan yksinkertaisesti sitéd, etta tietyl-
14 menetelméparametrin A arvolla saatua logistisen LASSO-regression mukaista es-
timaattia B: siirretaan kohti sen mukaiseen indeksijoukkoon m = Z(B:) rajoitettua
suurimman uskottavuuden estimaattia 3 ). Koska kiinteilld menetelmédparametreilla
A >0, v € [0,1) hollennetty estimaattori

A

/B:,'y = ’YB: + (1 —7)B,

on estimaattorien ,[Ai’y:\ ja [3 \ bainotettu keskiarvo, ei se tarkalleen ottaen ole luvussa
esitetyn sakotetun logistisen regressiomenetelméin méaritelméan mukainen.

Johdetaan seuraavaksi hollennetyn estimaattorin B: luvussa [3.3.1| méariteltyi-
hin tapahtumiin 75 (Ao, m, Va) ehdolhstetut jakaumat. Todetaan ensin tata varten,
ettd tiettyyn indeksijoukkoon m = Z(B /\) rajoitettu suurimman uskottavuuden es-
timaattori voidaan, kun B,z = 0, luvun [2.2] E perusteella esittdéd rajoittamattoman
suurimman uskottavuuden estimaattorin 3 lineaarimuunnoksena

Vil = B0) = |o| ZBu 11 0] Z(BVAB - B) + 0,(1)
= [P [2B0as 80)an] V(B - ) + 0,1

~ [0 ToF| VAt B0+ o)
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jossa on hyodynnetty luvussa kidytettyjen merkint6jen lisdksi kidnteismatriisin
midritelmésta Z(B,) ' Z(8,) = I seuraavaa yhtiloa

Z(Boa) Z(By)ap = (K — LEF)Z(By) a5
= —LZ(B,)ps — LE(I1 - E"'Z(B,)s5) = —LE.

Vaikka tamaéa tulos ei olekaan voimassa yleisesti, on hyvd muistaa, ettd tapah-
tumien Tj(Ag,m,v4) asymptoottinen todennikdisyys on mnolla, kun Byz # 0 tai
VA,B0a, < 0jollain k£ > 1. Néin ollen edellinen tulos on riittévé ja varsin hyodyllinen,
silld kun Bz = 0, hollennetty estimaattori voidaan tiettyd m kiintedlld merkkivek-
torilla v4 tarkasteltaessa ndhdé luvun [3.3.1] perusteella jatkuvana muunnoksena

B;,WA = VBA - VLEBB - %MCAAVA +(1- V)BAA +0p(1)
=[I+(1-7)1 —yLE — (1 —v)LE] 8- BMCaava + 0p(1)

josta vastaavin perustein kuin luvussa saadaan hoéllennetyn estimaattorin tie-
tyn mallin m ja merkkivektorin v 4 valintaan ehdollistetuksi asymptoottiseksi jakau-
maksi, kun se on olemassa, aikaisempia merkintjéa kiayttaen

B:,7A|T]'(/\0>m’VA> ;\; N(IBOA - ZL_AI(IBOA)_chAVA’ %I(BOA)_l) |Tj()‘07vaA)'

Kun menetelmaparametr1ks1 valitaan v = 0, on mielenkiintoista havaita, etta
estimaattorin ﬁ A tletyn m mukaiset ehdottomat jakaumat ovat samat kuin luvussa
esitetyt. T01sm sanoen valinnalla v =0 hollennetty logistinen LASSO-regressio
ei voi tuottaa pienempédd odotettua ennustevirhettd kuin AIC:iin perustuva paras
osajoukko tai askeltava menetelma, ellei se valitse malleja optimaalisemmin.

m AIC LASSO (A=2.7) | Hollennetty (A=6.74)

11004 0.026 | 0.00 01]0.02 0.026

1,21 0.76  0.005 | 0.42 0.005 | 0.66 0.005

1,3 10.10 0.018 | 0.02 0.018 | 0.04 0.017

1,2,3 1 0.10  0.015 | 0.55 0.007 | 0.29 0.009

mika tahansa | 1.00 0.0079 | 1.00 0.0065 | 1.00 0.0068

Taulukko 4: Estimoidut mallien valintatodennékdéisyydet ja odotetut ennustevirheet.

Verrataan seuraavaksi tahén liittyen logistista LASSO-regressiota sekéd sen hol-
lennettyé versiota valinnalla v =0 Akaiken informaatiokriteeriin perustuvaan par-
haan osajoukon menetelméén vektoriin 3, = (1, 0.5,0) perustuvan logistisen regres-
siomallin, jossa selittaviat muuttujat vakiota lukuun ottamatta noudattavat jakau-
maa N(0,0.3I +0.7(1,...,1)(1, ..., 1)’), madraaméissa opetusaineistossa, jonka koko
on n = 200. Vaikka taulukosta |4| ndhdéén, ettd indeksijoukon m = {1,2} mukai-
nen malli valitaan todennékoisimmin AIC:n perusteella, on sen mukainen ehdoton
odotettu ennustevirhe silti huonoin, silld se valitsee indeksijoukot m Z 2 muita me-
netelmia useammin. Vertailu ei tosin ole taysin reilu, silla seké tavallisen ettéd hollen-
netyn logistisen LASSO-regression osalta menetelméparametrin A arvoksi on valittu
Monte Carlo -menetelmén perusteella optimaalisin.
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Hollennettya ja tavallista logistista LASSO-regressiota verrattaessa on puoles-
taan mielenkiintoista havaita, ettd valinnalla v = 0 hollentdminen vaatii tavallista
suuremman menetelméaparametrin A arvon ollakseen odotetun ennustevirheen kan-
nalta optimaalista. Témé on tosin odotettua, kun huomioidaan, etta tédllainen hollen-
tdminen kiytdnnossa poistaa asymptoottisen harhan kokonaan valitun mallin sisal-
taessa kaikki aidosti selittdvat muuttujat. Ehka se, etté logistisen LASSO-regression
mukainen harha on tassa hyodyllistd, on kuitenkin jossain maérin yllattavaa.

Kéytannossa logistisen LASSO-regression odotetun ennustevirheen pienuutta se-
litta4 tassd osaltaan se, ettd se saavuttaa opetusaineistoissa, joissa Z(B:) =1{1,2,3},
tahén malliin liittyvan suurimman uskottavuuden estimaattorin approksimatiivista
asymptoottista ehdotonta odotettua ennustevirhetta 0.5p/n = 0.0075 pienemmén
odotetun ennustevirheen luvussa |3| kisitellyn harhan ja varianssin vélisen kompro-
missin ansiosta. Jotta téstd ilmiostéd saisi paremman késityksen, on kuvassa [ vie-
1& esitetty edellisessd luvussa esitetylla tavalla simuloidut menetelméparametrilla
A = 2.7 saatuun indeksijoukkoon m = {1, 2, 3} liittyneet suurimman uskottavuuden
estimaatit ,3 seké nnsta asymptoottisin perustein saadun harhan lisddmisen jélkeen
saadut estimaatit B)\ Selvastikin harhan lisddminen simuloituihin estimaatteihin
siirtdd tédssad ne lahemmaéksi toisiaan vahentden samalla satunnaisuuteen liittyvaa
vaihtelua.

Kuva 4: Estimaatit 3 ja ,8/\ aineistoissa, joissa i(/3 ) =11,2,3}.
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4 Yhteenveto

Tamén tutkimuksen tarkoituksena oli vertailla teoreettisesti menetelmii, joilla en-
nustetaan ehdollista todennékoisyytta P(Y; = 1|X; = x;), tilanteessa, jossa ne saavat
opetusaineistokseen perusjoukkoa edustavan riippumattoman otoksen satunnaisvek-
torista (Y7, X;). Suurimman uskottavuuden menetelmén liséksi téssé tyossd késitel-
tyjd menetelmié olivat Akaiken informaatiokriteeriin perustuva paras osajoukko ja
askeltavat menetelmét, logistinen harju- ja LASSO-regressio seké sen hollennetty
versio. Koska ne kaikki olettavat havaitun aineiston noudattavan logistista regres-
siomallia, perustettiin niiden teoreettinen vertailu KL-informaation asymptoottisella
approksimaatiolla arvioituun odotettuun ennustevirheeseen.

Vaikka suurimman uskottavuuden menetelmé ei ole sakotettu menetelma, va-
littiin sen mukainen, KL-informaatioon perustuvan odotetun ennustevirheen suh-
teen asymptoottisesti optimaalinen harhaton estimaattori [‘3 teoreettiseksi vertailu-
kohdaksi muiden menetelmien mukaisille estimaattoreille. Tarkalleen ottaen tama
asymptoottinen optimaalisuus osoitettiin téssd KL-informaation odotusarvon ap-
proksimaation suhteen asymptoottisesti normaalien ja harhattomien estimaattorien
joukossa parametriavaruuden nollamittaista osaa lukuun ottamatta. Téasta saatiin
myos valttdmaton ehto sakotettujen menetelmien sakolle: sen taytyy aiheuttaa har-
haa tai tuottaa estimaattori, johon informaatioepayhtaloa ei voida soveltaa, ollak-
seen asymptoottisesti perusteltavissa kaikkialla parametriavaruudessa.

Logistisen harjuregression kdyttdméan L2-normin mukaisen sakon tuottaman har-
han perusteltiin tassa johtavan asymptoottisesti aina suurimman uskottavuuden me-
netelméa pienempéaédn odotettuun ennustevirheeseen sopivasti valitulla menetelma-
parametrilla . Vaikka logistinen LASSO-regressio ja siten myos sen hollennetty ver-
sio tuottavatkin asymptoottisesti muita menetelmia suuremman odotetun ennuste-
virheen, kun parametrien merkit poikkeavat nollasta ja opetusaineiston jakauma on
sellainen, ettd ne estimoidaan kiytédnnossé aina oikein, néhtiin ndiden menetelmien
kuitenkin empiirisesti alittavan suurimman uskottavuuden menetelmén mukaisen
odotetun ennustevirheen. Asymptoottisesti L1-normin mukaisen sakon ongelmana
on, ettd se aiheuttaa edelld kuvatussa tilanteessa vain harhaa.

Kun matriisin +Z(8,) " diagonaalialkioiden arvot kasvavat ja osa parametrivek-
torin B, komponenttien itseisarvoista lahestyy nollaa, ajaudutaan kuitenkin jossain
vaiheessa tilanteeseen, jossa menetelmat, jotka olettavat estimoitavan vektorin 3,
kuuluvan parametriavaruuden nollamittaiseen joukkoon {3 € R? : ||3]|o < p}, tuot-
tavat usein muita menetelmia pienemmén odotetun ennustevirheen. Varmaa tama
ei kuitenkaan ole, silld logistisen harjuregression osoitettiin voivan tuottaa jopa pie-
nemman odotetun ennustevirheen kuin suurimman uskottavuuden menetelma, jo-
ka etukiteen tietdd, mitkd parametrit poikkeavat nollasta. Menetelméparametrilla
~v = 0 hollennetyn logistisen LASSO-regression néhtiin téssé taas tuottavan AIC:iin
perustuvaa parasta osajoukkoa ja askeltavia menetelmid pienemmén odotetun en-
nustevirheen, jos ja vain jos se valitsee mallit niitd optimaalisemmin.

Liséiksi logistisen LASSO-regression ja sen hollennetyn version asymptoottiset
jakaumat johdettiin osana tata tutkimusta niiden ehdollisten jakaumien ja valinta-
todenniakoisyyksien kautta tavalla, joka mahdollistaa niistd simuloinnin téssa kehi-
tetylla asymptoottisella LARS-algoritmilla. Naméa tulokset tdydentévéit ehdolliseen
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paattelyyn ja LARS-algoritmiin liittyvaa aikaisempaa tutkimusta ja mahdollistavat
odotetun ennustevirheen teoreettisen tarkastelun puhtaasti suurimman uskottavuu-
den estimaattorin asymptoottisen jakauman pohjalta. Uutta tédssa lahestymistavassa
on se, ettd ennustevirheend toimivan KL-informaation odotusarvo esitetdan ehdol-
lisia jakaumia ja niiden tarkasti méariteltyja valintatapahtumia hyodyntden. Koska
logistisen harjuregression yhteydesséa tarkasteltiin, milloin sen mukainen sakko on
optimaalisinta, tarjoaa tdméa tutkimus myos uusia tyokaluja logistisen LASSO- ja
harjuregression ennustekyvyn teoreettiseen vertailuun.

Todetaan vield lopuksi, ettd tdta tutkimusta voitaisiin laajentaa ainakin kah-
teen eri suuntaan. Ensinnédkin vertailuun voitaisiin ottaa mukaan lisda sakotettuja
menetelmié, jotka olettavat havaitun aineiston noudattavan logistista regressiomal-
lia. Toisekseen odotetun ennustevirheen lisidksi teoreettiseen tarkasteluun voitaisiin
ottaa mukaan myds ennustevirheené toimivan KL-informaation varianssi. On nimit-
tain mahdollista, ettd tutkija saattaisi haluta suosia pienempéaén ennustevirheen va-
rianssiin johtavaa menetelméé, vaikka se tuottaisikin hieman suuremman odotetun
ennustevirheen.
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A Liite: Valintatapahtumien symmetrinen erotus

Osoitetaan, etté tulos P(3€Tj()\0, m,va,n)) = P(3 € Tj(Ao,m,va)) + o(1) on voi-
massa kaikilla j = 1,2, 3 ja ettd vastaava tulos on voimassa myos satunnaisvekto-
rin 6 % Z ~ N(O,I(,BO)*l) rajajakaumalle. Méaritellidn tatd varten luvussa [3.3.1
kaytettyja merkintoja hyodyntaen, etta

1‘23 = E;C,SB; sk(a) = E%FCAAVA + aUkav tk = E;c./GOBv
u,d = VAkSAk - VA,CLZ,ESB, @ = Va,M; Caava, wp=va,(Bos, — Ly EBp),
jolloin luvussa [3.3.1] esitetysta epayhtalosta ja yhtalostéa
E;.FCAAVA — O'JCB]C < %OE;C((ASB + \/EIBOB) < E;.FCAAVA -+ O'QCBIC
sgn(SAk — L;E(ASB + \/E(BOA;C — L;gE/BOB) — )\OM;C.CAAVA) = VAk

saadaan tapahtumaa T} (g, m, v4,n) kaikilla j vastaava tapahtuma

p—|m|
7:1 = m {5 e R?P: )\Osk( ) \/_tk < rké < )\Osk \/_tk}
k=1
Im|
ﬂ ﬂ{é € RP:ud > \oqr — \/ﬁwk}
k=2

Todetaan myos, etté aineiston koon kasvaessa rajatta n — oo, tista saadaan kaikilla
j =1,2,3 tapahtumaa T;(\o, m, v4) vastaava joukko Ty = lim,, o 7y, joka edellisen
madritelmén perusteella on tyhja aina, kun ¢, # 0 tai wy < 0 leikkaavissa joukoissa.
Luvussa [3.3.1] ndin nihtiin kiyvin aina, kun Byp # 0 tai va, By, < 0 jollain k£ > 1.
Jos tapahtuma 7y ei ole tyhja joukko, se voidaan esittda muodossa

To = ( () {8 €R: Npsi(—1) <18 < )\Osk(l)})

k:tk:(]

m< m {5€Rp:uﬁc(§>)\0qk}>.

k>1:wp=0

Todetaan seuraavaksi, ettd varsinaisen mielenkiinnon kohteena oleva todennéa-
koisyys P(d € 7,) voidaan esittdd summana

P(OeT,)=P@OeT)+POeT\T)—PBeT\T)
— PO eT,)-PBeT)|<POeT,\T)+PbeT\T).

Jotta haluttu tulos P(d € T,,) = P(d € Ty) 4 o(1) saataisiin, on summasta seuraa-
vassa epayhtéalossa oikealla puolella olevien termien mentéva nollaan aineiston koon
kasvaessa rajatta. Tatd varten on hyodyllistd huomata, ettéa

POeTo\T)< Y. Pupd < dogi — vnwy)

k>1:wg >0
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ja etta

P(6 € T\ To) < Y P(osw(—1) — vty < 14,8 < Aosi(1) — V/nty)

k:tip7#0

+ Z P(U.;C(AS > )\oqk — \/ﬁwk)

k>1:w, <0

Koska satunnaisvektorin & lineaarikombinaatiot, vaikka ne siséltaisivéit virheen
0p(1), suppenevat jakaumiltaan Slutskyn ja jatkuvan kuvauksen lauseen perusteella
normaalijakaumiksi, ovat ne Prohorovin lauseen perusteella tasaisesti tiukkoja. Kay-
tannossé jokaista € > 0 kohden on siis olemassa vakiot M,, ja M, , joilla epayhtalot

sup P(|rid| > M, ) < e, supP([uid| > M,,) < e
neN neN

ovat voimassa kaikilla k£. Kun vield huomioidaan, ettd ndmé epayhtalot rajoittavat
héntatodennakoisyyksien summaa, on selvaé, etté

P6eT,\Tg) =0, PAeT\T,) =0
kuten haluttiin. Edellisen perusteella on myés ilmeistéa, etta

P(Z € T;(Ao,m,va,n)) =P(Z € Tj(Ao,m,va)) + o(1).
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