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Tutkielmassa esitetdan Spernerin lemman ja sen monikulmioita koskevan yleis-
tyksen todistus. Spernerin lemma on kombinatorinen tulos, jonka mukaan jokainen
sopivalla tavalla varitetty kolmio siséltdd ainakin yhden sateenkaarisolun, eli solun,
jonka kaikki kérkipisteet ovat erivarisid. Lopuksi tarkastellaan lemman sovellusta
Brouwerin kiintopistelauseen todistuksessa.
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Johdanto

Spernerin lemma on trianguloitujen simpleksien vérityksiin liittyva kombinatorinen
tulos. Sen alkuperéisen todistuksen esitti saksalainen matemaatikko Emanuel Sper-
ner vuonna 1928.[I] Lemman mukaan trianguloidut simpleksit, joiden solujen kér-
kipisteilld on tietynlainen Spernerin véritys, siséltédvéit ainakin yhden solun, jonka
kaikki kdrkipisteet ovat erivérisia.

Lemmalle on useita sovelluksia, joista tunnetuin on Browerin kiintopistelauseen
todistus. Téata tarkastellaan luvussa 2. Lemmaa on hyodynnetty myos muiden tu-
losten, kuten Hall:n teoreeman todistuksessa. [2]

Tulos yleistyy my6s monikulmioille. Kaksiulotteisen tapauksen todisti bulgaria-
lainen matemaatikko Krassimir Todorov Atanassov vuonna 1996. Todistuksen yh-
teydessé esitettiin Atanassovin konjektuuri, jonka mukaan yleistys pétee myos n-
ulotteisten monikulmioiden tapauksessa. Kyseisen konjektuurin todistus esitettiin
vuonna 2001.[3]

Lemmalle on olemassa myo0s muita versioita, kuten kuutio- ja sateenkaariva-
riantit. Kuutioiden tapauksessa tarkastellaan kuutiota, joka on jaettu pienempiin
kuutioihin.

1 Teoria

1.1 Spernerin lemma

Simpleksi on yksinkertaisimman monikulmion eli kolmion n-ulotteinen yleistys. Yk-
siulotteisena se on jana, kaksiulotteisena kolmio ja kolmiulotteisena tetraedri.

Maaritelma 1. Simpleksi on kolmion n-ulotteinen yleistys. Jos pisteilla ug, uq, . .., u,
vektorit u; — uy, . .., u, — ug ovat lineaarisesti riippumattomia, niiden maérittelema

n-ulotteinen simpleksi on pistejoukko

k
C = {xouo + z1us + ... + Tpugl Zml =1 ja z;>0 kaikille ¢=0,1,...,k}.

i=0
Pisteita (xg,x1,...,z,) kutsutaan pisteen x barysentrisiksi koordinaateiksi.
Jos S on n-simpleksi, sen kérkipisteiden (ug, u1, . .., u,) mikid tahansa k-alkioinen

kombinaatio méarittad simpleksin S (k — 1)-ulotteisen sivun.

Maaritelma 2. Triangulaatio tarkoittaa n-ulotteisen monikulmion jakamista n-
ulotteisiin simplekseihin, jotka ovat joko kokonaan erillisid tai jakavat k-ulotteisen
sivun, k£ < n.

Triangulaation simplekseja kutsutaan suurinta simpleksid lukuun ottamatta so-
luiksi. Kuvassa [1] esimerkki trianguloidusta kolmiosta.

Maaritelma 3. Olkoon S trianguloitu n-ulotteinen simpleksi, jonka pisteilld on
véritys. Varitysta kutsutaan Spernerin véritykseksi, jos se tdyttda seuraavat ehdot:



Kuva 1: Spernerin varitys 2-ulotteisessa tapauksessa.

1. Jokainen suurimman simpleksin S kéirkipiste u; on erivarinen. Merkitdan vireja
1,2,...,n+ 1.

2. Jos pienemmén solun karkipiste a; kuuluu simpleksin .S karkipisteiden w,, uy, ..., us

maarddmadn sivuun, a; voi saada vérin vain joukosta {p,q, ..., s}.

3. Jos a; ei kuulu mihinkdan simpleksin S sivuun, se voidaan varittda milla vain
joukkoon {1,..,n 4+ 1} kuuluvalla varilla.

Soluja, joiden jokainen kérkipiste on erivirinen, kutsutaan sateenkaarisoluiksi.

Lemma 1. (Spernerin lemma) Jokainen simpleksi S, jolla on Spernerin vdritys,
sisaltad parittoman mddran sateenkaarisoluja.

Todistus. Todistetaan induktiolla.

Yksiulotteisessa tapauksessa simpleksi on jana. Koska karkipisteet ovat erivérisié,
varinvaihtoja on oltava pariton maara.

Olkoon S trianguloitu kolmio, jolla on Spernerin véritys. Merkitdan vérejé nu-
meroilla 1,2 ja 3. Olkoon @ (1,1,2) ja (1,2,2) véritettyjen solujen lukuméaéra ja
R sateenkaarisolujen eli (1,2, 3) véritettyjen solujen lukumé&érd. Olkoon X solujen
niiden sivujen lukumééra, joilla on véritys (1,2) ja jotka ovat kolmion S reunoilla.
Olkoon Y niiden reunojen lukumaéaéra, jotka ovat kolmion S sisédpuolella ja joilla on
véritys (1,2). Jokaisella tyypin @ solulla on kaksi reunaa, joilla on véritys (1,2),
ja tyypin R solulla yksi. Téten jokainen sisdreuna lasketaan kahdesti, ja jokainen
ulkoreuna vain kerran. Siis 2Q) + R = X + 2Y.

Tyypin X reunat voivat sijaita vain kolmion S silla reunalla, jonka kirkien véaritys
on (1,2). Kuten 1-ulotteisessa tapauksessa havaittiin, talld reunalla esiintyy pariton
mééré virinvaihtoja, eli solujen (1, 2) reunoja on pariton mééra. Siten X on pariton,

jaR=X+2(Y —Q).



Nain ollen my6s R on pariton, ja siten vahintadn 1.

Kasitellddn seuraavaksi n-ulotteinen tapaus. Olkoon S n-ulotteinen trianguloi-
tu simpleksi, jolla on Spernerin véritys kdyttden véireja {1,2,...,n + 1}. Olkoon
R sateenkaarisolujen lukumééra ja () niiden solujen lukumééra, joiden véarityksessé
esiintyvat varit {1,2,...,n}. Néissd soluissa siis tasan yksi véri esiintyy kaksi ker-
taa. Tarkastellaan niiden (n — 1)-ulotteisten sivujen lukuméériaé, jotka on véritet-
ty vareilld (1,2,...,n). Merkitddn kirjaimella X niiden sivujen lukumé&irad, jotka
sijaitsevat simpleksin S reunoilla, ja kirjaimella Y niiden sivujen lukumaéaraa, jot-
ka ovat simpleksin S sisdisid. Jokaisella tyypin Q) solulla on kaksi sivua vérityk-
sella (1,2,...,n) ja jokaisella tyypin R solulla yksi. Simpleksin S siséosien sivut
esiintyvat kahdessa solussa, ja ulkoiset sivut yhdesséd solussa. Siten saadaan yhtlo
20+ R=X+42Y.

Ulkoreunalla olevat (n—1)-ulotteiset sivut véritykselld (1,2, ..., n) voivat esiintyé
vain silld reunalla, jonka kirkipisteiden véritys on (1,2,...,n). Induktio-oletuksen
perusteella talld reunalla esiintyy pariton médra (1,2,...,n) véritettyja (n — 1)-
ulotteisia soluja, joten X ja R ovat parittomia. O

1.2 Spernerin lemma monikulmioille

Alaluku perustuu lihteeseen [5].

Monikulmiota, jonka kirkipisteet ovat Aj, Ag, ..., A,, merkitaan p(A;, As, ..., An).
Merkinnalld [A;/A;|p(A1, A, ..., A,) tarkoitetaan sité, ettéd virityksessd jokainen j
korvataan varilld i. Merkintd R(p(Ay, ..., A,)) on niiden Sperner-véritettyjen solu-
jen lukuméara, joiden kaikki kérkipisteet ovat erivarisia.

Maaritelma 4. Spernerin viritys monikulmioille. Olkoon p(Aj, As, ..., A,) trian-
guloitu n-kulmio, jonka pisteilld on varitys. Varitystd kutsutaan Spernerin varityk-
seksi seuraavissa tapauksissa:

1. Jokainen kirkipiste Ay, As, ..., A, on erivarinen. Merkitdéan vareja {1,2,...,n}.

2. Jokainen kérkipisteiden A;, A; 1 maardamalld sivulla oleva solun kérkipiste voi
saada vérin joukosta {i,i 4+ 1}.

3. Monikulmion sisépisteet voivat saada minka tahansa vérin joukosta {1,2,... n}.
Lemma 2. Jokaiselle luonnolliselle luvulle i ja j on voimassa
R(AJAP(AL As, .., A)) < Rp(Ay, As, .., Au)).

Todistus. Olkoot 1 < 4,7 < mn ja i # j. Kolmiot monikulmion p(A;, A, ..., A,)
triangulaatiossa voidaan jakaa kolmeen ryhmééan:

e Kolmiot, joilla ei ole kirkipistetta varilla 7.
e Kolmiot, joilla on yksi kirkipiste varilla j.

e Kolmiot, joilla on kaksi tai kolme karkipistetta vérilla j.






Karkipisteiden varien vaihtaminen ensimmaisessé ja viimeisessa ryhmaéssa ei vaikuta
sateenkaarisolujen maérdaan. Keskimmaisen ryhmaén vaihdoksien myota sateenkaari-
solujen méara voi joko pysya samana tai vahentya. O]

Lemma 3. Jos A ja B ovat kaksi vierekkdisti kdrkipistettd konveksissa monikul-
miossa p(Ay, Aa, ..., Ay), on olemassa ainakin yksi sateenkaarisolu, jossa on muka-
na molempien pisterden vari.

Todistus. Oletetaan, ettei yhdessdkidin sateenkaarisolussa esiinny samaan aikaan
vierekkiisten pisteiden A; ja A, virejd. Konstruoidaan kolmio ¢(A}, Ay, A,41), joka
siséltdd monikulmion p(A;, As, ..., A,) ja pisteet A; ja A, sijaitsevat sivulla A} A;.

Olkoon piste Ay suorien I(AyA, 1) ja [(AzA3) ja piste A suorien [(A]A,41) ja
(A} A,) leikkauspisteessi. Konstruoidaan kolmioille ¢ (A}, Ay, A)) ja t" (A, Ay, As)
triangulaatio siten, ettd kiirkipisteisti, A} ja A, vedetifin janat sivuilla AlA;l ja
Ay Ay oleviin pisteisiin, kuten kuvassa [2, Kolmion ¢(A}, A5, A, 1) muu osa on myds
véritetty siten, etta kaikki pisteet, lukuunottamatta monikulmion p(A;, As, ..., Ay)
reunaa, saavat virin n -+ 1. Viritetdin kolmio #(A), 45, A, 1) uudelleen,

t(Ay, Ay, Anir) = [A1 /A [AsJAY [Apir JAs] . [Angr JAJE(AL Ay, Ay,

Havainnollistus kuvassa . Muutoksen jilkeen kolmioissa t (A}, Ay, A))jat" (Ay, Ay, A3)

ei ole sateenkaarisoluja lemman [2| perusteella. Monikulmiossa p(A;, As, ..., A4,) el
ollut kolmiota kulmilla 1,2, joten kolmiossa ¢(A}, A;, A,41) ei ole sateenkaarisoluja,
mikd on Spernerin lemman perusteella ristiriita. O

Lause 1. Jokaisessa trianguloidussa Spernerin vdrityksen omaavassa n-kulmiossa,
missia n > 3, on ainakin n — 2 sateenkaarisolua.

Todistus. Todistetaan induktiolla konvekseille monikulmioille. Ei-konveksien moni-
kulmioiden tapaus seuraa, silld jokainen ei-konveksi monikulmio on topologisesti
ekvivalentti jonkin konveksin monikulmion kanssa. Tapauksessa n = 3 on kyseessé

Spernerin lemma. Oletetaan, etti lause on voimassa arvolla n. Olkoon p' (Ay, As, ..., Ay, Anst)

konveksi (n + 1)-kulmio. Lukuunottamatta tapausta, jossa monikulmio p on suunni-
kas, on olemassa kolme sivua A, A, 11, An114;1 ja Ay Ag siten, ettd suorilla I(A,,, A1
jal(Ag, Ay) on leikkauspiste A. Pisteen A konstruointia havainnollistetaan kuvassa

Tarkastellaan konveksia monikulmiota p” (A, As, ..., A,). Monikulmiosssa p (A;, As, . . .

séilyy sisdinen triangulaatio ja Spernerin véritys. Pisteestd A saattaa kulkea janoja
sivulla A,,11A; kulkeviin pisteisiin, jos sellaisia on. Saadaan n-kulmio

(A, Ay, Ay) = [ALJA][AL/Anidlp (A Asy L A,

Induktio-oletuksen nojalla R(p(Ay, Aa, ..., A,)) >n—2.

Tapauksessa, jossa monikulmio p(A;, As, A3, A4) on suunnikas, pisteen A kon-
struointi ei ole mahdollista. Konstruoidaan talloin pisteet B ja C, joilla B kuuluu
pisteiden Ajz ja A, kautta kulkevalle suoralle ja C' kuuluu pisteiden Ajz ja A, kaut-
ta kulkevalle suoralle siten, ettd piste A; kuuluu pisteiden B ja C viliselle janalle.
Pisteiden konstruointi havainnollistetaan kuvassa |5 Kolmiosta p”(B ,C, A3) saadaan

p(Ar, Ag, Az) = [A1/B][A1/A4][A2/Clp" (B, C, As).

>

) Am ATL-‘rl)



An

An+1

Az
Al

Kuva 4: Pisteen A konstruointi.

Spernerin lemmasta seuraa, ettd R(p(A;, Aa, A3)) > 1.
Lemman [3| perusteella vérit 1 ja n+1 osallistuvat ainakin yhden sateenkaarisolun

véritykseen. Koska tdméa kolmio ei ole sateenkaarisolu monikulmiossa p(Aj, As, ..., 4,)
ja tdmé kulmio ei sisilld sateenkaarisoluja monikulmion p (A, Ay, ..., A,41) ulko-
puolella, on sateenkaarisolujen lukuméird monikulmiossa p (A1, Ag, ..., Any1) ai-
dosti suurempi kuin monikulmiossa p(Ay, As, ..., A,). ]



™ Az

Kuva 5: Pisteiden B ja C konstruointi.

2 Brouwerin kiintopistelause

Luku perustuu Schéferin kirjassa [4] esitettyyn todistukseen.

Maaritelma 5. Suljettu joukko. Joukon S sanotaan olevan suljettu, jos jokaisella
sen komplementtiin S¢ kuuluvalla pisteelld z on ymparisto, joka ei leikkaa joukkoa

S.

Maaritelma 6. Rajoitettu joukko. Joukko S on rajoitettu, jos se sisiltyy johonkin
palloon, jonka sidde on &darellinen.

Lemma 4. Olkoon S simpleksi ja pisteet x,y € S annettuna barysentrisissd koordi-
naateissa © = (1, %2, ..., Tyn) jay = (Y1,Y2, -, Yn). Talloin jos x >y, eli z; > y;
kaikilla i € {1,...,n}, niin v =y

Todistus. Oletetaan, ettd x # y ja x > y. Tall6in on olemassa jokin 4, jolla z; > ;.

Koska . .
1IZ$Z>ZZJ1:1,
i=1 i=1

paadytaan ristiriitaan. O]

Lause 2. (Brouwerin kiintopistelause simplekseille) Olkoon S C R™ n-ulotteinen
simpleksi ja f : S +— S jatkuva. Tdlloin on olemassa piste x* € S, jolla f(x*) = x*.

Todistus. Jokaiselle pisteelle = € S pétee f(x) € S. Siten
i=0 i=0

Téssé fi(z) tarkoittaa alkion f(z) imnettd koordinaattia. Oletetaan, ettd f(x) # x

7



kaikilla x € S. Jokaiselle joukon S pisteelle on oltava jokin z; # fi(z), ja jokin j,
jolla z; > f;(x). Maéritelldén jokaiselle pisteelle z véritys

mix) = min{j : 0 < j < n,a; > fi(x)} 1)

Konstruoidaan jono simpleksin S triangulaatioita Sy, So, 53, . . . . Jokainen Sy on edel-
tavin jaon Si_; triangulaatio, ja kun £ — oo, niin jaon Sy solujen piirin pituus la-
hestyy nollaa.

Jos x kuuluu simpleksin S johonkin reunaan Sp, sen ne kertoimet x; barysent-
risessa esityksessa x = xoug + ... + T,u,, jotka kuuluvat reunaan kuulumattomiin
kérkipisteisiin u;, ovat nolla.

Jos uy, ug, ..., us € Sp jaloput pisteet u; ¢ Sp, niin & = xuy +Touy+ . . .+ TUs.
Koska x; > fj(x) > 0, niin m(z) € {p,q,...,s} kaikille z € Sp. Kyseessd on siis
Spernerin varitys.

Spernerin lemman perusteella simpleksilla S on jokin solu, jonka karkipisteet
ovat vo(k),v1(k),...,v,(k) ja joille on voimassa m(v;(k)) = i kaikilla ¢ € {0,...,n}
Maéritelmén (1) perusteella on siis voimassa x; > fi(z), kun = v;(k) TAméa pétee
kaikilla jaoilla Sk, kun k& > 0.

Koska S on rajoitettu ja suljettu, on olemassa osajono ki, jolla lim; ., vo(k;) =
v*, v* € S. Kun k on suuri, kaikki kérkipisteet v; ovat lahelld toisiaan, eli lim;_, v;(k;) =
v*. Kuvauksen f jatkuvuuden perusteella lim; . f(v;(k;)) = f(v*) kaikille i €
{0,...,n}. Tastd saadaan

r5 > fo(x")
x> fi(a")

Lemman [ perusteella z* = f(z*), miki on ristiriita. O
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