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1 Johdanto

Tutkielman aiheena on uniformisen avaruuden Hausdorffin taydellistymé&. Niin
taydellisyyden luonnehtimiseen kisitteend kuin taydellistymédn konstruktioon
voidaan kiyttdd hyvin monia ndenndisesti erilaisia menetelmid. Lihteend ol-
leessa Bourbakin kirjassa yleistetdin Cantorin reaalilukujen konstruktio. Kon-
vergenssi ja siten my0s tiydellisyys késitelldén filttereiden avulla. Duaaliavaruu-
tena on minimaalisten Cauchyn filttereiden joukko. Toinen erilainen tapa esi-
tetddn Kelleyn kirjassa. Uniforminen avaruus osoittautuu aina tietyn pseudo-
metriikkaperheen indusoimaksi seké edelleen isomorfiseksi pseudometristen ava-
ruuksien tulon aliavaruuden kanssa. Niin konstruktio voidaan palauttaa pseu-
dometristen avaruuksien tdydellistymiin seki tdydellisyyden siilymiseen tuloissa
ja inkluusioissa. My6s téydellisyyden karakterisointi perustuu verkkoihin filtte-
reiden sijasta.

Kaytetty ldhestymistapa perustuu pafdsddntoisesti Bourbakin tekniikkaan.
Teorian kehittely tapahtuu filttereiden avulla vaikka yhteys verkkoihin todiste-
taan. Kuitenkin kisitellddn uniformisten avaruuksien virittdmaminen pseudo-
metriikkojen avulla ja virittdjiston siirtyminen tdydellistym&in. Erityisesti ndin
saavutetaan sekd Kelleyn tulokset koskien niiden avaruuksien t&ydellistymii,
jotka eivit tdytd Hausdorffin ehtoa, kuin myds Bourbakin tulos koskien kyseis-

ten avaruuksien luhistumista taydellisiksi Hausdorffin avaruuksiksi.

Hausdorffin tdydellistyméan térkeind sovelluksena késitellddn Hausdorffin
avaruuden kompaktiuden karakterisointia uniformisten ominaisuuksien prekom-
paktiuden ja tdydellisyyden avulla. Muita kisiteltdvié aiheita ovat esimerkiksi
tasaisesti jatkuvien kuvausten laajennukset ja kompaktien seki lokaalisti kom-
paktien Hausdorffin avaruuksien komponentit ja kvasikomponentit. Lopuksi ké-
sitellddn vield lokaalisti konveksien topologisten vektoriavaruuksien uniformisoi-

tuvuutta.

Esitietoina oletetaan topologian ja joukko-opin alkeet. Kiytetyistd kirjal-
lisuudessa osittain toisistaan poiketen méaritellyistd kisitteistd mainittakoon,
ettd ympdériston ei vaadita olevan avoin joukko eiki kompaktiudelta vaadita
Hausdorflin ehtoa.

2 Esitietoja uniformista avaruuksista

2.1 Yleista

Esitetddn joitakin tarvittavia uniformisiin avaruuksiin liittyvid mé&aritelmié ja

perustuloksia kolmannesta aineesta. Helpohkot todistukset sivuutetaan.



2.2 Relaatioiden ominaisuuksia

Joukon X kaksipaikkaiset relaatiot voidaan samastaa karteesisen tulon X x
X osajoukkoihin {(z,y) | zRy}. Kasitellddn aluksi joitakin ndiden joukkojen

ominaisuuksia.

Maiéritelmi 2.1. Olkoon X joukko ja V' karteesisen tulon X x X osajoukko.
-1
Maaritelldadn joukko: V= {(y,z) € X x X | (z,y) € V}.

Maidéritelmi 2.2. Olkoon X joukko. Karteesisen tulon X x X osajoukko V' on
-1
symmetrinen, jos V =V .

Maiéritelmi 2.3. Olkoon X joukko. Olkoot edelleen V' ja W karteesisen tulon

X x X osajoukkoja. Madritellddn kompositio seuraavasti.
VoW ={(z,y) e X x X | 3z € X)((2,y) € VA(z,2) € W))}.

-1
Edelleen induktiivisesti kiytetdin merkintdéd 17: Vo nV , kun n > 1. Voidaan

1 2 1
my6s merkitd V=V, jolloin V= Vo V.

Lemma 2.4. Kompositio on assosiatiivinen, eli Y o (ZoW) = (Yo Z)o W
aina, kun Y, Z, W € X x X. Voidaan siis kdyttia merkintid Y o Z o W.

Lemma 2.5. Olkoot V.V W, W' € P(X x X). JosV C W seka V' C W', niin
VoV CWoW'.

Maiéritelmi 2.6. Olkoon X joukko. Diagonaali Ax on karteesisen tulon X x X
osajoukko {(z,z) | z € X}.

Lemma 2.7. On voimassa VoAx =V sekd AxoV =V kaikille joukon X x X

osajoukoille V.
-1 —1
Lemma 2.8. Jos VC W, niin V CW.

Maiéritelmi 2.9. Olkoon z € X sekd V' joukon X x X osajoukko. Maaritelldin
sektio joukon X osajoukkona V(z) seuraavasti:

Viz)={y e X | (z,y) €V}
Edelleen yleistetddin méaritelmé joukon X osajoukoille A:
V(A)={ye X | Bz € A)((z,y) € V)} = UzeaV(2).

Lemma 2.10. Olkoon A joukon X osajoukko sekd V karteesisen tulon X x X
symmetrinen osajoukko. On voimassa Vo (AXx A)oV =V (A) x V(A).



2.3 Uniformiset avaruudet

Esitetddn uniformiteetin sekéi uniformiteetin kannan méaaritelmét.

Maéritelmé 2.11. Olkoon X joukko sekd U € P(P(X x X)). Parin (X,U)
muodostama rakenne on uniforminen avaruus, U on joukon X uniformiteetti,

ja joukon U alkioita kutsutaan ldhistdiksi, jos U tayttad seuraavat aksioomat.
f 2. JosA,BeU,niin ANB e U.

f3. JosAeUjaACB, niin BeU.

ul. JosV eU, niin Ax CV.

u 2. JosV eU, niin &16 U.

u 3. JosV € U, niin on olemassa sellainen joukko W € U, joka tdyttid ehdon
WoW CV.

Huomautus 2.12. Jos sekaannuksen vaaraa ei ole, niin uniformiseen avaruu-

teen voidaan viitata pelkistdin joukolla X.

Maéiritelméd 2.13. Olkoon (X, U) uniforminen avaruus. Lahistéjen joukon U
osajoukko B on uniformisen avaruuden X kanta, jos jokaista 1dhist6a W kohti

on olemassa joukkoon B kuuluva joukko V, jolle V. C W.

Maéiritelmi 2.14. Joukko A on uniformisen avaruuden (X,U) esikanta, jos

ddrelliset leikkaukset joukon A alkioista muodostavat avaruuden (X, U) kannan.

Lause 2.15. Olkoon B jokin uniformisen avaruuden kanta. Joukko
B(n)={V|V € B}

on saman avaruuden kanta aina, kunn € N jan > 0.

Lause 2.16. Joukon P(X x X) osajoukko B on jonkin uniformisen avaruuden

(X,U) kanta, jos ja vain jos seuraavat ehdot ovat voimassa.

(1) Jos VW € B, niin on olemassa sellainen joukko A € B, joka tayt-
tid ehdon A CVNW.

(2) Jokaiselle joukolle A € B pitee Ax C A.
-1
(8) Jos V € B, niin on olemassa sellainen V' € B, etta V' CV.
2
(4) Jos V € B, niin on olemassa sellainen W € B, jolle WC V.

Lisiksi (X,U) on yksikasitteinen, eli kanta mddrittéa uniformiteetin yksi-

selitteisesti.



Lause 2.17. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus. Kaikkien symmetristen ld-

histdjen joukko S on avarwuden (X,U) kanta.

Maéésritelma 2.18. Uniformiset avaruudet (X, U) ja (X’,U’) ovat isomorfiset,
jos on olemassa sellainen bijektiivinen kuvaus f: X — X', ettd (f x f)(V) e U’
aina, kun V € U, seki kiiéintiien (f x f)~1(V’) € U aina, kun V' € U'.

2.4 Uniformiteetin indusoima topologia

Uniformiteetti osoittautuu seuraavien tarkastelujen mukaisesti myds topologi-
seksi kisitteeksi.

Lause 2.19. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus sekd x € X. Mddritelliin
joukot B(x) = {V(z) | V € U}. On olemassa yksikdsitteinen joukon X topolo-
gia, jossa B(x) on pisteen x ymparistijen joukko.

Maiéritelmi 2.20. Lauseen 2.19 nojalla olemassa olevaa topologiaa kutsutaan

uniformiteetin indusoimaksi topologiaksi, ja kiytetdan merkintda 7.

Huomautus 2.21. Vastaisuudessa, jos (X,U) on uniforminen avaruus, viita-
taan topologisilla kasitteilld topologiaan 7 ja sen indusoimaan karteesisen tulon
X x X tulotopologiaan, ellei toisin mainita.

Lause 2.22. Jos uniformisen avarvuden (X,U) lihisto V' on avoin joukon X x
X tulotopologiassa, niin V() on avoin topologiassa Ty . Analogisesti, jos V on

suljettu tulotopologiassa, niin V() on suljettu.

Lause 2.23. Jos B on uniformisen avaruuden (X,U) kanta, niin joukko

{V(x) | V € B} on pisteen x ymparistokanta topologiassa Ty .

Lause 2.24. Jos (X,U) ja (X',U’) ovat kaksi isomorfista uniformista ava-
ruutta, niin isomorfismi f : X — X' on myds homeomorfismi indusoitujen

topologioiden suhteen.
Huomautus 2.25. Eri uniformiteetit voivat indusoida saman topologian.

Lause 2.26. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus. Jos V on symmetrinen li-
histé ja M joukon X x X osajoukko, niin Vo M oV on joukon M ympdristé

joukon X x X tulotopologiassa. Joukon M sulkeuma tulotopologiassa on
M=nyesVoMoV, (1)
missd S on symmetristen lihistojen joukko.

Lause 2.27. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus sekd A joukon X osajoukko.
Edelleen olkoon V' symmetrinen ldhisté. Joukko V (A) on joukon A ympdristé

indusoidussa topologiassa Ty, sekd

A=nNyesV(A) =NyerV(A), (2)



missd S on kaikkien symmetristen lihistdjen joukko.

Lause 2.28. Joukot {V |V € U}, {intV |V € U}, {V |V €U, V on avoin},
{V |V eU V on suljettu}, {V | V € U, V on avoin ja symmetrinen}
seka {V |V € U, V on suljettu ja symmetrinen} ovat uniformisen avaruuden
(X,U) kantoja.

Lemma 2.29. Jos V on tulotopologiassa suljettu lihisté, niin V (x) on pisteen

T suljettu ymparisto.

Lause 2.30. Jokainen uniformiteetin indusoima topologinen avaruus (X, )

on Ts-avaruus. Jokainen Hausdorffin (X, 7y) on sadnnéllinen.

Lause 2.31. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus. Topologinen avaruus (X, 1y)

on Hausdorff, jos ja vain jos NycyV = Ax.

2.5 Tasaisesti jatkuvat kuvaukset

Uniformisten avaruuksien yksi tarked ominaisuus on se, ettd metristen avaruuk-

sien tasaisen jatkuvuuden kiisite voidaan yleistia.

Maéiritelmi 2.32. Kuvauksen f : X — X', missi X ja X’ ovat uniformi-
sia avaruuksia, sanotaan olevan tasaisesti jatkuva, jos jokaista uniformisen ava-
ruuden (X', U’) 1ahistod V' kohti on olemassa sellainen uniformisen avaruuden
(X,U) l8histo V, ettd aina kun (x,y) € U, niin (f(z), f(y)) € V.

Huomautus 2.33. Jos g = f x f, niin f on tasaisesti jatkuva, jos ja vain jos
g Y(V'") € U aina, kun V' € U’.

Lause 2.34. Tasaisesti jatkuva kuvaus on jatkuva indusoidun topologian suh-

teen.

Huomautus 2.35. Kiinteinen viite ei pidd paikkaansa. Indusoidun topologian

suhteen jatkuva kuvaus ei ole vilttadmatta tasaisesti jatkuva.

Lause 2.36. Jos f ja g ovat tasaisesti jatkuvia kuvauksia, niin yhdistetty kuvaus

go [ on tasaisesti jatkuva.
Lause 2.37. Olkoot X ja X' uniformisia avauuksia. Bijektiivinen kuvaus [ :

X — X' on isomorfismi, jos ja vain jos f sekd f~' ovat tasaisesti jatkuvia.

2.6 Uniformiteettien vertailu

Tutkitaan lyhyesti inkluusion antamaa tietyn joukon uniformiteettien jarjestys-

ta.



Maééritelmé 2.38. Olkoot (X,U;) ja (X, Us) uniformisia avaruuksia. Unifor-
miteetti Uy on hienompi kuin U, ja vastaavasti Us karkeampi kuin Uy, jos ident-
tinen kuvaus id : X — X on tasaisesti jatkuva silloin, kun 1dhtojoukko on va-
rustettu uniformiteetilla U; ja maalijoukko uniformiteetilla Us. Jos Uy # Us,

niin kyseessé on aito hiennommuus ja aito karkeammuus.

Huomautus 2.39. Kyseessé on tietyn kiintedn joukon uniformiteettien jérjes-
tys. Koska identtinen kuvaus uniformiselta avaruudelta itselleen on selvésti ta-
saisesti jatkuva, on relaatio refleksiivinen. Transitiivisuus seuraa lauseesta 2.36.

Antisymmetrisyys seuraa puolestaan lauseesta 2.37.

Lause 2.40. Uniformiteetti Uy on hienompi kuin uniformiteetti U, jos ja vain

jos aina, kun V € Us, niin on voimassa myds V € U;. Toisin sanoen Us C Uy.

Lause 2.41. Olkoon 1y, uniformiteetin (X,U) indusoima topologia ja vastaa-
vasti Ty, uniformiteetin (X,Us) indusoima topologia. Jos Uy on hienompi kuin

Us, niin 77, on hienompi kuin Ty, .

2.7 Indusoidut uniformiteetit

Kuvaukset indusoivat uniformiteetin vastaavalla tavalla kuin topologiankin.

Lause 2.42. Olkoon X joukko. Olkoon edelleen (Y;,U;);cr perhe uniformisia
avarvuksia yli joukon I. Olkoon f; : X — Y; kuvaus aina, kun i € I. Kdyte-
tian edelleen merkintda g; = f; x f; kaikilla i € 1. Olkoon A kaikkien muotoa
gi_l(Vi), missa V; € Uy, olevien joukkojen joukko. Tdlloin A on yksikdsitteisen
uniformisen avarvuden (X,U) esikanta. Edelleen jokainen uniformiteetti, jon-
ka suhteen jokainen kuvaus f; on tasaisesti jatkuva on hienompi kuin (X,U).
Olkoon edelleen kuvaus h : Z — X, missd Z on uniforminen avaruus. Kuvaus h
on tasaisesti jatkuva, jos ja vain jos jokainen kuvaus f; o h on tasaisesti jatkuva

kuvaus uniformiselta avaruudelta Z uniformiseen avaruuteen Y;.

Maidéritelmi 2.43. Lauseen 2.42 nojalla saatu joukon X uniformiteetti on ku-

vausten f; indusoima uniformiteetti.

Lause 2.44. Indusoidun uniformiteetin indusoima topologia on myds karkein
topologia, jonka suhteen kaikki kuvaukset f; ovat jatkuvia eli kuvausten f; in-

dusoima topologia.

Lause 2.45. Olkoon X joukko. Edelleen olkoon (Z;);cr perhe uniformisia ava-
ruuksia yli joukon I. Olkoon (Jx)xcr joukon I ositus. Olkoon edelleen (Y))xerL
perhe joukkoja yli joukon L. Olkoon lisiksi hy : X — Y kuvaus aina, kun A € L.
Olkoon edelleen g, » : Y\ — Z, kuvaus aina, kun . € I sekd A\ € L. Kdytetidn

yhdistetyille kuvauksille merkintid f, = g, » o hx. Olkoon joukossa Yy kuvausten



9., indusoima uniformiteetti aina, kun v € Jy sekd A € L. Tdlloin kuvaukset

(f.)er ja (hx)xer indusoivat saman uniformiteetin joukkoon X.

2.8 Uniformisen avaruuden aliavaruudet
Indusoinnin sovelluksena voidaan tutkia uniformisen avaruuden aliavaruuksia.

Maiéritelmd 2.46. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus ja A joukon X osa-
joukko. Inkluusiokuvaus i : A — X, jolle i(z) = x, indusoi joukkoon A unifor-
miteetin lauseen 2.42 nojalla. Kyseessd on relatiiviuniformiteetti, ja (A, U;) on
uniformisen avaruuden (X, U) uniforminen aliavarvus. Merkitdin aliavaruuden

ldhistdjen joukkoa Ux|a:lla.

Lause 2.47. Uniformisen avaruuden (X,U) aliavaruuden (A, Ux|4) indusoima
joukon A topologia TUx 4 OT Sama kuin joukon A relatiivitopologia uniformitee-

tin U indusoiman joukon X topologian Tty suhteen.

Lause 2.48. Jos (A,Ux|a) on uniformisen avaruuden (X,U) aliavaruus ja
f+ X — X' tasaisesti jatkuva kuvaus uniformiseen avaruuteen (X',U’),
niin rajoittuma f | A on tasaisesti jatkuva relatiiviuniformiteetin Ux s suh-
teen. Lisiksi, jos uniformisen avaruuden (X',U’) aliavaruus A’ toteuttaa eh-
don f(X) C A', niin myds talldin f on tasaisesti jatkuva relatiiviuniformiteetin

Ux:|ar suhteen.

Lause 2.49. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus sekd A C B C X. Aliavaruus

A on identtinen sekd aliavaruuden B ettd avaruuden X aliavaruutena.

Lause 2.50. Olkoon A tihed uniformisen avaruuden X osajoukko. Olkoon B =
{V |V €Ux|a}. Joukko B on uniformisen avaruuden (X,U) kanta.

2.9 Uniformisten avaruuksien tuloavaruus
Toinen indusoinnin tarkeé sovellus on uniformisten avaruuksien tulo.

Maéritelmé 2.51. Olkoon [(X,U),],er perhe uniformisia avaruuksia. Olkoon
edelleen X = [],.;
indusoi lauseen 2.42 nojalla joukkoon X uniformiteetin U, jolloin (X,U) on

X, karteesinen tulo. Projektioiden pr, : X — X, perhe

uniformisten avaruuksien tuloavaruus. Perheen [(X,U),],cs jdsenet ovat tuloa-

varuuden tekijoitd.

Lause 2.52. Uniformisten avaruuksien tuloavaruuden indusoima topologia on

sama kuin tekijéiden indusoimien topologioiden tulotopologia.

Lause 2.53. Olkoon f = (f,) kuvaus joltakin uniformiselta avaruudelta Y uni-
formisten avaruuksien tuloavaruuteen X. Kuvaus f on tasaisesti jatkuva, jos ja

vain jos jokainen f, on tasaisesti jatkuva.



Lause 2.54. Olkoot (X,).,cr ja (Y,).cr uniformisten avaruuksien perheitd yli
saman indeksijoukon I. Olkoon lisiksi f, : X, — Y, kuvaus aina, kun ¢ € I.
Jos jokainen f, on tasaisesti jatkuva, niin myés tulokuvaus f : (z,) — (f.(x,))
on tasaisesti jatkuwva. Kddntden, jos f on tasaisesti jatkuva ja joukot X, ovat

epatyhjid, niin myds jokainen f, on tasaisesti jatkuva.

Lause 2.55. Olkoon X joukko ja (Y,),cr perhe uniformisia avaruuksia. Olkoon
edelleen jokainen f, : X — Y, kuvaus. Olkoon f: X — Y sellainen kuvaus, jolle
f(z) = (f.(x)). Olkoon Ux kuvausten f, indusoima uniformiteetti. Tdlloin Ux

on sama kuin kuvauksen f indusoima uniformiteetti.

Lause 2.56. Olkoon (Y,),c; perhe uniformisia avaruuksia, sekd A, uniformi-
sen avaruuden X, aliavaruus aina, kun ¢ € I. Uniformisten avaruuksien tulon
Y =]],c; Y. karteesiseen joukkotuloon A = [],.; A, indusoima relatiiviunifor-

miteetti on sama kuin alicvaruuksien (A,) tulona saatu uniformiteetti.

3 Uniformisen avaruuden pseudometristyvyys

3.1 Yleista

Kappaleen tavoitteena on kisitelld lyhyesti Kelleyn General Topologyn mukai-

nen uniformisen avaruuden virittdminen pseudometriikoilla.

3.2 Pseudometrisen avaruuden tekijiavaruus

Ensiksi tarkastellaan pohjustuksena lyhyesti yleistd pseudometrisen avaruuden

luhistamista metriseksi avaruudeksi.

Lause 3.1. Olkoon (X,d’) pseudometrinen avaruus. Muodostetaan ekvivalens-
sirelaatio R seuraavasti: xRy, jos ja vain jos d'(x,y) = 0. Kaytetian merkintdd
Z ={y € X | zRy}. Madritelliin edelleen kuvaus d : X/R x X/R — [0,00)
asettamalla d(%,§) = d'(x,y). Tdlloin (X/R,d) on metrinen avaruus. Edelleen
jokaisella pseudometriselld avaruudella on tihed aliavaruus, joka on metrinen

avaruus.

Todistus. Todetaan ensin, ettd R on todella ekvivalenssirelaatio. Refleksiivi-
Syys ja symmetrisyys seuraavat vilittomaésti pseudometriikan aksioomista. Ol-
koon xRy sekd yRz. Talloin d'(x,z) < d'(x,y) + d'(y,z) = 0, ja relaatio on
my0s transitiivinen. Todetaan sitten, ettd kuvaus d on hyvin mééritelty. Olkoon
d'(z,2') = 0 sekd d'(y,y") = 0. T&llsin

d(z,y) <d(z,2")+d (@ y)+d Y, y) =d @, y).



Vastaavasti saadaan kdsnteinen tulos d’'(z’,y’) < d'(z,y). Tall6in on oltava voi-
massa d(z,y) = d(z',y’), ja kuvaus ei riipu ekvivalenssiluokkien edustajiston
valinnasta.

Pseudometriikan aksioomat periytyvit suoraan kuvaukselta d’. Lisaksi ehto
d(Z,9) = 0 implikoi ehdon d'(x,y) = 0, jolloin & = g. Tekijdjoukot voidaan
korvata konstruktiossa ekvivalenssiluokkien edustajistolla, jolloin saadaan tihed

aliavaruus. O

3.3 Pseudometriikan virittama uniformiteetti

Pseudometriikka antaa aina joukkoon uniformiteetin seuraavan tarkastelun mu-

kaisesti.

Lause 3.2. Olkoon (X,d) pseudometrinen avaruus. Olkoon edelleen € > 0.

Madritelldidn joukot V. seuraavasti.
Ve={(z,y) € X x X | d(x,y) < €}.
Joukot (Ve)eeR+ muodostavat uniformisen avaruuden kannan.

Todistus. On voimassa Vyin(e.ery C VeNVer, joten lauseen 2.16 ehto 1 on voimas-

sa. Edelleen aina, kun = € X, niin d(z,z) = 0. Téll6in siis aina Ax C V, néin

my6s ehto 2 on voimassa. Ehto 3 on voimassa, koska d(z,y) = d(y, ), jolloin

siis ehto (z,y) € V. implikoi ehdon (y,z) € V. ja jokainen V; on symmetri-

nen joukko. Ehto 4 seuraa puolestaan kolmioepédyhtalosta. Jos (z,y) € VeoVe,
e

niin on olemassa sellainen z € X, jolle d(z,z) < § sekd d(z,y) < §. Télléin

d(z,y) < d(z,2) +d(2,y) <, joten (z,y) € V.. Siispd Ve o Ve C V.. O

Maiidritelma 3.3. Lauseen 3.2 uniforminen avaruus on pseudometriikan d wi-

rittdmd uniforminen avaruus (X, Uy).

Huomautus 3.4. Jos ei toisin mainita, niin jatkossa oletetaan, ettd R on varus-

tettu euklidisen metriikan virittdmalla uniformiteetilla, jota merkitdén U, :lla.

Lause 3.5. Olkoon (X,d) pseudometrinen avaruus. Pseudometriikan d virittd-
man uniformiteetin U indusoima topologia on sama kuin pseudometriikan in-

dusoima topologia.

Todistus. Viite seuraa vilittomésti siitd, ettd Vo(z) = {y € X | (z,y) € V.} =
{y e X |d(z,y) <e}. O

Lause 3.6. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus sekd (X,d) pseudometrinen
avaruus. Kuvaus d on tasaisesti jatkuva joukon X x X tulouniformiteetin suh-
teen, jos ja vain jos pseudometriikan d virittdmd uniformiteetti on karkeampi

kuin uniformiteetti U.



Todistus. Projektioiden indusoimalla tulouniformiteetilla on kantanaan muotoa
{{(z,y), (u,v) e (X x X) x (X x X) | (z,y) e V1 €U A (u,v) € Vo €U}

olevat joukot. Jos d on tasaisesti jatkuva, niin jokaista positiivista reaalilukua
€ kohti on olemassa sellaiset V;,Va € U, ettd jos (x,y) € Vi sekd (u,v) € Vs,
niin (d(z,y),d(u,v)) € V¢ € U,, toisin sanoen |d(x,y) — d(u,v)| < e. Erityisesti
valinnalla u = v saadaan ehto d(x,y) < e, joka on sama kuin ehto (z,y) € V, €
Ugy. Talloin siis (z,y) € Ve aina, kun (z,y) € Vi, koska Ax C V5. Niin ollen
V1 C V¢, ja aksiooman f 3 nojalla V, € U.

Kadntden ehdosta d(z,y) < d(z,u) + d(u,y) < d(z,u) + d(u,v) + d(v,y)
tai ehdosta d(u,v) < d(u,z) + d(z,y) + d(y,v) seuraa ehto |d(z,y) — d(u,v)| <
d(z,u) + d(v,y). Talléin siis |d(z,y) — d(u,v)| < 25 = ¢, jos (x,u),(v,y) €
Ve € Ug. Néin ollen d on tasaisesti jatkuva, jos jokainen V. € Uy on myds
uniformiteetin U 1&histd. O

3.4 Pseudometristyvyys

Tutkitaan millaisin edellytyksin jokin uniformiteetti on jonkin pseudometriikan

tai pseudometriikkaperheen virittadma.

Lemma 3.7. Olkoon (U,) sellainen jono joukon X x X osajoukkoja, ettd
jokainen joukko U, sisdltdd diagonaalin Ax. Oletetaan lisiksi Uy = X x X
sekd, ettd ehto Uyt 0 Upy1 0o Uy C U, tdyttyy aina, kun n € N. Tdlléin on

olemassa kuvaus d : X x X — [0,00), joka tayttid seuraavat ehdot.
(1) Pitee d(x, z) < d(z,y) + d(y, z) aina, kun z,y,z € X.
(2) On voimassa Uy, C {(z,y) € XxX | d(z,y) < 35} C Un—1 aina, kunn € N.

Jos joukot U,, ovat symmetrisid, niin kuvaus d on pseudometriikka.

Todistus. Maaritellddin kuvaus f : X x X — [0,00) seuraavasti. Jos (z,y) €
Un-1 \ Uy, niin asetetaan f(z,y) = 2% Edelleen asetetaan f(z,y) = 0, jos
(7,y) € NpenU,. Olkoon sitten K, ,y joukko, jonka alkioina ovat ne darelliset
jonot xg, -+, Trt1, joille x =z sekdl y = x11, kun (z,y) € X x X. Kdytetain
edelleen merkintdd S, ,) = {ZLO f(@i, zig1) | (Ti)o<i<isr € Ky}

Voidaan mééritelld kuvaus d : X x X — [0, 00) kaavalla d(z,y) = infS(y,,)
Olkoon (z;)o<i<k’ € K(52) ja (yi)o<i<k € K(.y) sekd x,y,z € X. Muodos-
tetaan jono (z)o<i<k/+k7’+1 € Ky,. Asetetaan z, = z;, kun 0 < ¢ < K/,
sekd, edelleen z; = y;_p—1, kun k' < i < k' + k” + 1. Nain nahdian, et-
td jos a € Sz ja b € S(.,), niin a +b € S, ). Edelleen siis on oltava
infSey) < infSu,z) +infS(. ), ja kolmioepiyhtalo toteutuu.
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Koska Ax C NpenUn, niin d(z,z) = 0 aina, kun € X. Jos joukot U,, ovat
symmetrisié, niin f(z,y) = f(y, ) aina, kun x,y € X. Néin siis d(z,y) = d(y, x)
aina, kun z,y € X. Télldin kuvaus d on pseudometriikka.

Jos (z,y) € Uy, niin f(z,y) < 5. Koska f(z,y) € S(z,), niin d(z,y) <
flz,y) < QL Talléin

Un € {(9) | d(2,9) < 52}

Todistetaan induktiolla kaava,

n

f@o,ni1) <2 fl@i,wiga)-
i=0
Tapaus n = 0 saa muodon f(xg,z1) < 2f(x,z1). Kdytetddn merkitdd g(r,s) =
Zfﬂ f(zi,2;41). Olkoon k suurin luonnollinen luku, jolle pitee g(0,k — 1) <

79(02’71)- Téllsin myds g(k + 1,n) < M, koska muuten olisi

9(0,n)
2

g(Oﬂ’L) —g(k + 17”) = g(OJﬂ) <

ja k ei olisi suurin ehdon tayttéva luku. Induktio-oletuksen nojalla on siis voimas-
sa f(xg,xr) <2¢(0,k—1) < 2@ sekd samoin f(zx41,Tnt1) < 29(k+1,n) <
2@. Edelleen selvésti f(zg,zr+1) < g(0,n). Olkoon m puolestaan pienin
luonnollinen luku, jolle péatee 27,1% < ¢(0,n). Tallsin

(x07xk)a (mkaxk+1)7 (xk+17xn+1) c Uma

silla )
f($07xk)a f(xkvxk+1)a f(xk+l7xn) S g(oa n) < 27m
Nain ollen
(170,58”4.1) € Um © Um © Um C Um—l-
Tallsin f(zo, Tny1) < Qim = 22m1+1 < 2¢(0,n), ja siis on aina voimassa
flxo,xpi1) < 22?:0 f(zi,xiq1). Jos siis d(x,y) < %, niin f(z,y) < 2,1%1
Néin (z,y) € Up—1, ja {(z,y) € X x X | d(z,y) < 55} C Up_1. O

Lause 3.8. Uniforminen avaruus on pseudometriikan virittdmd, jos ja vain jos

silld on numeroituva kanta.

Todistus. Olkoon (V;,)nen uniformisen avaruuden kanta sekd S symmetristen
lahist6jen joukko. Lisddmélla kantaan tarvittaessa yksi joukko voidaan olettaa,
ettd Vp = X x X, jolloin médritelliin Uy = X x X. Lauseiden 2.17 ja 2.15

3
nojalla joukko {U| U € S} on uniformiteetin kanta. Koska joukko V; on lihistd,
3
voidaan valita sellainen symmetrinen 1dhisté Uy, ettd Uy C V7. Edelleen saadaan

3
lemmojen 2.7 ja 2.5 avulla tulos U3 = Uy o Ax o Ax CU;C Vi. Oletetaan nyt,

11



ettd symmetrinen l3histé U,_; on valittu ja se tayttdd ehdon U,_1 C V,_1.
Joukko W = U,,_1 NV, on aksiooman f 2 nojalla 1dhist6. Voidaan siis valita

3
sellainen symmetrinen 13hist6 U, ettd ehto U, C W tiytyy. Samoin kuin edelld

voidaan paitelld, ettd on myoOs voimassa
3
U, cU,CW CV,.

3
Lisgksi U,C W C U,_1. Néin ollen on induktiivisesti maaritelty lemman 3.7
ehdot tdyttava jono U, joka on liséksi uniformiteetin U kanta. On siis olemassa

sellainen pseudometriikka d, ettd
1
Un C{(z,y) € X x X [ d(z,y) < 57} C Un1-

Uniforminen avaruus (X, U) on niin pseudometriikan d virittdma.
K&dntéden, jos avaruus on pseudometriikan virittdmé, niin joukot
1
{(0,9) € X x X | dlay) < 5

muodostavat uniformiteetin numeroituvan kannan. O

Lause 3.9. Uniforminen avaruus (X,U) on metriikan virittdémd, jos ja vain

jos se indusoi Hausdorffin topologian ja silld on numeroituva kanta.

Todistus. Olkoon (X,U) metriikan virittdmé&. Jos x ja y ovat avaruuden kaksi
eri pistettd, niin d(z,y) > 0. Talldin (z,y) ¢ Vaww , jolloin NyeyV = Ax.
Néin lauseen 2.31 nojalla (X, U) on Hausdorff. Edelleen lauseen 3.8 perusteella
on olemassa avaruuden (X, U) numeroituva kanta.

Kasntden olkoon avaruudella (X,U) numeroituva kanta, sekii olkoon sen
indusoima topologia Hausdroff. Lauseen 3.8 nojalla (X, U) on pseudometriikan
d virittdma. Jos on olemassa sellaiset eri pisteet = ja y, joille d(z,y) = 0, niin
piste (z,y) kuuluu jokaiseen 18hist6on, miké on vastoin lausetta 2.31. Néin ollen
d on metriikka. O

Lause 3.10. Olkoon X joukko sekd P kokoelma joukon X pseudometriikoita.
Muotoa Vye = {(z,y) € X | d(z,y) < €}, missi d € P, olevien joukkojen

adrellisten leikkausten kokoelma B on erddn joukon X wuniformiteetin U kanta.

Todistus. Jos d € P, niin mééritelmén 3.3 mukaisesti on olemassa joukon X uni-
formiteetti Uy. T&ll6in lauseen 2.42 nojalla identtiset kuvaukset idg : X — X
indusoivat joukkoon X uniformiteetin U, kun maalijoukossa on aina uniformi-

teetti Uy. Lauseen 2.42 perusteella B on uniformiteetin U kanta. O

Lause 3.11. Olkoon (X, U) uniforminen avaruus. Olkoon P niiden pseudomet-

riikkojen joukko, jotka ovat tasaisesti jatkuvia joukon X x X tulouniformiteetin
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suhteen. Muotoa Vg, = {(z,y) € X | d(x,y) < €}, missd d € P, olevien jouk-
kojen ddrellisten leikkausten kokoelma on uniformisen avaruuden (X,U) kanta.

Lisdksi joukko P on aina epdtyhjd.

Todistus. Lauseesta 3.10 seuraa, ettéd kyseinen darellisten leikkausten kokoelma
on jonkin joukon X uniformiteetin U’ kanta. Olkoon V' 1dhisto sekd Uy = X x X.
Symmetriset 1dhist6t muodostavat uniformiteetin kannan lauseen 2.17 perusteel-
la, joten voidaan valita sellainen symmetrinen 1dhistd Uy, etta U; C V. Edelleen,
koska my6s muotoa I/%/, missd W on symmetrinen 13histd, olevat joukot muo-
dostavat uniformiteetin kannan lauseen 2.15 perusteella, voidaan edelleen valita

3
symmetrinen l&hist6 Us, jolle UsC U;. Mé&dritelméi voidaan jatkaa induktiivi-
sesti samoin kuin lauseen 3.8 todistuksessa. TAlloin lemmasta 3.7 seuraa, ettd

on olemassa sellainen pseudometriikka d, jolle
U2C{(x,y)6X><X|d(x,y)<i}CU1CV
sekd, yleisemmin
Un € {(29) € X x X | d(w,y) < 1) C Uy 1.

Néin siis aksiooman f 3 nojalla V' € Uy, seké samoin jokainen V; . € U. Lauseesta
3.6 seuraa siis, ettd U’ C U ja toisaalta d:n tasainen jatkuvuus. Niin ollen
U=U". O

Maiéritelma 3.12. Olkoon P kokoelma joukon X pseudometriikkoja. Merki-
taan B:lld joukkoa {Vy. |d € PAe € [0,00)}. Jos B on uniformisen avaruuden
(X,U) kanta, niin P virittdd uniformiteetin U.

Lause 3.13. Jokainen uniforminen avaruus on jonkin pseudometriikkojen ko-

koelman virittdmd.
Todistus. Seuraa valittomaésti lauseesta 3.11. O

Huomautus 3.14. Uniformisen avaruuden virittdvien pseudometriikkojen ko-
koelma ei kuitenkaan ole yksikésitteinen. Kokoelmaksi voidaan aina lauseen 3.11
nojalla valita niiden pseudometriikoiden joukko, jotka ovat tasaisesti jatkuvia
tulouniformiteetin suhteen ja jokainen virittajisto sisdltyy tdh&n joukkoon. Ko-

koelmaa voidaan siis pitdé erdénlaisena kanonisena virittadjistona.

Lause 3.15. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus, jonka virittad pseudomet-
riikkojen kokoelma P. Avaruus X on Hausdorff, jos ja vain jos kaikkia sellaisia
x,y € X, joille x # y, kohti on olemassa sellainen d € P, jolle d(z,y) > 0.
Erityisesti, jos uniformisen avaruuden (X,U) virittajistéon P kuuluu yksikin

metriikka, niin (X,U) indusoi Hausdorffin topologian.
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Todistus. Jos jollekin d € P on voimassa d(z,y) > 0 aina, kun z ja y ovat ava-
ruuden X eri pisteité, niin on olemassa lahistd V, o) johon (z,y) ei kuulu.
Néin ollen kaikkien 1dhistGjen leikkaus on diagonaali, ja viite seuraa lauseesta
2.31 ottaen huomioon, ettd paédttelyn voi suorittaa myos kidnteisessd jarjestyk-

Sessa. O

Lause 3.16. Jokainen uniforminen avaruus (X,U) on isomorfinen sellaisen
tuloavaruuden aliavaruuden kanssa, ettd tuloavaruvuden tekijit ovat pseudomet-
ritkan virittdimid. Jos (X,U) on Hausdorff, niin X on isomorfinen sellaisen
tuloavaruuden aliavaruuden kanssa, ettd tuloavaruuden tekijit ovat metriikan

virittamaa.

Todistus. Olkoon P tulouniformiteetin suhteen tasaisesti jatkuvien pseudomet-
riikkojen d : X x X — [0, 00) kokoelma. Jokaisella pseudometrisella avaruudella
(X, d), missd d € P, on pseudometriikan virittima uniformiteetti Uy. Talloin
tuloavaruus [ [, (X, Uq) on uniforminen avaruus, jonka uniformiteetti on pro-
jektioiden indusoima. Madritellddn kuvaus f : X — [[,cp(X,Uy) siten, ettd
patee [f(x)]q = = aina, kun =z € X. Yhdistetty kuvaus pry o f on identtinen
kuvaus jokaiselta pseudometriseltd avaruudelta itselleen. N&in ollen transitiivi-
suutta koskevan lauseen 2.45 perusteella kuvaus f indusoi joukkoon X saman
uniformiteetin kuin identtiset kuvaukset, mikéd on lauseen 3.10 todistuksen no-
jalla pseudometriikkojen virittdméa uniformiteetti. Kuvaus f on injektio, joten
(X,U) on isomorfinen tuloavaruuden aliavaruuden f(X) kanssa.

Jos (X,U) on lisdksi Hausdorffin avaruus, niin merkitdén kullakin d € P
lauseen 3.1 luhistavaa projektiota hg:1l3 seké d':114 tekijajoukon metriikkaa. Tél-
16in g = [];cp ha o f on kuvaus uniformiselta avaruudelta (X, U) uniformiseen
avaruuteen [[,cp(X/R,d’). Téllsin prg o g = hgq on isometrinen kuvaus ava-
ruudelta (X, d) avaruudelle (X/R,d') aina, kun d € P. Lisdksi U on kuvausten
hq indusoima uniformiteetti transitiivisuutta koskevan lauseen 2.45 perusteella,
silld aina hgy = hgot, kun d € P. Jilleen my0s g on injektio lauseen 3.15 nojalla,
koska (X, U) on Hausdorffin avaruus. O

4 Konvergenssi topologisessa avaruudessa

4.1 Yleista

Maéritellddn kaikki topologisen avaruuden konvergenssin teoriaan tarvittavat
kisitteet ja perustulokset. Filtterit kasitelliin Bourbakin teokseen General To-
pology perustuen. Liséksi esitetddn verkon méaéritelma lyhyesti topologisten vek-
toriavaruuksien luentomonisteeseen nojautuen seka todistetaan verkkojen ja filt-

tereiden vélinen yhteys.
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4.2 Filtterit

Méiaritelldan filtterin kéisite, jolle konvergenssin teoria voidaan perustaa.

Masritelma 4.1. Olkoon F epétyhji kokoelma joukon X osajoukkoja. Joukko

F on filtteri joukossa X, jos se toteuttaa seuraavat aksioomat.
f 1. Pdtee () ¢ F.

f2. Jos A, BeF, niin ANBe¢F.

f3. JosAeF ja AC B, niin B€ F.

Esimerkki 1. Olkoon (X, 1) topologinen avaruus ja x € X. Merkitain kaikkien
pisteen x ympéristdjen joukkoa B(z):114. Talloin B(x) on filtteri. Piste 2 kuuluu
jokaiseen ympiristoonsi, joten aksiooma f 1 on voimassa. Jos W, W' € B(x),
niin on olemassa sellaiset avoimet joukot V ja V', etta V. C W sekd V' C W',
Talloin leikkaus V' NV’ on sellainen avoin joukko, johon piste z kuuluu seké
VNV c WnW'. Talléin siis W N W’ on pisteen x ympéristd, ja aksiooma
f 2 on voimassa. Edelleen, jos W on pisteen x ympéristd ja W C W’ niin
x €V CW C W, missd V on avoin joukko. Néin ollen my6s W’ on ympéristo,
ja aksiooma f 3 toteutuu. Vastaavalla tarkastelulla huomataan myos topologisen
avaruuden osajoukon ympéristojen kokoelma filtteriksi.

4.3 Filttereiden jirjestys

Inkluusio antaa suuntauksen myos tietyn joukon filttereille. My6hemmin esitet-
tava filtterin suppenemisen maaritelma perustuu tille jarjestykselle, joka ndin
on tarkedssé roolissa teorian kehittelyssa.

Maééaritelmé 4.2, Olkoot F ja F’ filttereitd joukossa X . Filtteri F' on hienompi
kuin F ja vastaavasti F’ on karkeampi kuin F, jos F' C F. Edelleen, jos lisiksi

F' # F, niin kyseessé on aito hiennommuus sekd aito karkearmnmuus.

Huomautus 4.3. Kyseessd on joukon X filttereiden jarjestysrelaatio. Triviaa-
listi jokainen filtteri on itsedin karkeampi. Inkluusiorelaatio on liséksi selvisti

transitiivinen ja antisymmetrinen.

Lause 4.4. Olkoon (F;);cr epatyhja perhe filttereitd joukossa X . Leikkaus F =

Nier Fi on filtteri ja perheen (F;)icr suurin alaraja.

Todistus. Ensinné leikkaus on epdtyhji, silld X kuuluu jokaiseen perheen filtte-
riin. Jos joukko A kuuluu leikkaukseen F', niin A kuuluu jokaiseen filtteriin f,,
joista yksikddn ei sisdlld tyhjda joukkoa. Niin ollen A ei voi olla tyhja joukko,

ja aksiooma f 1 on voimassa.
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Olkoot A ja B joukkoja, joille on voimassa A, B € F. Talléin A, B € F;
aina, kun i € I. Edelleen aksiooman f 2 perusteella AN B € F; aina, kun ¢ € 1.
Nain ollen joukko A N B kuuluu leikkaukseen F', ja aksiooma f 2 on voimassa.

Olkoon sitten A € F seki edelleen B joukko, jolle A C B. On voimassa
A € F; aina, kun ¢ € I, jolloin my6s B € F; aksiooman f 3 perusteella. Niin
ollen joukko B kuuluu leikkaukseen F', ja aksiooma f 3 seuraa.

Selvisti leikkaus F' siséltyy jokaiseen filtteriin F;, eli F' on perheen (F;);crs
alaraja. Kasntéen, jos filtterille F’ pitee F’ C F; aina, kun i € I, niin F” siséltyy
my0s leikkaukseen F'. Néin ollen siis F' on perheen suurin alaraja. O

Mairitelma 4.5. Filtteri F' on ultrafiltteri, jos ei olemassa sitéd aidosti hienom-
paa filtterid. Toisin sanoen ultrafiltteri on jirjestyksen suhteen maksimaalinen

alkio kaikkien joukon X filttereiden joukossa.

Lemma 4.6. Jos F on ultrafiltteri joukossa X sekd A ja B ovat joukon X
sellaisia osajoukkoja, ettd AU B € F, niin joko A € F tai B € F.

Todistus. Tehdddn vastaoletus, ettd on olemassa joukon X osajoukot A ja B,
joille pitee AU B € F sekii A ¢ F ja B ¢ F. Olkoon sitten

FF={McX|AUM € F}.

Tyhja joukko ei kuuluu joukkoon F’, koska A ¢ F, siispd F’ toteuttaa ak-
siooman f 1. Edelleen, jos N,N’ € F’, niin De Morganin lakien nojalla
(NNN)YUA=(NUA)N(N'"UA). Aksiooman f 2 nojalla siis NN N’ € F’.
Télloin aksiooma f 2 toteutuu joukolle F’. Olkoon AUN € F seki N C N'.
Télloin AUN C AU N’ ja aksiooman f 3 nojalla AUN' € F,eli N € F'.
Nain myos aksiooma f 3 on voimassa joukolle F’, joka on siis filtteri joukossa X .
Edelleen B € F’, silla AUB € F. Liséksi, jos N € F, niin AUN € F aksiooman
f 3 nojalla, eli N € F’. Filtteri F’ olisi siis aidosti hienompi kuin F', mikd on

ristiriitaista. O

Lause 4.7. Olkoon (Ax)ker adrellinen joukko joukon X osajoukkoja seki F
ultrafiltteri joukossa X. Jos unioni Upe i Ay kuuluu ultrafiltteriin F', niin jokin

joukoista Ay kuuluu ultrafiltteriin F.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla. Tapaus n = 1 on triviaali, seki tapaus
n = 2 seuraa lemmasta 4.6. Jos nyt viite pétee tapauksessa n = m—1sekd K =
{1,---,m}, niin unioni Ugcx A) voidaan esittdd muodossa (UycgrAr) U Ay,
missd K’ = {1,---,m — 1}. Talloin lemman 4.6 perusteella toteutuu ainakin
toinen ehdoista Upc g A € F tai Ay, € F. Jalkimmaisessd tapauksessa véite on
voimassa. Ensimmaéisessd tapauksessa on induktio-oletuksen nojalla olemassa
jokin Ay joka kuuluu ultrafiltteriin F'. O
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4.4 Filtterin generointi

Tutkitaan, millaiset rakenteet generoivat filtterin ja néin méiritelladn filtteri-
kannan késite.

Lause 4.8. Olkoon X joukko seki A kokoelma joukon X osajoukkoja. Jos ja
vain jos jokaisella ddrelliselld joukolla K C A on voimassa NK # (), niin on
olemassa sellainen filtteri F' joukossa X, ettd A C F.

Todistus. Olkoon F' filtteri, jolle A C F. Aksiooman f 2 ja induktion nojalla
jokainen &irellinen leikkaus NK kuuluu joukkoon F'. Toisaalta tyhja joukko ei
kuulu filtteriin F', joten mikdin leikkauksista ei voi olla tyhja joukko, siispé
lauseen ehto on voimassa.

Ké&antaen olkoon annettu ehto voimassa. Olkoon sitten
F={BCX|(3K C A)(#K <ooANK C B)}.

Selvisti A C F. Todistetaan, ettd F' on filtteri. Annetun ehdon nojalla jokaista
joukkoa B € F kohti on olemassa epétyhja joukko NK, jolle NK C B. Aksiooma
f 1 siis toteutuu.

Olkoot U,V € F. Tallsin on olemassa joukon A &direlliset osajoukot K ja
K', joille NK C V sekd NK’' C U. Joukko (NK) N (NK’) on &irellinen leikkaus
joukon A osajoukoista, sekd (NK)N (NK') CcUNV. Téllgin siis UNV € F, ja
néin aksiooma f 2 toteutuu.

Aksiooma f 3 on selvisti voimassa, silld jos U € F sekd U C V, niin on
olemassa joukon A #érellinen osajoukko K, jolle NK C U C VjasiisV € F. O

Maiédritelmé 4.9. Jos A C P(X) tdyttad lauseen 4.8 ehdon, niin joukko A on

lauseen 4.8 nojalla olemassa olevan filtterin F' esikanta.

Lause 4.10. Olkoon B kokoelma joukon X osajoukkoja sekd
F={AcCcX|@3VeB)(VCA)}

Talléin F on filtteri, jos ja vain jos seuraavat ehdot ovat voimassa.
(1) Jos U,V € B, niin on olemassa joukko W € B, jolle W CUNV.

(2) Pitee B # () seki () ¢ B.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd ehdot 1 ja 2 ovat voimassa. Olkoon C' joukon
B joukkojen &irellisten leikkausten kokoelma. Ehdon 1 ja induktion nojalla
jokaista N € C kohti on olemassa W € B, jolle W C N. Ehdon 2 nojalla
W # 0, joten lauseen 4.8 ehto tiyttyy ja todistuksessa ensiintyvi joukko

F'={NCX|(3KCB)(#K<ocoANK CN)}=
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—{NCcX|(BN' eC)(N' c N)}

on filtteri. Jos M € F”, niin on siis edelli todetun nojalla olemassa jokin M’ € F,
jolle M’ C M ja nain M € F. Kaéntéen, jos M € F, niin on olemassa W € B,
jolle W C M. Toisaalta W on leikkaus yhdestéd joukosta ja siis W € C, eli
M € F’. Joukot ovat siis identtiset, ja F' on filtteri.

Jos taas F' on filtteri, niin aksiooman f 2 nojalla ehto 1 pétee, koska B C F.
Jos B olisi tyhji joukko, niin myos F olisi tyhji joukko, miké on mahdotonta.
Edelleen, jos ) € B, niin () € F vastoin aksioomaa f 1. Siispd myos ehto 2 on

voimassa. O

Maiéritelmi 4.11. Jos joukko B toteuttaa lauseen 4.10 ehdot, niin se on filtte-
rikanta, joka generoi filtterin F'. Filtterikantojen, jotka generoivat saman filtte-
rin sanotaan olevan keskenddn ekvivalentteja. Jos filtterikanta B generoi filtterin

F sanotaan myos, ettd B on filtterin F' kanta.

Lause 4.12. Jos A on fitterin F' esikanta, niin joukko
B={NgexBr | (#K <o) A (Vk € K)(B, € A)}
on filtterikanta, joka generoi filtterin F'.

Todistus. Jos A on esikanta, niin se tdyttdd lauseen 4.8 ehdon, jolloin () ¢ B.
Joukko B on selvisti suljettu darellisiin leikkauksiin ndhden, joten joukko B
tayttdd lauseen 4.10 ehdot. Lisiksi todistuksesta kiy ilmi, ettd kannan B gene-

roima filtteri on sama kuin esikannan A virittama filtteri. O

Lause 4.13. Filtterin F' osajoukko B on F:n kanta, jos ja vain jos jokainen

filtterin F' joukko sisdltdd jonkin joukkoon B kuuluvan joukon.

Todistus. Jos B on filtterikanta, niin midritelmén nojalla jokainen filtteriin kuu-
luva joukko siséltdé kannan joukon. Kadntden oletetaan nyt, ettd jokainen filt-
teriin kuuluva joukko sisaltda jonkin joukkoon B kuuluvan joukon. Tall6in siis
Fc{AcCX | @3W e B)(W c A} = V. Toisaalta aksiooman f 3 nojalla,
jokainen joukko joka sisdltdé joukon B alkion kuuluu filtteriin. Joukot V' ja F'

ovat siis identtiset, ja B on filtterikanta lauseen 4.10 nojalla. O

Lause 4.14. Olkoot F ja F' filttereitd joukossa X. Olkoot edelleen B ja B’
filtterikantoja, jotka generoivat filtterit F ja F'. Filtteri F' on hienomp: kuin
filtteri F', jos ja vain jos jokainen kannan B’ alkio sisdltdd jonkin kannan B

alkion.

Todistus. Jos F on hienompi kuin F”, niin jokainen M € F’ kuuluu myos jouk-
koon F. Erityisesti my0ds jokaiselle V' € B’ pitee V' € F. Télldin on lauseen

4.13 nojalla olemassa V' € B, jolle V.C V’, eli ehto on voimassa
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Kéa#ntden, jos jokainen kannan B’ alkio sisiltdé kannan B alkion V, niin
lauseen 4.13 nojalla jokainen U € F” siséltdé talloin jonkin joukon V' € B, misté
seuraa aksiooman f 3 perusteella, ettd U € F. On siis todettu, etta F/ C F. [

Lause 4.15. Olkoon F filtteri joukossa X. Olkoot edelleen B ja B’ filtterin F
kantoja. Kannat B ja B’ ovat ekvivalentit, jos ja vain jos jokainen kannan B
alkio sisdltdd kannan B’ alkion sekd kddntden jokainen kannan B’ alkio sisdltdd

kannan B alkion.

Todistus. Seuraa heti lauseesta 4.14 O

Lause 4.16. Olkoon (F;);c; perhe filttereitia. Perheen pienin yliraja on ole-
massa, jos ja vain jos jokainen ddrellinen leikkaus Nigex Ag, missd kukin Ay, €

Uier F;, on epdtyhja.

Todistus. Viite seuraa soveltamalla lausetta 4.8 unioniin U;c7 F;. Jos ja vain
jos ehto téyttyy, niin on olemassa filtteri, joka siséltdd unionin ja n&in kaik-
kien unionin sisdltévien filttereiden leikkaus on selvisti vaadittu pienin ylaraja

lauseen 4.4 nojalla. O

Lause 4.17. Olkoon F filtteri joukossa X. On olemassa ultrafiltteri F' joukossa
X, jolle F C F, eli toisin sanoen F on karkeampi kuin F’.

Todistus. Todistus nojautuu valinta-aksioomaan Zornin lemman muodossa.
Merkitddn A:lla niiden joukon X filttereiden joukkoa, joihin F' sisiltyy.
Inkluusiorelaatio antaa joukkoon A jérjestyksen. Jos K C A on ketju, eli toi-
sin sanoen osajoukko, johon jirjestys indusoi tdyden jarjestyksen, niin jokaisella
aarelliselld K/ C K on selviisti pienin alkio, joka siséltyy epétyhjdin leikkauk-
seen Npe i F. Néin lauseen 4.16 perusteella on olemssa filtteri, joka on perheen
(Fx)kex pienin ylaraja. Yhdiste U;crF; on selvisti epétyhja eikd tyhja joukko
kuulu yhdisteeseen, koska tyhja joukko ei kuulu yhteenkian filttereistd F;. Jos
M,N € Uy, niin on olemassa sellaiset filtterit F; ja Fj, ettd M € F; sekid
N € Fj, missé ¢, 7 € I. Télloin joko F; C Fj tai F; C F;. Siispé joko MNN € F;
tai M NN € Fj. Nain M NN € UserF;. Jos taas M € UjerFj sekd M C N,
niin on olemassa i € I, jolle M € F; ja ndin N € F; C U;crF;. Kyseinen pienin
ylaraja on siis unioni U;cF;, koska unioni on filtteri. Zornin lemman mukaan
joukossa A on t&lloin maksimaalinen alkio, joka on ultrafiltteri ja siséltaa filtte-
rin F. O

Lause 4.18. Olkoot X ja X' joukkoja seki f kuvaus X — X'. Olkoon edel-
leen B jokin joukon X filtterikanta. Joukko {f(V) | V € B} on joukon X’
filtterikanta.
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Todistus. Todistetaan, ettd joukko B’ = {f(V) | V € B} tdyttaa lauseen 4.10
ehdot. Olkoot N’, M’ € B’. Tallin on olemassa sellaiset joukot N, M € B, joille
f(N) = N’ sekd f(M) = M’. Lauseen 4.10 nojalla on olemassa jokin V' € B,
jolle V. NN M. Tallsin f(V) C f(NNM) C f(N)N f(M), ja ehto 1 tayttyy.

Edelleen B’ # (), koska joukko B ei voi olla tyhji. Toisaalta, jos olisi voimassa
() € B’, niin téytyisi olla jokin M € B, jolle f(M) = @, miki on mahdotonta,
koska () ¢ B. O

4.5 Alifiltteri

Tutkitaan lyhyesti, millaisin edellytyksin joukon X filtterin joukkojen leikkauk-

set jonkin joukon X osajoukon kanssa muodostavat filtterin.

Lause 4.19. Olkoon A C X sekd F filtteri joukossa X. Joukko
Fa={ANM|M e F}
on filtteri joukossa A, jos ja vain jos leikkaus AN M # () aina, kun M € F.

Todistus. Ehdon nojalla F4 totetuttaa aksiooman f 1. Edelleen, koska
(MNANNNA) =(MNN)NA,

niin aksiooma f 2 on voimassa. Toisaalta, jos M N A C P C A, niin P =
(MUP)N A€ F4. Siis my6s aksiooma f 3 on voimassa.
Kéintden, jos F4 on filtteri joukossa A, niin mikdéin leikkaus A N M ei voi

olla epiityhja aksiooman f 1 nojalla, kun M € F. O

Maiéritelmi 4.20. Lauseen 4.19 nojalla konstruoitua filtterid kutsutaan ali-

filtteriksi, ja siitd kiytetddn merkintda Fa.

4.6 Tulofiltteri

Tuloavaruuksien tarkastelemista varten tarvitaan vield tulofiltterin kasite.

Lause 4.21. Olkoon (X,),cr perhe joukkoja. Olkoon edelleen joukko B, filtte-
rikanta joukossa X, aina, kun ¢ € I. Olkoot joukon B alkiot muotoa HLE[ M,,
missé K C I on ddarellinen seka M, = X, aina, kun « ¢ K, ja M, € B, aina,
kun € K. Tdllgin B on filtterikanta karteesisessa tulossa [[,.; X,.

Todistus. Koska [[,.; M, N [[,c; N. = [I,e;(M, N N,), niin B on suljettu 4a-
rellisiin leikkauksiin ndhden, ja viite seuraa lauseesta 4.10, silld selvésti B on
epityhji ja 0 ¢ B. O

Maiéritelmi 4.22. Lauseessa 4.21 mainitun filtterikannan generoimaa filtterid

sanotaan tulofiltteriksi.
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4.7 Alkeisfiltteri

Seuraavat tarkastelut ovat myohemmin tarpeellisia tutkittaessa metrisii ja pseu-

dometrisid avaruuksia yleisemmaén teorian erityistapauksina.

Lause 4.23. Olkoon X ddretin joukko. Joukko F = {A C X | A® on ddrellinen}
on filtteri.

Todistus. Tyhjanjoukon komplementti on joukko X, joka on dédreton, ja aksioo-
ma f 1 on ndin voimassa. Jos A, B € F, niin sekd A° ettd B¢ ovat airellisii.
Edelleen darellisten joukkojen unioni on &dérellinen, joten De Morganin lain no-
jalla (AN B)¢ = A° U B¢ on aérellinen, eli AN B € F. Olkoon nyt A € F ja
A C B jollekin B ¢ X . Télloin on voimassa B¢ C A€, jolloin myds B¢ on
darelliseen osajoukkoon sisdltyvind osajoukkona &irellinen. Siispd B € F, ja

aksiooma f 3 on voimassa. O

Maiiritelmi 4.24. Valitaan X = N lauseessa 4.23, jolloin kyseessd on Fréchet’n
filtteri.

Maééritelmé 4.25. Olkoon (z,),en jono joukossa X. Olkoon B jokin Fréchet’n
filtterin kanta sekd f : N — X kuvaus, jolle f(n) = z,. Lauseen 4.18 nojalla
joukko {f(V) | V € B} on filtterikanta, sen generoima filtteri F’ on jonon
alkeisfiltters.

4.8 Filtterin raja-arvo

Maéaritellddn viimein filtterin raja-arvon késite inkluusion antaman jérjestyksen

avulla.

Maisaritelmé 4.26. Olkoon X topologinen avaruus sekd F filtteri joukossa X.
Filtterin F' sanotaan suppenevan kohti pistettd x € X, jos filtteri I’ on hienompi
kuin pisteen x ymparistofiltteri. Pisteen x sanotaan talléin my6s olevan filtterin
F raja-arvo. Vastaavasti filtterikannan sanotaan suppenevan kohti pistettd x,

jos sen generoima filtteri suppenee kohti pistetta x.

Huomautus 4.27. Hausdorffin avaruudessa X filtterin raja-arvo on yksikasit-
teinen, sillé jos filtteri ' suppenee kohti eri pisteitd x,y € X, niin on olemassa
pisteiden erilliset ympéristot U € F ja V € F. Télloin aksiooma f 2 antaa
ristiriidan ) =U NV € F.

Lause 4.28. Filtterikanta B topologisessa avaruudessa X suppenee kohti pis-
tettd x € X, jos ja vain jos jokainen pisteen x mielivaltaisen ympdristokannan

joukko sisdltdd joukon A € B.
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Todistus. Jos ehto on voimassa, niin lauseen 4.14 nojalla kannan B generoima
filtteri on hienompi kuin pisteen x ymparistofiltteri. Samoin kiantden lauseen
4.14 nojalla ehto on voimassa, jos kannan B generoima filtteri on hienompi kuin

pisteen x ymparistofiltteri. O

Maiiritelmi 4.29. Olkoon X topologinen avaruus. Piste z € X on filtterikan-
nan B klusteripiste, jos © € A aina, kun A € B. Piste x € X on filtterin F

klusteripiste, jos se on filtterikannan B klusteripiste, kun B generoi filtterin F'.

Huomautus 4.30. Helposti ndhdaén, etté filtterin klusteripiste on hyvin m&a-
ritelty. Jos olisi olemassa ekvivalentit filtterikannat A ja B sekd kannan A klus-
teripiste z, joka ei olisi kannan B klusteripiste, niin voitaisiin valita sellainen
M € B, jolle x ¢ M. Kuitenkin lauseen 4.15 perusteella olisi olemassa N € A,
jolle N C M. Edelleen saataisiin ristiriita z € N C M.

Lause 4.31. Topologisen avaruuden X piste x on filtterikannan B klusteripiste,
jos ja vain jos pisteen x mielivaltaisen ymparistokannan B(x) jokainen joukko

kohtaa jokaisen filtterikannan joukon.

Todistus. Oletetaan, ettd z ei ole filtterikannan B klusteripiste. Lauseen 4.28
perusteella on olemassa sellainen A € B, etti z ¢ A. Téllsin o kuuluu joukkoon
A joka on avoin ja siis pisteen x ympdéristd. On siis olemassa jokin sellainen
ympéristokantaan kuuluva joukko V' C A, ettd leikkaus VN A on tyhja, ja ndin
ollen lauseen ehto ei ole voimassa.

Samoin kiddntden ndhdéén, ettd jos lauseen ehto on voimassa ja A € B, niin
avoin joukko A° ei voi olla pisteen z ympéristd. Néin siis z € A4, ja viite seuraa
médritelmistd 4.29. [

Lause 4.32. Topologisen avaruuden X piste © on filtterin F klusteripiste, jos
ja vain jos olemassa filtteria F hienompi filtteri F', joka suppenee kohti pistettdi

Z.

Todistus. Olkoon ensin «x filtterin F' klusteripiste sekdi B filtterin F' kanta. Ol-
koon edelleen B’(z) pisteen = ympéristofiltteri. Maaritellddn joukko

A=BUB'(2).

Olkoon K C A &dérellinen. Jos K C B tai K C B’(x), niin selvisti NK # 0. Jos
taas
Kn(BNB'(z))#0,
niin
NK = [N(KNB)|N[NKNB'(z)]] # 0
lauseen 4.31 perusteella, silla N[K N B] € B sekd N[K N B'(z)] € B'(x), koska

K on adrellinen. Joka tapauksessa siis jokainen joukon A alkioiden &&rellinen
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leikkaus on epatyhji. Niin lauseen 4.8 ehto on voimassa, ja on olemassa sellainen
filtteri F”, jolle F, B'(x) C A C F".

Olkoon késintden olemassa filtteri F”, joka on hienompi kuin F seké suppenee
kohti pistettd x. Talléin F’ on my6s hienompi kuin pisteen z ympéristofiltteri.
Olkoon B filtterin F sekii B’ filtterin F’ kanta. Tehdain vastaoletus, ettd x ei
ole filtterin F' klusteripiste. On siis lauseen 4.29 perusteella olemassa sellainen
V € B, jolle pitee = € V. Tallsin U = V° on suljetun joukon komplementtina
avoin ja niin pisteen x ympéristo. Edelleen on olemassa V' € B’, jolle V' C V.
Toisaalta pisteen x ymparistod U kohti on olemassa joukko W € B’, jolle pétee
W C U. Néin lauseen 4.10 ehdon 1 nojalla on olemassa joukko W’ € B’, joka
siséltyy leikkaukseen V' NW. Tamé ei kuitenkaan ole mahdollista, silld leikkaus
on tyhja. O

Maiiritelmi 4.33. Olkoon X joukko sekdl Y topologinen avaruus. Olkoon edel-
leen F filtteri joukossa X sekd f kuvaus X — Y. Avaruuden Y pisteen y sa-
notaan olevan funktion raja-arvo filtterin F suhteen, jos y on filtterikannan
{f(V) CY | V € F} raja-arvo. Jos Y on Hausdorff, niin raja-arvo on yksi-

kiisitteinen, ja kiytetddn merkintdd y = lim f[F].

Lause 4.34. Piste y on funktion [ raja-arvo filtterin F suhteen, jos ja vain
jos jokaista pisteen y ymparistoi V. kohti on olemassa M € F, jolle f(M) C V.
Ehto on edelleen yhtipitivi sen kanssa, ettd f~1(V) € F aina, kun V on pisteen

Yy ymparisto.

Todistus. Lauseen 4.28 nojalla filtterikanta {f(M) C Y | M € F} suppenee
kohti pistettd y, jos ja vain jos jokainen pisteen y ympéristo sisaltdd jonkin
muotoa f(M) olevan joukon.

Edelleen ehto f(M) C V implikoi ehdon M C f~1(V). Ja téllsin aksiooman
f 3 perusteella f~1(V) kuuluu filtteriin F. Ké#intiien, jos f~1(V) € F, niin
ftv)) cv. O

Lause 4.35. Kuvaus f topologiselta avaruudelta X topologiseen avaruuteen Y
on jatkuva pisteessa a, jos ja vain jos f(a) on pisteen a ymparistifiltterin kuvan
{f(M)| M € B(a)} raja-arvo.

Todistus. Olkoon ensin f jatkuva pisteessd a. T&ll6in jokaista pisteen f(a) ym-
péristod U kohti on olemassa sellainen pisteen a ymparisto V, jolle f(V) C U.
Lauseesta 4.34 seuraa, etti f(a) on pisteen a ympéristofiltterin kuvan raja-arvo.

Padttelyn voi suorittaa myos kiddnteiseen suuntaan. O

Lause 4.36. Olkoon X joukko seki (Y,),c; perhe topologisia avaruuksia. Edel-
leen olkoon f, kuvaus joukolta X avaruuteen Y, aina, kun ¢ € I. Kuvauk-

set indusoivat joukkoon X topologian 7. Filtteri F' joukossa X suppenee to-
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pologian T suhteen kohti pistettd a € X, jos ja vain jos jokainen filtterikanta
{f,(V)CY,|V € F} suppenee kussakin avaruudessa Y, kohti pistetti f,(a).

Todistus. Oletetaan, ettd filtteri F' suppenee topologian 7 suhteen kohti pistettd
a. Olkoon B(a) pisteen a ympéristofiltteri. Kuvaukset f, ovat jatkuvia, joten
lauseen 4.35 perusteella kunkin pisteen f,(a) ympéristofiltteri on karkeampi kuin
filtteri {f,(V) | V € B(a)}, joka puolestaan sisdltyy filtteriin {f,(V) | V € F},
silld B(a) C F.

Olkoon nyt ehto voimassa sekd a € X piste, jolle kukin f,(a) on filtterikannan
{f.(V) | V € F} raja-arvo. Olkoon lisiksi V pisteen a ympéristé topologiassa
7. T&lloin on olemassa sellainen direllinen K C I ja sellaiset avoimet joukot
U, CY, etta

VO M=ncxf HU).

Liséksi @ € M, joten aina f,(a) € U,, kun ¢ € K. Lauseesta 4.34 seuraa, etti on
olemassa sellainen W, € F, jolle f,(W,) C U, aina, kun ¢ € K. Téllin

WL C fL_l(fL(WL)) - fL_l(UL)'

Niin ollen kukin f,"}(U,) € F. Koska joukko K on &érellinen, niin joukko M
kuuluu dérellisend leikkauksena filtteriin F'. Niin, koska siis M C V, niin V € F|

ja filtteri F' suppenee méaritelmén nojalla. O

4.9 Verkko

Tutkitaan vield lyhyesti vaihtoehtoista tapaa méiéaritelld topologisen avaruuden

konvergenssi sekd todistetaan méaéritelmien tietty ekvivalenssi.

Maaritelma 4.37. Olkoon S joukko. Relaatio < on suuntaus joukossa X, ja

pari (S, <) on suunnattu joukko, jos seuraavat ehdot ovat voimassa.
(1) Jos z,y,z € S sekih v <y jay < z, niin z < z.
(2) On voimassa = < z aina, kun = € S.

(3) Jos z,y € S, niin on olemassa sellainen z € S, ettd z < z ja y < 2.

Mairitelmd 4.38. Olkoon (S, <) suunnattu joukko sekdi X joukko. Kuvaus
S — X on verkko.

Maiéritelmi 4.39. Verkko ¢ : S — X topologisessa avaruudessa X suppenee
kohti pistettd x, jos jokaista pisteen x ymparistéd W kohti on olemassa sellainen
m € S, ettd ¢(n) € W aina, kun m < n.
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Esimerkki 2. Luonnollisten lukujen joukon tavallinen jérjestysrelaatio < on
selvasti suuntaus joukossa N. Néin jono topologisessa avaruudessa X on verkko,
jonka suppeneminen tarkoittaa, etté jokaista pisteen x € X ympérist6da W kohti

on olemassa sellainen m € N, ettd x,, € W aina, kun n > m.

Lause 4.40. Olkoon ¢ : S — X werkko topologisessa avaruudessa X. Madri-
tellain joukot A, = {d(m) | n < m}. Talldin kokoelma B = {A,, | n € S} on
filtterikanta joukossa X .

Todistus. Olkoot A,, A, € B. Méaritelmén 4.37 nojalla on olemassa sellainen
m € S, ettd n < m seki n’ < m. Jos x € A,,, niin on olemassa sellainen m’ €
¢~1({z}), ettd m < m/ seki transitiivisuuden nojalla n,n’ < m’eliz € A,NA,.
Talloin A,, C A, N A,,. Suuntauksen méaritelméasta 4.37 seuraa, ettd mikian
A € B ei voi olla tyhjd joukko. Viite seuraa nyt filtterikannan mairitelmésta
4.11. O

Maiidritelmi 4.41. Olkoon ¢ verkko. Lauseen 4.40 filtterikannan generoima
filtteri on verkon ¢ sektiofiltteri.

Lause 4.42. Verkko ¢ topologisessa avaruudessa X suppenee kohti pistettd x,

jos ja vain jos sen sektiofiltteri suppenee kohti pistettd x.

Todistus. Jos verkko ¢ suppenee kohti pistettd x, niin jokaista pisteen x ympé-
rist6d W kohti on olemassa sellainen m € S, ettd {¢(n) | m < n} C U. Tal-
16in sektiofiltteri on hienompi kuin pisteen x ympéristofiltteri. Padttely voidaan

suorittaa myo6s kidnteisessi jérjestyksessi. O

5 Cauchyn filtterit ja verkot

5.1 Yleista

Pohjustetaan taydellisyyden méaérittelemists esittdmélla Cauchyn ehdot filtte-
reille ja verkoille. Padipaino on jilleen Bourbakin kirjan mukaisella filttereiden
késittelemiselld ja lyhyemmin tarkastellaan verkkoja Kelleyn kirjan ja topolo-

gisten vektoriavaruuksien luentomonisteen mukaisesti.

5.2 Lé&histon suhteen pienet joukot
Uniformiteetti tarjoaa keinon tietylla tavalla mitata avaruuden osajoukon kokoa.

Maéritelméd 5.1. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus ja V' ldhisto. Olkoon
edelleen A C X. Joukko A on V-pieni, jos Ax ACV.

Lause 5.2. Jos uniformisen avaruuden X osajoukot A ja B, joiden leikkaus on

epdtyhja, ovat V —pienid, niin unioni AU B on V -pieni.
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Todistus. Olkoot x,y € AU B, sekil olkoon z € AN B. Talloin joko (z,z) €
AXx ACV,kun z € A tai vastaavasti (z,z) € B x B C V, kun z € B. Samoin

2
todetaan, ettd (z,y) € V. Siispd (z,y) €V. O

Lemma 5.3. Olkoon V uniformisen avaruuden symmetrinen lihisté. Tdllgin

2
joukko V(x) on V-pieni.

Todistus. Jos (a,b) € V(z) x V(x), niin on symmetrisyyden nojalla voimassa

2
(a,z), (z,b) € V, jolloin siis (a,b) €V. O

5.3 Maiiritelma

Esitetddn nyt yleistys metristen avaruuksien jonoja koskevalle Cauchyn ehdolle.

Maiéritelmd 5.4. Olkoon F filtteri joukossa X sekd (X,U) uniforminen ava-
ruus. Filtteri F' on Cauchyn filtteri, jos jokaista ldhistod V' kohti on olemassa
A C X, joka on V-pieni sekd kuuluu joukkoon F'. Filtterikanta on Cauchyn

filtterikanta, jos sen generoima filtteri on Cauchyn filtteri.

Huomautus 5.5. Selvisti filtterikanta generoi Cauchyn filtterin ja siis on
Cauchyn filtterikanta, jos ja vain jos se siséltdi jokaisen 1dhiston suhteen pienen

joukon.

Lause 5.6. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus sekd F filtteri joukossa X . Jos

F suppenee topologiassa 1y, niin F on Cauchyn filtteri.

Todistus. Olkoon z avaruuden (X, 7y) piste, jota kohti F' suppenee. Olkoon W
lahist6. Talloin W (z) on pisteen x ympéristo. Lauseiden 2.17 ja 2.15 nojalla

2

on olemassa sellainen symmetrinen 1dhisto V, ettd VC W. Edelleen pisteen x
2

ympéristd V' (z) on V-pieni lemman 5.3 nojalla js siis my6s W-pieni. Toisaalta

on olemassa jokin M € F, jolle M C V(z) ja ndin myds M on W-pieni. O

Lause 5.7. Olkoon f tasaisesti jatkuva kuvaus uniformiselta avaruudelta X
uniformiseen avaruuteen X'. Olkoon edelleen B Cauchyn filtterikanta joukossa
X. Joukko {f(V) |V € B} on Cauchyn filtterikanta joukossa X’.

Todistus. Olkoon V' lihistd avaruudessa X'. Joukko (f x f)~1(V') on lihistd
avaruudessa X, silli on olemassa sellainen V € U, ettd V C (f x f)~H(V').
Tillsin on olemassa M € B, joka on (f x f)~1(V’)-pieni. Jos (x,y) € f(M) x
f(M), niin

(z,y) € (f x HIM x M) C (f x H)[(f x )T (V) V.

Nain ollen f(M) on V’-pieni, ja viite seuraa. O
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Lause 5.8. Olkoon X joukko seki (Y,),c; perhe uniformisia avaruuksia. Ol-
koon edelleen f, kuvaus joukolta X joukkoon Y, aina, kun ¢ € I. Kuvaukset f,
indusoivat joukon X uniformiteetin U. Joukon X filtterikanta B on Cauchyn
filtterikanta, jos ja vain jos jokainen joukko {f,(V) |V € B} on Cauchyn filite-

rikanta avaruudessa Y,.

Todistus. Jos B on Cauchyn filtterikanta, niin lauseen 5.7 sekd kuvausten f,
tasaisen jatkuvuuden nojalla jokainen joukko {f,(V) | V € B} on Cauchyn
filtterikanta avaruudessa Y.

Kaantden olkoon W uniformiteetin U 1dhisté. Talldin on olemassa 18histo
V C W, joka on muotoa Ny (f X f)~1(Vi), missd K C I on &dérellinen ja kukin
Vi on avaruuden Y} ldhisto. Jokaista indeksid k kohti voidaan valita sellainen
My, € B, etté fr.(Mj) on Vj-pieni. Lauseen 4.10 ehdon 1 ja induktion nojalla on
olemassa M € B, jolle M C Ngex My. Jos x,y € M, niin

(fr(x), fr(y)) € fu(M) x fr.(M) C Vj

aina, kun k € K. Néin ollen

(xvy) € mkEK(f X f)_l(Vk),
jolloin siis M on V-pieni ja ndin myos W-pieni. O

Lause 5.9. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus seki A joukon X osajoukko.
Jos F' on Cauchyn filtteri uniformisessa avaruudessa (X,U) ja F indusoi jouk-

koon A alifiltterin Fa, niin Fa on Cauchyn filtteri aliavaruudessa A.

Todistus. VAaliton seuraus inkluusiokuvauksen soveltamisesta lauseeseen 5.8. [

Lause 5.10. Filtterikanta B uniformisten avaruuksien tuloavaruudessa
HLE[ X, on Cauchyn filtterikanta, jos ja vain jos pr,(B) on Cauchyn filtteri-

kanta avaruudessa X, aina, kun 1 € I.

Todistus. Valiton seuraus projektioiden soveltamisesta lauseeseen 5.8. O

5.4 Minimaaliset Cauchyn filtterit

Tutkitaan inkluusion suhteen minimaalisia Cauchyn filttereitd. MyShemmin
osoittautuu, ettd juuri minimaaliset Cauchyn filtterit muodostavat Hausdorf-

fin avaruuden, joka on uniformisen avaruuden taydellistymé.

Maiéritelmd 5.11. Uniformisen avaruuden (X,U) Cauchyn filttereiden jou-
kon minimaalisia alkioita inkluusiorelaation suhteen kutsutaan minimaalisiksi
Cauchyn filttereiksi. Tosin sanoen, jos F' on mimimaalinen Cauchyn filtteri, niin
ei ole olemassa sellaista Cauchyn filtterid F’ uniformisessa avaruudessa (X, U),
jolle F/ C F.
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Lause 5.12. Jokaista uniformisen avaruvuden (X,U) Cauchyn filtterid F' koh-
ti on olemassa yksikdisitteinen minimaalinen Cauchyn filtteri Fy, joka on kar-
keampi kwin F'. Jos B on filtterin F' kanta ja S on symmetristen ldhistojen muo-
dostama uniformiteetin kanta, niin joukot V (M), missi V € S seki M € B,

muodostavat filtterin Fy kannan.

Todistus. Olkoot M, M’ € B. Lauseen 4.10 nojalla on olemassa sellainen joukko
M" € B, jolle M" ¢ M N M’. Samoin, jos V ja V' ovat symmetrisid lahistoja,
niin V NV’ on aksiooman f 2 nojalla 1dhisto. Edelleen lauseen 2.17 nojalla on
olemassa symmetrinen ldhistd V", jolle V' C VN V'. Jos y € V/(M"), niin on
olemassa sellainen z € M"” ¢ M N M’', ettd (z,y) € V" C V. N V’'. Néin ollen
V' (M) c V(M) NV'(M’), ja siis lauseen 4.10 ehdot ovat voimassa. Joukot
V(M) muodostavat talloin jonkin filtterin Fy kannan.

Olkoon W ldhist6. Lauseiden 2.17 ja 2.15 perusteella on olemassa sellainen
symmetrinen 1dhist6 V', ettd {ic W. Edelleen, jos joukko M on V-pieni, niin
joukko V(M) on lemmojen 2.10 ja 2.5 nojalla ‘i—pieni. Téllsin V(M) on myds
W-pieni, ja Fy on Cauchyn filtteri, joka on karkeampi kuin F', silla M C V(M)
aina, kun M € BjaV € S.

Olkoon nyt F” jokin Cauhcyn filtteri, joka on karkeampi kuin F. Olkoon
edelleen M € B jaV € S. On olemassa N € "' C F, joka on V-pieni joukko.
Koska N € F, niin on olemassa sellainen M’ € B, jolle M’ C N. Téalloin
0#M NMcC NNM. Olkoon y € N. Voidaan valita jokin z € N N M, jolloin

(r,y) e (NNM)Xx NCNxNCV.

Néin ollen N C V(M), ja siis V(M) € F". Seuraa, ettd F” on hienompi kuin
Fy. [

Lause 5.13. Uniformisen avaruuden (X,U) jokaisen pisteen x ympdristifiltteri

B(z) on minimaalinen Cauchyn filtteri.

Todistus. Sovelletaan lausetta 5.12 valitsemalla filtteriksi pisteen x ympéristo-
filtteri diskreetissi topologiassa seké edelleen kannaksi joukko, jonka ainut alkio
on {z}. Selvisti V({z}) = V(z). Télloin saadulla minimaalisella Cauchyn filt-
terilld on kantanaan joukko {V(z) | V € S}, joka on pisteen x ympéristckanta
topologiassa 7y lauseiden 2.17 ja 2.23 perusteella. O

Lause 5.14. Jokainen Cauchyn filtterin I klusteripiste on filtterin F' raja-arvo.

Todistus. Jos x on Cauchyn filtterin F' klusteripiste, niin lauseen 4.32 nojalla
on olemassa filtteri F’, joka on hienompi kuin F' sekd hienompi kuin pisteen x
ympéristofiltteri B(x). Koska F' on Cauchyn filtteri, niin myds F’ on Cauchyn

filtteri. Lauseen 5.12 nojalla on olemassa yksikisitteinen minimaalinen Cauchyn
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filtteri Fp, joka on karkeampi kuin F’. Toisaalta myds B(x) on lauseen 5.13 no-
jalla minimaalinen Cauchyn filtteri. N&in filtterit Fy ja B(x) ovat minimaalisia
Cauchyn filttereita seké karkeampia kuin F”. Lauseen 5.12 yksikéisitteisyyspuo-

len nojalla filtterit ovat samat, ja siis filtteri F' on hienompi kuin B(x). O

Lause 5.15. Jokainen Cauchyn filtteri F, joka on karkeampi kuin pistettd x
kohti suppeneva Cauchyn filtteri F', suppenee kohti pistettd x.

Todistus. Lauseesta 4.32 seuraa, ettd x on filtterin F' klusteripiste. Tall6in siis

lauseesta 5.14 seuraa, ettd x on filtterin F' raja-arvo. O

Lause 5.16. Minimaalisella Cauchyn filtterilli on avoimista joukoista muodos-

tuva kanta.

Todistus. Lauseen 2.28 nojalla jokainen 13histo ja erityisesti symmetrinen 1dhis-
td V sisdltdd tulotopologiassa avoimen ldhistén W. Jos M C X, niin joukko
W (M) = UzepW(x) on avoimien joukkojen yhdisteens avoin ja siséltyy jouk-
koon V(M). Néin viite seuraa lauseesta 5.12. O

5.5 Cauchyn verkot

Yleistetddn Cauchyn ehto myos verkoille.

Maiiritelmi 5.17. Verkko ¢ : S — X uniformisessa avaruudessa on Cauchyn
verkko, jos jokaista ldhistod V kohti on olemassa sellainen m € S, ettéd
(¢(k),p(1)) € V aina, kun m < k seki m <.

Lause 5.18. Verkko ¢ on Cauchyn verkko, jos ja vain jos sen sektiofiltteri on
Cauchyn filtteri.

Todistus. Olkoon ¢ : S — X Cauchyn verkko sekd V' 1dhist6. On olemassa jokin
sellainen m € S, ettd (¢(k),o(l)) € V aina, kun m < k ja m < [. Tallgin
sektiofiltteriin kuuluvalle joukolle {¢(n) | m < n} pétee

{o(n) [m <n} x{o(n) [m<n}CV.

Paittelyn voi myos kdiantaa. O

6 Taydellinen uniforminen avaruus

6.1 Yleista

Kappaleessa méaaritellddn tdydellisyyden késite seké filttereiden ettd verkkojen

avulla. Liséksi kiisitelladn tasaisesti jatkuvien kuvausten laajennuksia. Tuloksia
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on niin Bourbakin kuin Kelleyn kirjasta. Edelleen tutkitaan surjektion koin-
dusoimaa uniformiteettia pohjustuksena tdydellistymén konstruktiolle. Namé&
tulokset eivit perustu suoraan mihinkdin l&dhteeseen vaikka Véiisélidn teoksesta
Topologia IT 16ytyy niiden osittaisia analogioita yhden kuvauksen koindusoimaa
topologiaa koskien. Liséksi yksi keskeisistd lauseista 16ytyy Bourbakin kirjasta
huomautuksena. Padtavoitteena on tarkastella uniformiteetteja tilanteessa, jos-
sa uniformiset avaruudet virittdvit pseudometriikat vastaavat toisiaan bijektii-
visesti sekd jokin kuvaus on aina toisiaan vastaavien pseudometriikkojen suhteen
isometrinen.

Siirryttiessé kisitteleméin itse tdydellisymad poikkeaa ldhestymistapa aluk-
si osin Bourbakin kirjasta, jossa virittavid pseudometriikoita ei kisitella. Maa-
ritellidn minimaalisten Cauchyn filttereiden duaaliavaruuden lisdksi laajempi
kaikkien Cauchyn filttereiden muodostama duaaliavaruus samoin kuin Naga-
tan kirjassa Modern General Topology. Jokaista alkuperdisen avaruuden virit-
tdjad kohti konstruoidaan virittdja duaaliavaruuksiin ja todetaan kanoniset ku-
vaukset isometrioiksi toisiaan vastaavien virittdjien suhteen. Soveltamalla koin-
dusointia koskevia tuloksia voidaan todeta duaaliavaruuden uniformiteetin vas-
taavan Bourbakin kirjassa symmetristen ldhistdjen avulla méaariteltysd uniformi-
teettia. Avaruuksien tiheyttd ja tdydellisyyttd koskeva todistus esitetdin Bour-
bakin kirjassa ja se toimii yleisemmin my6s muille méiritellyille avaruuksille,
jolloin saavutetaan sekd Bourbakin ettd Kelleyn kirjan tulokset. Lisdksi tarkas-
tellaan lyhyesti Hausdorffin avaruuden sellaisia tdydellistymié, jotka eivét tdyta
Hausdorffin ehtoa. Kappaleen loppuosa perustuu jélleen tdysin Bourbakin kirjan

tuloksiin.

6.2 Taydellisyyden méaaritelméi

Cauchyn jonojen yleistyksid voidaan nyt soveltaa méairittelemé&lld uniformisen

avaruuden taydellisyys.

Lemma 6.1. Olkoon X joukko sekd A adrellisten leikkausten suhteen suljettu
kokoelma joukon X osajoukkoja. Jos mdadritellian relaatio < ehdolla: M < N,

jos ja vain jos N C M, niin (A, <) on suunnattu joukko.

Todistus. Olkoot U, V,W € A, sekd olkoon U <V jaV < W.Tallgin W C V C
U, jandin U < W. Selvésti U < U, silla U C U aina, kun U € A. Jos U,V € A,
nin UNV CcUsek UNV C V, jandin U,V <UNV. O

Lause 6.2. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus. Seuraavat ehdot ovat keske-

nddan yhtdpitdvia.
(1) Jokainen Cauchyn filtteri suppenee kohti jotakin pistettd.
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(2) Jokainen wultrafiltteri, joka on myds Cauchyn filtteri, suppenee kohti
jotakin pistetta.

(8) Jokainen Cauchyn verkko suppenee kohti jotakin pistettd.

(4) Jokainen leikkaus sellaisesta suljettujen joukkojen kokoelmasta, jolla
on on darellisten leikkausten ominaisuus ja joka sisdltdd jokaisen ldhiston

suhteen pienid joukkoja, on epdtyhjd.

Todistus. Oletetaan, ettd ehto 1 on voimassa. T&lloin lauseen 5.18 perusteella
jokaisen Cauchyn verkon sektiofiltteri on Cauchyn filtteri ja niin suppenee kohti
jotakin pistettd. T&lloin my0s jokainen Cauchyn verkko suppenee lauseen 4.42
nojalla, ja ehto 3 tayttyy.

Kéintien oletetaan, ettd ehto 3 on voimassa. Olkoon F' Cauchyn filtteri.
Inkluusiorelaatio antaa lemman 6.1 mukaisen suuntauksen < joukkoon F'. Voi-
daan méiéiritelld kuvaus ¢ : F — X valitsemalla jokin ¢(A) joukosta A aina,
kun A € F. Jos V € U, niin on olemassa A € F, jolle A x A C V. Jos sitten
Ap, A < A, niin A; C A sekdh Ay C A, jandin (a1,a2) € A x A CV aina, kun
d(A1) = a1 € Aj ja ¢(As) = ag € A,. Tall6in ¢ on Cauchyn verkko ja suppenee
kohti jotakin pistetta. Verkon ¢ sektiofiltterille F’ pitee F' C F’, joten my6s F
suppenee kohti samaa pistettéd lauseen 5.15 perusteella ja ehto 1 on voimassa.

Ehto 1 implikoi selvdsti ehdon 2. Olkoon nyt ehto 2 voimassa. Jokaisella
Cauchyn filtterilld F' on lauseen 4.17 perusteella hiennonnus, joka on ultrafiltteri,
ja néin ollen lauseen 5.15 perusteella F' suppenee. Ehto 1 on siis voimassa.

Olkoon ehto 1 voimassa sekd, A C P(X) suljettujen osajoukkojen kokoelma,
joka sisiltdd jokaisen ldhiston suhteen pienid joukkoja seki jolla on dérellisten
leikkausten ominaisuus. Téll6in tyhji joukko ei kuulu joukkoon B = {Ngex Ay |
(Vk € K)(Ar € A) N #K < oo}. Koska B on selvisti suljettu dérellisiin leik-
kauksiin néhden ja se on myos selvésti epéatyhja seki () ¢ B, niin B on Cauchyn
filtterikanta lauseen 4.10 nojalla. Kannan generoima filtteri F' suppenee kohti
jotakin pistettd a. Télloin a on filtterin F' klusteripiste, ja néin ollen kuuluu
jokaiseen sulkeumaan M, missi M € B. Koska joukon B alkiot ovat suljettu-
jen joukkojen leikkauksina suljettuja, niin a € NB, ja leikkaus NB on epéatyhji
ehdon 4 mukaisesti.

Kéintien olkoon ehto 4 voimassa. Jokaisen Cauchyn filtterin joukkojen sul-
keumilla on ddrellisten leikkausten ominaisuus filtterin aksioomien f 1 sekd f 2
perusteella. Téll6in on olemassa jokin piste a, joka kuuluu sulkeumien leikkauk-
seen. Niin a on Cauchyn filtterin klusteripiste, ja filtteri suppenee sitd kohti

lauseen 5.14 perusteella. O
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Maéaritelmé 6.3. Uniforminen avaruus (X,U) on tdydellinen, jos se téyttdd

lauseen 6.2 keskendin yhtapitdvit ehdot.

Lemma 6.4. Olkoon (X,d) pseudometrinen avaruus sekd (x,) Cauchyn jono.

Jonon (x,,) alkeisfiltteri on Cauchyn filtteri uniformiteetin Uy suhteen.

Todistus. Olkoon V € Uy On olemassa € > 0, jolle V3 C V. Samoin on
olemassa sellainen m € N, ettd d(z,,2,/) < € aina, kun n,n’ > m. Joukko
{n € N | m < n} kuuluu Fréchet’n filtteriin, ja niin joukko {z, | m < n}
kuuluu jonon alkeisfiltteriin. Lisdksi

{Zn|m<n}x{z, | m<n}CVy.CV,
eli joukko {z, | m < n} on V-pieni. O

Lemma 6.5. Olkoon (X, T) topologinen avaruus sekd (x,) jono avaruudessa

X. Jos jonon alkeisfiltteri suppenee, niin myds jono suppenee.

Todistus. Olkoon a alkeisfiltterin F' raja-arvo sekd W jokin pisteen a ympéristo.
Talléin on olemassa M € F, jolle M C W. Liséksi on olemassa jokin Fréchet'n
filtteriin kuuluva joukko A, jolle f(A) = M, kun f(n) = x,. Joukko A° on
ddrellinen, joten on olemassa maksimaalinen luonnollinen luku m € A¢. Tall6in

zn = f(n) € M C W aina, kun n > m. O

Lause 6.6. Pseudometriikan d virittamd uniforminen avaruus (X,Uy) on tdy-

dellinen, jos ja vain jos (X, d) on tdydellinen pseudometrinen avaruus.

Todistus. Jos (X,Uy) on tiydellinen, niin jokaisen Cauchyn jonon alkeisfiltteri
on Cauchyn filtteri lemman 6.4 nojalla ja niin ollen suppenee, jolloin my6s
jokainen Cauchyn jono suppenee lemman 6.5 perusteella.

Kéasntéden olkoon (X, d) tdydellinen. Olkoon F kokoelma suljettuja joukkoja,
joilla on darellisten leikkausten ominaisuus ja jotka sisdltivét jokaisen 1dhiston
suhteen pienid joukkoja. Valitaan jokaista luonnollista lukua n kohti sellainen
joukko A,, € F, joka on V%n—pieni. Valitaan edelleen jokin piste x, jokaisesta
joukosta A,. Olkoot m,m’ € N. Joukkojen A,, ja A,, leikkaus on airelliseni

leikkauksena epétyhjd, ja voidaan valita sellainen piste 2z, € Ay N Ay, ettd

1 1
d(xma xm’) S d(xmv Zm,m’) + d(zm,m’a xm’) < 27m + W
N&hd&én, ettd (z,,) on Cauchyn jono ja siis suppenee kohti pistettd y. Olkoon
M € F. Leikkaus A, N M on jokaisella n € N epéatyhja ja siitd voidaan valita
jonon (yy,) alkiot. Tilldin on voimassa d(z,,yn) < 5= ja niin myds jono (y,)
suppenee kohti pistettd y. Koska M on suljettu ja jokainen y,, € M, niin y € M.

Viite seuraa siis lauseesta 6.2. O
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Lause 6.7. Olkoon X joukko seki F filtteri joukossa X. Olkoon edelleen f
kuvaus joukolta X tdydelliseen uniformiseen avaruuteen X'. Tdlloin kuvauksella
f on raja-arvo filtterin F suhteen, jos ja vain jos joukko {f(V)C X' |V € F}
on Cauchyn filtterikanta.

Todistus. Jos funktiolla f on raja-arvo filtterin F' suhteen, niin ma&ritelmén
4.33 nojalla joukko B = {f(V) C X' | V € F} on filtterikanta, sekd edelleen
lauseen 5.6 nojalla joukko B on Cauchyn filtterikanta.

Kéaéntéen, jos B on Cauchyn filtterikanta, niin uniformisen avaruuden X’

taydellisyyden seki méiritelmén 4.33 nojalla funktiolla f on raja-arvo. O

Lause 6.8. Olkoot Uy ja Uy sellaisia joukon X uniformiteetteja, ettd U; on
hienompi kuin Us. Olkoon lisdksi olemassa uniformiteetin Uy kanta, joka muo-
dostuu topologian Ty, tulotopologiassa suljetuista joukoista. Tdlloin joukon X
filtteri F suppenee topologiassa 1y, jos ja vain jos F on Cauchyn filtteri wni-
formiteetin Uy suhteen sekd suppenee topologiassa Ty,. Erityisesti, jos (X, Us)
on taydellinen uniforminen avaruus, niin myds (X,U) on tdydellinen unifor-

MINEN GUATUUS.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd filtteri F' suppenee topologiassa 7y, kohti pis-
tettd z. Koska 7y, on hienompi kuin 7¢,, niin F' suppenee myds topologiassa
Tu,- Lauseen 5.6 nojalla F' on Cauchyn filtteri uniformiteetin U; suhteen.
Kéintien olkoot ehdot voimassa. Olkoon z filtterin F' raja-arvo topologian
Ty, suhteen, jolloin x on myds filtterin F' klusteripiste. Jos W € U; on topo-
logian 7y, tulotopologiassa suljettu lahisto, niin V. = Wn 171/1 on symmetrinen
uniformiteetin U; 13histd, joka on suljettu tulotopologiassa. On olemassa V-
pieni joukko M € F. Olkoot a’,2"” € M. Patee (2',2") € M x M C V. Néin
ollen M C V(z') aina, kun 2’ € M. Toisaalta V(z') on suljettu topologiassa
Tu,, ja néin x € M C V(2'). Siispé, jos @’ € M, niin (z,2') € V, ja edelleen
M C V(z). Lauseista 2.17 ja 2.23 seuraa, ettd viite on voimassa, silld niiden
mukaan muotoa V (z) olevat joukot muodostavat pisteen x ympéristékannan.
Viimeinen viite seuraa siité, ettd jokainen Cauchyn filtteri uniformiteetin Uy

suhteen on my6s Cauchyn filtteri uniformiteetin Us suhteen. O

Lause 6.9. Jos Uy ja Us ovat saman joukon X eri uniformiteetteja, jotka in-
dusoivat saman topologian sekd Uy on hienompi Us, joka on tdydellinen, niin

molemmat avaruudet (X,Uy) ja (X,Us) ovat tdydellisid.

Todistus. Lauseen 6.8 ehdot tayttyvit, silld 7y, = 7y, sekil lauseesta 2.28 seuraa,
ettd tulotopologiassa suljetut 1dhistot joukot muodostavat aina uniformiteetin
kannan. O
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6.3 Taydellisten uniformisten avaruuksien aliavaruudet

Tutkitaan millaisin ehdoin tédydellisyys periytyy aliavaruuksiin.

Lause 6.10. Olkoon (X, U) uniforminen avaruus ja A C X. Jos (X,U) on tiy-
dellinen ja A suljettu, niin myds (A,Ux|a) on tiydellinen. Edelleen, jos (X, Ty )
on Hausdorff ja (A,Ux,a) tdydellinen, niin A on suljettu topologisessa avaruu-
dessa (X, 1y).

Todistus. Inkluusiokuvaus on tasaisesti jatkuva, joten lauseen 5.7 mnojalla
Cauchyn filtteri joukossa A on Cauchyn filtterikanta joukossa X ja néin ol-
len téydellisyyden nojalla suppenee kohti pistettd x. Koska A on suljettu, niin
r € A. Talloin siis filtteri F' suppenee aliavaruudessa A.

Olkoon (X, 7y) Hausdorff. Tehdddn vastaoletus, jonka mukaan on olemas-
sa tédydellinen uniformisen avaruuden X aliavaruus A, joka ei ole suljettu.
Olkoon b € A\ A. Olkoon edelleen B(b) pisteen ympiristdfiltteri topolo-
giassa 7. Toisaalta pisteen b ympéristofiltteri topologiassa 74 on joukko
{VNA|V e B(b)}, joka on Cauchyn filtterikanta tiydellisessd aliavaruudessa
A lauseen 5.9 nojalla ja siis suppenee kohti pistettd ¢ € A. Tdmé on kuitenkin
mahdotonta, silld b # ¢ ja X on Hausdorff. O

Lause 6.11. Olkoon A uniformisen avaruuden (X,U) tihei aliavaruus. Jos
jokainen Cauchyn filtterikanta joukossa A suppenee avaruudessa X, niin (X, U)

on taydellinen uniforminen avaruus.

Todistus. Lauseen 5.16 nojalla jokainen minimaalisen Cauchyn filtterin F' kan-
nan B joukko sisdltda avoimen joukon, ja siis néin ollen minké#édn joukon M € F
sisdosa ei ole tyhja. Talldin joukon A tiheyden ja lauseen 4.19 nojalla joukko

B'={VNA|VeF}

on Cauchyn filtteri aliavaruudessa A ja suppenee kohti avaruuden X pistetta xg.
Edelleen lauseen 5.7 seké inkluusiokuvauksen tasaisen jatkuvuuden nojalla B’
on Cauchyn filtterikanta avaruudessa X ja siis generoi avaruuteen X Cauchyn
filtterin F’. Koska F on karkeampi kuin F’, niin F suppenee kohti pistettd
xo lauseen 5.15 nojalla. Samoin lauseen 5.15 nojalla jokainen Cauchyn filtteri

suppenee, koska jokainen minimaalinen Cauchyn filtteri suppenee. O

6.4 Taydellisten uniformisten avaruuksien tuloavaruudet

Todetaan seuraavaksi taydellisyyden sdilyminen tuloissa.

Lause 6.12. Taydellisten uniformisten avaruuvksien tuloavaruus on taydellinen,
jos mikdan tekiji ei ole tyhja joukko. Kdadntden, jos uniformisten avaruuksien
tuloavaruus on tdaydellinen eikd jilleen mikdadn tekijd ole tyhja joukko, niin jo-

kainen tekiji on taydellinen.
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Todistus. Ensimmaéinen viite seuraa vilittomasti lauseista 5.10 seké 4.36. Kaéan-
teisesti olkoon tuloavaruus X tdydellinen uniforminen avaruus. Merkitdan teki-
joiden X, Cauchyn filttereita F;:113, seké kiinnitetddn indeksi . Jokainen muotoa
F = [],¢; F. oleva tulofiltteri on lauseen 5.8 nojalla Cauchyn filtteri tuloava-
ruudessa X, ja F' suppenee tdydellisyyden nojalla. Edelleen lauseen 4.36 nojalla

projektio pr; ' = F; suppenee. O

6.5 Tasaisesti jatkuvan kuvauksen laajennus

Tutkitaan sitten tasaisesti jatkuvien kuvausten laajentamista tasaisesti jatku-
viksi kuvauksiksi. Tulokset ovat myohemmin keskeisessé asemassa todistettaessa
Hausdorffin ehdon tayttévéin tiydellistyméan isomorfiaa vaille yksikésitteisyytta.

Lause 6.13. Olkoon A topologisen avaruuden X tihed osajoukko. Olkoon edel-
leen [ kuvaus joukolta A taydelliseen uniformiseen avaruuteen (X',U’), jon-
ka indusoima topologia Ty on Hausdorff. Tdlloin f voidaan laajentaa jatku-
vaksi kuvaukseksi X — X', jos ja vain jos jokaisen topologisen avaruuden
X pisteen x ympdristijen jalkien muodostaman joukon A filtterin kuvajoukko
{f(NNA)| N € B(z)} on Cauchyn filtterikanta uniformisessa avaruudessa
X',

Todistus. Funktio f on joukon X x X’ osajoukko. Olkoon (z,z') € X x X'.
On voimassa (z,z') € f tarkalleen silloin, kun on olemassa joukon A filtteri I,
jonka raja-arvo piste z on ja lisiksi joukon X' filtterikannan {f(N) | N € F}
raja-arvo on piste 2. Koska A = X, niin jokaisen 2 € X ympéristofiltterin
jalki joukossa A voidaan valita filtteriksi F'. Tall6in lauseen ehdon ja avaruuden
X' téydellisyyden perusteella on olemassa ' € X', joka tayttda vaatimuksen.
Tallsin (z,2') € f. Koska X’ on Hausdorff, on 2’ yksikisitteinen, ja sulkeuma f
on funktio. Lisiksi edellsi todetun ja lauseen 4.35 nojalla f on jatkuva funktio.

Kaantden, jos f’ on jokin kuvauksen f jatkuva laajennus ja B(z) jonkin
pisteen x € X ymparistofiltteri, niin filtterikanta {f'(N) | N € B(z)} suppenee
kohti pistettd f’(x) lauseen 4.35 perusteella. Aina f(N N A) C f(N), jolloin
filtterikanta {f(N N A) | N € B(x)} my0s suppenee kohti pistettd f/'(z) ja on
ndin lauseen 5.6 nojalla Cauchyn filtterikanta. O

Lause 6.14. Olkoon f kuvaus uniformisen avaruuden X tihedltd osajoukolta A
taydelliseen Hausdorffin uniformiseen avarvuteen X'. Jos [ on tasaisesti jatku-

va, niin [ voidaan laajentaa tasaisesti jatkuvaksi kuvaukseksi X — X'.

Todistus. Koska lauseesta 5.7 seuraa, etté lauseen 6.13 ehto on voimassa, niin on
olemassa jatkuva laajennus f. Olkoon V' avaruuden X’ suljettu symmetrinen
l&hist6. Télldin on olemassa sellainen avaruuden X 1dhisté V, ettd jos x,y € VN

A, niin (f(z), f(y)) € V'. Lauseen 2.50 nojalla on olemassa sellainen avaruuden
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(A,Ux|a) ldhisto W, ettd W C V. Koska f on jatkuva, niin myds f x f on
jatkuva tulotopologiassa. Talloin, koska on voimassa (f(z), f(y)) € V' aina, kun
(r,y) € W C V N A, niin on myds voimassa ehto (f(z), f(y)) € V' aina, kun
(x,y) € W,silli V' on suljettu tulotopologiassa. Niin viiite seuraa, koska lauseen
2.28 perusteella jokainen avaruuden X’ ldhisto sisiltdi suljetun ja symmetrisen
lahiston. O

Lemma 6.15. Olkoot X ja Y Hausdorffin topologisia avaruuksia sekd A C X
ja B C Y tiheitd osajoukkoja. Olkoon kuvaus f : A — B jatkuva. Kuvauksella

f woi olla vain yksi laajennus jatkuvaksi kuvaukseksi X — Y.

Todistus. Olkoot g, g’ kuvauksen f jatkuvia laajennuksia. Olkoon W = {z € X |
g(z) = ¢'(z)} sekd y € We. Téllsin siis g(y) # ¢'(y). On olemassa pisteiden g(y)
ja ¢'(y) erilliset ympéristot Uy () ja Uy (- Kuvausten g ja g’ jatkuvuuden nojalla
on olemassa sellaiset pisteen y ympéristot Vi) ja Vy (), ettd g(z) € Uy, aina,
kun z € V), seki vastaavasti ¢'(z) € Uy (,) aina, kun z € Vi (,. Olkoon
sitten V' = V() N Vyr(y) # 0, jolloin V' on pisteen y ympéristo. Jos z € V, niin
g(z) € Uy(y) seké g'(2) € Uy (). Télléin on oltava g(z) # ¢'(z2), koska ympéristot
ovat erilliset ja siis z € W€. Néin ollen W on avoimen joukon komplementtina

suljettu.
Toisaalta A C W, jolloin X = A C W. Téllsin W = X ja g = ¢’. Laajennus
on siis yksikésitteinen. O

Lemma 6.16. Olkoon X Hausdorffin topologinen avaruus sekd A C X tihed.
Identtisen kuvauksen A — A ainoa jatkuva laajennus kuvaukseksi X — X on

identtinen kuvaus.

Todistus. Selvisti identtinen kuvaus X — X on jatkuva. Toisaalta lemman 6.15
nojalla laajennus on yksikésitteinen. O

Lause 6.17. Olkoot X ja X' tdydellisia Hausdorffin uniformisia avaruuksia.
Olkoon edelleen A avaruuden X ja A’ avaruuden X' tihed aliavaruus. Jokainen

isomorfismi f : A — A’ voidaan laajentaa isomorfismiksi f : X — X',

Todistus. Isomorfismina f on tasaisesti jatkuva ja voidaan siksi lauseen 6.14 no-
jalla laajentaa tasaisesti jatkuvaksi kuvaukseksi f : X — X’. Vastaavasti myds
f~1 on tasaisesti jatkuva ja voidaan laajentaa tasaisesti jatkuvaksi kuvauksek-
si f~1: X’ — X. Niin ollen kahden tasaisesti jatkuvan kuvauksen kompositio
f~1of = g on tasaisesti jatkuva. Kuvauksen g rajoittuma joukkoon A on ident-
tinen kuvaus. Samalla tavoin kuvauksen f o f—1 = ¢’ rajoittuma joukkoon A’
on identtinen kuvaus. Lemman 6.16 perusteella g ja ¢’ ovat identtisia kuvauk-
sia. Talléin kuvaukset f ja f—1 ovat bijektioita seki siis tasaisesti jatkuvia ja

toistensa kidnteiskuvauksia. O
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6.6 Surjektion koindusoima uniformiteetti

Koska jokainen ldhistd siséltdd diagonaalin, niin koindusoitua uniformiteettia
ei indusoidusta uniformiteetista poiketen voida yleisesti méaritelld analogisesti
topologisen kisitteen kanssa. Tutkitaan kuitenkin tulevia tarkasteluja varten

lyhyesti yhden surjektiivisen kuvauksen koindusoimaa uniformiteettia.

Lause 6.18. Olkoon Y joukko sekd (X,U) uniforminen avaruus. Olkoon lisdksi

[ X =Y surjektiivinen kuvaus. Joukko
U={VcYxY|(fxfy'(V)eU}
on joukon Y uniformiteetti.

Todistus. Olkoon (f x f)~Y(V),(f x f)~*(V') € U. Téllgin

(fxHTVAV)=(xHTIVIN(F = HTHV) e,

ja niin aksiooma f 2 toteutuu. Jos (f x f)~*(V) € U ja V' DV, niin
(fxHTHV)D(Fx V) el,
ja niin myds aksiooma f 3 toteutuu. Jos (f x f)~1(V) € U, niin
Ax C(fx V).

Néin ollen, koska selvisti Ay = (f x f)(Ax), niin Ay C V, ja ehto u 1 tayttyy.

1 —1
Liséiksi (f x )71 (V)= (f x £)~%(V), ja my6s ehto u 2 on voimassa.

2
Olkoon sitten V' € U’. On olemassa sellainen W € U, ettd WC (f x f)~1(V).
2
Tallsin (f x f)(W) C V. Kéytetddn merkintdd W’ = (f x f)(W), jolloin

(fxHTW) =< HTHx HOV) D> W e .

Nain W’ € U’. Olkoon (z,y) EVIQ/’. On olemassa sellainen z € Y, jolle
(z,2),(z,y) € W = (f x f)(W). On siis olemssa sellaiset z’,y’, 2" € X, joil-
le (¢/,2),(7,y') € W jalisdksi f(2') = z, f(y') = y sekid f(z') = z. Talloin
(«',y) EV%/. Edelleen (z,y) € V, koska (f x f)(I/I2/) C V. Néin my6s ehto u 3
tayttyy. O

Maiidritelmi 6.19. Lauseen 6.18 perusteella olemassa olevaa uniformiteettia

kutsutaan surjektion f koindusoimaksi uniformiteetiksi.

Lause 6.20. Surjektiivisen kuvauksen [ koindusoima uniformiteetti U’ on hie-
noin niistd joukon Y uniformiteeteista, joiden suhteen kuvaus f on tasaisesti

jatkuva.
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Todistus. Selvisti kuvaus f on tasaisesti jatkuva koindusoidun uniformiteetin U’
suhteen. Olkoon U” jokin uniformiteetti, jonka suhteen kuvaus f on tasaisesti
jatkuva. Olkoon sitten V € U”, jolloin (f x f)~*(V) € U, koska f on tasaisesti
jatkuva. Ndin V € U’. O

Lause 6.21. Olkoon U’ surjektion f joukkoon Y koindusoima uniformiteetti.
Olkoon lisiksi (Z,U") uniforminen avaruus sekd kuvaus g : Y — Z. Kuvaus g

on tasaiseti jatkuva, jos ja vain jos g o f on tasaisesti jatkuva.

Todistus. Olkoon ensin g tasaisesti jatkuva, jolloin g o f on tasaisesti jatkuva
tasaisesti jatkuvien kuvausten yhdisteené. Olkoon sitten kifntden go f tasaisesti
jatkuva seki V' € U”. Téllsin (f x f) (g xg9) (V)] = (gof xgo f)~1(V) € U.
Niin (g x g)~}(V) € U’, ja g on tasaisesti jatkuva. O

Lause 6.22. Olkoon f : X — Y surjektio. Joukkoon Y koindusoitu uniformi-
teetti U’ on joukko {(f x f)(V)|V € U}.

Todistus. Olkoon V € U. Tallsin (f x f)~1(f x f)(V) D V, ja aksiooman f 3
nojalla (f x f)~Y(f x f)(V) € U. Néin (f x f)(V) e U'.
Kéa#ntden olkoon V' € U’ jolloin

(fxHHV)eU.
Niin V = (f x f)(f x f)~1(V), ja viite seuraa. O

Lause 6.23. Olkoon X joukko sekd (Y,U) uniforminen avaruus. Olkoon lisiksi
f: X =Y surjektitvinen kuvaus. Kuvaus f indusoi uniformiteetin U’ joukkoon
X. Tdlloin U = {(f x /)(V) | V € U'}, ja siis U on sama kuin surjektion f

konindusoima uniformiteetti, jos lihtdjoukossa on indusoitu uniformiteetti.

Todistus. Olkoon V € U’. On olemassa sellainen V' € U, ettd (f x f)~1(V') C
V, jolloin (f x £)(V) D (f x H)(f x /)~2 (V"] = V', joten (f x f)(V) € U.
Kédntéien olkoon V' € U, jolloin (f x f)~1(V') € U'. Toisaalta

(fx OIF < TV =V"
O

Lause 6.24. Olkoot (X,U) ja (X', U’) sellaisia uniformisia avaruuksia, ettd
avaruuden X wvirittdd pseudometriikkojen kokoelma P seki avaruuden X' virit-
tdd pseudometriikkojen kokoelma P’. Olkoon lisiksi f : X — X' surjektiivinen
kuvaus ja g : P — P’ bijektio. Jos f on isometria pseudometriikkojen d ja g(d)
suhteen aina, kun d € P, niin uniformiteetti U’ on kuvauksen f koindusoima

uniformiteetti, sekd U on kuvauksen f indusoima uniformiteetti.
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Todistus. Todetaan ensin, ettd isometrisyyden nojalla ehdot (x,y) € Vi, ja

(f(z), f(y)) € Vg(a),e ovat yhtapitavid. Nain ollen

(f X H(NaexVaes) = Ng-1(@rexVare, 1 gy

seké

Naer Ve, = (f ¥ f)fl(ﬂgfl(d')eKtheg—l(d/))
aina, kun K C P on &irellinen ja jokainen e¢; > 0. Olkoon V € U.
On olemassa sellainen #arellinen K C P sekd jokaista d € K kohti luku
€q > 0, ettd NgexVae, C V. Talloin (f x f)(V) D (f x f)(NackVa,e,) =
Ng=1(a)er Ve, -1 0, € U’, joten (f x f)(V) € U'. Toisaalta, jos V' € U’, niin
, C V', Talloin

on olemassa sellainen ddrellinen K C P, ettd ﬁg_l(d/)eKVd,’nglw

(fx NV D (F x ) g1 @rex Ve, 1)) = Naek Vieg €U
jollekin #drelliselle K C P. Seuraa, ettd (f x f)~*(V’) € U. Koska liséiksi

(fxHF = HTHV) =V,

niin on todettu, ettd U’ = {(f x f)(V) | V € U}, ja ensimmaiinen viite on
voimassa lauseen 6.22 perusteella.

Olkoon U"” kuvauksen f indusoima uniformiteetti. Jos V" € U”, niin on
olemassa sellainen V' € U’, etti (f x f)~1(V') C V". Toisaalta on olemassa
sellainen &ddrellinen K C P ja luvut ¢4 > 0, etté ﬁgfl(d/)eKVdgégfl(d,) c V.
Télloin

NaexViea = (f X)) Ng-1@yex Ve, 1) C (F X H)THV) C V"

Néin V" € U. Olkoon sitten V' € U. On jalleen olemassa jokin Ngeg Vg, C V.
Toistaalta W = (f X f)(NackVa,e,) € U'. Néin (f x f)~1(W) € U”, mutta

NaexVaeq = (f X F)7HF x )(OaerVaes) = (f x [)THW).
Aksioomasta f 3 seuraa, ettd V € U”. O

Lause 6.25. Olkoot (X,U) ja (X', U’) sellaisia uniformisia avaruuksia, ettd
avaruuden X wvirittdd pseudometriikkojen kokoelma P sekd avaruuden X' wvi-
rittdd pseudometriikkojen kokoelma P’. Olkoon lisiksi f : X — X' kuvaus ja
g : P — P’ bijektio. Jos f on isometria pseudometriikkojen d ja g(d) suhteen

aina, kun d € P, niin U on kuvauksen f indusoima uniformiteetti.

Todistus. Lauseesta 6.24 seuraa, ettd f médritellee sellaisen surjektiivisen ku-
vauksen f’: X — f(X), joka indusoi joukkoon X uniformiteetin U, kun joukos-
sa f(X) on relatiiviuniformiteetti Ué(’l.f( x)- Toisaalta relatiiviuniformiteetti on
inkluusiokuvauksen ¢ : f(X) — X’ indusoima, sekd f = io f’. Tdlloin indusoin-
nin transitiivisuutta koskevasta lauseesta 2.45 seuraa, ettd kuvaus f indusoi

joukkoon X saman uniformiteetin kuin kuvaus f’. O
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6.7 Uniformisen avaruuden taydellistyméa

Viimein voidaan konstruoida yleisesti uniformisen avaruuden taydellistymat filt-

tereiden muodostamina avaruuksina.

Maééritelmé 6.26. Olkoon (X, U) uniforminen avaruus. Madritellddn joukko
X kaikkien avaruuden X Cauchyn filttereiden kokoelmana seki edelleen jou-
kon X osajoukko X kaikkien avaruuden X minimaalisten Cauchyn filttereiden
kokoelmana.

Huomautus 6.27. Seuraavissa todistuksissa pidetdéin reaalilukujen tiydelli-
syyttd tunnettuna. TaAma ei olisi valttdmatontéd, vaan duaaliavaruuden X uni-
formiteetti voitaisiin maéritelld muutenkin ja siten saada erityistapauksena re-

aaliluvut rationaalilukujen avaruuden tiydellistymé&né.

Lemma 6.28. Olkoot F ja F' Cauchyn filttereitd uniformisessa avaruudessa
(X, U), sekd olkoon P jokin pseudometriikkojen kokoelma, joka virittid avaruu-
den. Tdlloin on olemassa jokaista d € P kohti sellainen positiivinen reaaliluku
€ ja sellainen joukko M, ettd M € FNF' sekd joukko M on Vg .-pieni.

Todistus. Valitaan ensin jokin positiivinen reaaliluku €. Koska F ja F' ovat
Cauchyn filttereité, voidaan valita sellainen joukko A € F' seki sellainen joukko
B € F', ettd A ja B ovat Vy o-pienid. Olkoon

d(A,B) =inf{d(z,y) |x € ANy € B}

seki M = AU B. Jos (xz,y) € M x M, niin pisteet = ja y joko molem-
mat kuuluvat jompaan kumpaan joukkoon A tai B, tai sitten toinen pis-
teistd kuuluu joukkoon A ja toinen joukkoon B. Ensimmaéisessd tapauksessa
on suoraan voimassa d(x,y) < €. Jilkimmaiisessd tapauksessa voidaan vali-
ta jokaista positiivista reaalilukua €” kohti sellaiset 2’ € A ja 3y’ € B, et-
ta d(2’,y") < d(A,B) + €”. Télloin on kolmioepédyhtilon nojalla voimassa
d(z,y) < d(z,z') +d@',y) +dy,y) < € + d(A,B) + €' + €. Voidaan siis
valita € = d(A, B) 4+ 2€¢’ + ¢’ jolloin M x M C Vy.. O

Lause 6.29. Olkoon (X,U) pseudometriikkojen kokoelman P wvirittémd uni-
forminen avaruus ja d € P. Voidaan midritelli kuvaus d : X xX — [0, 00)

seuraavasti:

d(F,F')=inf{ec Ry | BM € FNF)(M x M C Vg.)}.

Tillsin (X,d) on pseudometrinen avaruus, jolla on aliavaruus ()?,J), missd

merkitiin d:lli kuvauksen d rajoittumaa joukkoon X x X.
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Todistus. Kuvaus d on voidaan madritelld, koska lemman 6.28 nojalla joukko
Sprp={e€Ry | (IM € FNF')(M xM C Vy.)} on epétyhji. Joukko on myds
alhaalta rajoitettu, joten suurin alaraja on tdydellisyysaksiooman perusteella
yksikisitteisend olemassa.

Ehto J(F, F') = 0 on voimassa, koska Cauchyn filtteriin F' kuuluu Vj -pieni
joukko aina, kun e > 0. Kuvauksen d symmetrisyys on ilmeisté.

Kolmioepéyhtdlo seuraa siitd, ettd jokaista positiivista reaalilukua e kohti
voidaan valita V, j g g/, -pieni joukko M joukosta F' N F’ sEkéi Vo d(rr pryse
pieni joukko M’ joukosta F’' N F” aina, kun F,F’, F"” € X. Talloin joukko
M U M’ kuuluu seké filtteriin F' etté filtteriin F”' aksiooman f 3 perusteella.
Lisiksi M, M' € F’, joten M N M’ # (). On siis olemassa z € M N M’. Jos
esimerkiksi 2,y € M, niin on suoraan voimassa d(z,y) < d(F, F')+e. Oletetaan
yleisyytta rajoittamatta, ettd x € M seké y € M’'. Nain voidaan todeta, etti

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) < J(F,F’) +e+d(F,F")+¢
aina, kun x,y € M U M’. Saadaan epiayhtilo
d(F,F") < d(F,F") + d(F', F") + 2¢,
missé € voidaan valita mielivaltaisen pieneksi. O

Lemma 6.30. Olkoon = uniformisen avaruuden (X,U) piste. Merkitidn F:lld
pisteen x ymparistéfiltterid topologiassa T, joka on hienompi kuin 1. Talloin
F on Cauchyn filtteri, joka on hienompi kuin pisteen x ympdristifiltteri B(x)

uniformiteetin indusoimassa topologiassa Ty .

Todistus. Koska topologia on hienompi kuin 7, niin B(z) C F. Télléin F' on
Cauchyn filtteri, koska B(x) on Cauchyn filtteri. O

Maiéritelmé 6.31. Olkoon (X, U) uniforminen avaruus ja z € X. Olkoon edel-
leen 7 jokin topologian 7y hienonnus, toisin sanoen 7y C 7. Merkitddn B(x):114
pisteen z ympéristofiltterid topologiassa 7. Filtteri B(x) on lauseen 6.30 pe-
rusteella Cauchyn filtteri. Tallgin voidaan mééritelld kuvaukset i, : X — X
asettamalla i(x) = B(z). Erityisesti kuvaus i,, méérittelee kanonisen kuvauk-
sen i :+ X — X. Olkoon sitten 7 joukon X diskreetti topologia. Kaytetdin

merkintdd iy kuvaukselle i, .

Maéiritelmé 6.32. Olkoon (X, U) uniforminen avaruus seké 7 jokin topologian
v hienonnus. Joukko i(X) on pseudometrisen avaruuden (X,d) aliavaruus,

kun méaritellddn pseudometriikka d, pseudometriikan d rajoittumana.

Lemma 6.33. Olkoon (X, U) pseudometriikkojen P virittamd uniforminen ava-

ruus jo d € P. Kanoninen kuvaus i on isometria.
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Todistus. Olkoot z,y € X. Olkoon € > 0 ja
U={zeX|dzz) < %}U{zeX|d(y,z)< %}.

Selvisti U on pisteiden x ja y yhteinen ympéristé topologiassa 7. Olkoon
(u,v) € U x U. Tallgin

d(u,v) < d(u,2) +d(z,y) +d(y,v) < 5 +d(@,y) + 5 = d(xy) +e.

Néin ollen joukko U on Vj g(s4y)+e-Pieni, ja on oltava voimassa d(i(z),i(y)) <
d(x,y)-

Olkoon taas € > 0. Tehdéén vastaoletus, etté on olemassa jokin Vy gz y)—e
pieni topologian 7y pisteiden x ja y yhteinen ympéaristé A. T&ll6in olisi voimassa
(z,y) € A X A C Vyaezy)—e ja niin ollen pitisi d(z,y) < d(z,y) — €. Siispd
d(i(x),i(y)) = d(z,y). O
Lemma 6.34. Olkoon (X,U) pseudometriikkojen P virittimd uniforminen ava-

ruus ja d € P. Kuvaus iy on isometria.

Todistus. Jos d(x,y) = 0, niin (x,y) € Vg . aina, kun € € Ry. Talléin esimerkik-
si joukko {z,y} on pisteiden x ja y yhteinen Vj .-pieni ympéristd diskreetissi
topologiassa. Nain ollen d(io(x), io(y)) = 0.

Olkoon nyt d(z,y) > 0. Tehddin vastaoletus, ettd on olemassa jokin
Vi, d(z,y)—c-Pieni joukko A, jolle pitee x,y € A. Téallin olisi voimassa (z,y) €
A x A C Vygay)—e ja nidin ollen pétisi d(z,y) < d(v,y) — e. Siispé

d(io(x),i0(y)) > d(z,y). Toisaalta joukko {z,y} on pisteiden Vi,d(x,y)-pieni yh-
teinen ympéristo diskreetissd topologiassa, ja siis d(io(z),i0(y)) < d(z,y). O

Lemma 6.35. Olkoon (X,U) pseudometriikkojen P virittdmd uniforminen ava-

ruus ja d € P. Olkoon lisiksi T topologia, jolle Ty C 7. Tdlloin on voimassa
d(io(w),io(y)) < dr(ir(2),ir(y)) < d(i(2),i(y))
aina, kun r,y € X.

Todistus. Olkoon = € X. Koska 7y C 7 C 79, missd 79 on joukon X diskreetti
topologia, niin i(x) C i, (z) C io(z). Néin ollen

{feeR, | (3M ci(z)Ni(y))(M x M C Vy.)} C

C{e e Ry | (AM €, (@) iy (y)(M x M C Vg )} €
C {e € Ry | (BM € iole) Nio(y))(M x M C Vi)

aina, kun z,y € X, mistd infimumeja koskeva viite heti seuraa. O
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Lause 6.36. Olkoon (X,U) pseudometriikkojen P virittamd uniforminen ava-
ruus ja d € P. Olkoon lisiksi T topologia, jolle T C 7. Kuvaus i on isometria,

toisin sanoen on aina voimassa d(x,y) = d;(i-(z),i.(y)), kun z,y € X.

Todistus. Soveltamalla lemmoja 6.33, 6.34 ja 6.35 saadan yhtalo

d(x,y) = d(io(2),io(y)) < dr (ir(2),ir (y)) < d(i(2),i(y)) = d(,y).
On siis oltava voimassa yhtdsuuruus, mista viite seuraa. O

Maiéritelmé 6.37. Olkoon (X, U) uniforminen avaruus sekd P jokin kokoelma
pseudometriikkoja, joka virittdd uniformiteetin U. Kéytetdan merkintad P =
{d | d € P}. Pseudometriikat P virittiviit joukkoon X uniformiteetin, jota
merkitéiin U:lla. Vastaavasti merkitéiéin U:lla pseudometriikkojen P= {J |de
P} joukkoon X virittimis uniformiteettia.

Huomautus 6.38. Isometrisyyttd koskevat tulokset implikoivat, ettd maédray-
tyy kuvaus P — 15, joka on bijektio. Jos avaruuden X virittdjistoon kuuluvat
eri pseudometriikat d; ja do kuvautuisivat samaksi avaruuden X pseudometrii-
kaksi d, niin olisi ristiriitaisesti voimassa dy(x,y) = d(z,y) = da(z,y) aina, kun
z,y € X.

Lause 6.39. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus. Olkoon lisiksi T jokin topo-
logiaa Ty hienompi topologia. Jos joukossa X on uniformiteetti (7, nitn kuvaus

ir indusoi joukkoon X sen alkuperdisen uniformiteetin U.

Todistus. Seuraa valittomaéasti huomautuksesta 6.38 seké lauseesta 6.25. O

Lause 6.40. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus. Olkoon lisiksi T topologia,
jolle Ty C 7. Tdlloin kuvaus i, on tasaisesti jatkuva, kun joukossa X on uni-
formiteetti U. Jos i on injektio, niin kuvajoukossa mdadritelty kdanteiskuvaus
i (X) — X on myds tasaisesti jatkuva.

iy

Todistus. Kuvauksen i, tasainen jatkuvuus seuraa vilittomasti lauseesta 6.39.

I on vastaavalla tavalla iso-

Toisaalta, jos i, on injektio, niin my6s kuvaus ¢
metrinen, ja voidaan tdysin samoin kuin lauseen 6.39 todistuksessa todeta, ettd
! indusoi joukkoon i,(X) avaruudelta (X,U) perityn relatiiviuniformiteetin,

ir

misté véite heti seuraa. O

Lemma 6.41. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus, jonka virittid pseudomet-

ritkkojen kokoelma P. Olkoon S C U symmetristen lihistojen joukko. Muotoa
V={(F,F)eXxX|@AMeFnF)MxMcV)}

missi V € S, olevat joukot S muodostavat uniformisen avaruuden ()}, [7) kan-

nan. Vastaavasti muotoa

V={(FF)eXxX|@BM e FNF)(MxMcV)},
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missd V € S, olevat joukot S muodostavat uniformisen avaruuden ()/(\'7 fj) kan-

nan.

Todistus. Olkoon V € S ja vastaavasti V € 5. On olemassa #irellinen K C P
o C 17, kun
kiytetddn merkintdd K = {d | d € K}. Néin aksioomasta f 3 seuraa, ettd
V € U. Toisaalta jokainen W € U sisltid jonkin muotoa N

ja luvut eg > 0, joille Ngex Vi, C V. Téll6in selvisti mJGIN(VJ

Vd,ed olevan

€K
ddrellisen leikkauksen. Télloin OJGRVKZM = NaerVae, C W, ja Naerx Vi, on
symmetristen joukkojen d&rellisend leikkauksena symmetrinen. Jalkimmé&inen

véite todistetaan tdysin samalla tavalla. O

Lause 6.42. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus. Avaruus ()/(\',(7) on Haus-

dorff.

Todistus. Olkoon P avaruuden (X,U) virittdvien pseudometriikkojen joukko.
Olkoot F,F’ € X sellaisia, etti (F,F') € W aina, kun W € U. Lemman 6.41
nojalla jokaista W € U kohti on olemassa symmetrinen 15histdé S € U, jolle
S c W. Titen erityisesti (F,F') € § aina, kun S € U on symmetrinen lihistd
ja S kuten lemmassa 6.41.

Merkitadn B:ll& joukkoa

{MUN|M€eFAN €F'}.

Olkoot NUM,N'" UM’ € B, missi N, N’ € F seki M, M’ € F'. De Morganin

lakien nojalla
(NUM)N(N'UM')=((NUM)NN)U(NUM)NM') € B.

Nain B on filtterikanta, jonka generoima filtteri F” on karkeampi kuin kumpi-
kin filttereistd F ja F’. Lisiksi F” on Cauchyn filtteri, koska on olemassa jokai-
sen symmetrisen 1dhistén suhteen pieniéd joukkoja, jotka kuuluvat kumpaankin
filttereistd F' sekd F’ ja néin myos filtteriin F”/. T&ll6in on minimaalisuuden no-
jalla oltava voimassa F' = F' = F", ja siten N, .5V = A, jolloin véite seuraa
lauseesta 2.31. O

Huomautus 6.43. Koska jokaista Cauchyn filtterid F' kohti on olemassa sité
karkeampi yksikdsitteinen minimaalinen Cauchyn filtteri F{y, voidaan méaritelld
joukon X ekvivalenssirelaatio ~ ehdolla: F ~ F*, jos ja vain jos Fy = Fyj. Néin
avaruus X on isomorfinen avaruuden ()Z' / ~,U.) kanssa, missé U, on luhistavan
projektion koindusoima uniformiteetti. Erityisesti, jos X on pseudometrinen
avaruus, niin X on pseudometrisen avaruuden X metrinen aliavaruus lauseen 3.8
perustella, silld tilldin ehto J(F , F') = 0 tarkoittaa, etta filtterit ovat identtiset.

Lause 6.44. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus, jonka uniformiteetti ei ole
diskreetti. Avaruus (X,U) ei ole Hausdorff.
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Todistus. Koska 7y ei ole diskreetti topologia, niin voidaan valita sellainen x €
X, ettd i(xz) on minimaalinen Cauchyn filtteri, joka siséltyy aidosti Cauchyn
filtteriin i¢(z). Edelleen jokaista d € P ja € > 0 kohti on olemassa Vj .-pieni
joukko M € i(z) C io(z), joten d(i(z),io(x)) = 0. Niin (i(x),io(z)) kuuluu

kaikkien ldhist6jen leikkaukseen, jolloin viite seuraa lauseesta 2.31. O

Lause 6.45. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus sekd T jokin topologiaa Ty
hienompi topologia. Joukko i,(X) on avaruuden ()~(, (7) tihed osajoukko, ja ava-
ruus (X,U) on tiydellinen. Lisiksi samoin i(X) on avaruuden (X,U) tihed

aliavaruus, ja ()/(\',Tj') tdydellinen.

Todistus. Olkoon V € U. Lemman 6.41 nojalla on olemassa symmetrinen W &
U, jolle W C V. Olkoon F € X. T&llgin joukko W (F) on Cauchyn filtterin F
ympéristd joukon X topologiassa 7 Leikkaus i (X) N W(F) on joukko

{i-(x) |z € X A (F,i(x)) € W}.

Ehto (F,ir(z)) € W tarkoittaa, ettéi on olemassa pisteen 2 € X W-pieni 7-
ympéristo, joka kuuluu filtteriin F'. Tamé tarkoittaa edelleen, ettd = on jonkin
W -pienen joukon N € F sisdpiste.

Olkoon M yhdiste kaikista filtteriin F' kuuluvien W-pienten joukkojen sisé-
osista. Lauseesta 5.12 seuraa, ettd on olemassa yksikésitteinen filtterid F' kar-
keampi minimaalinen Cauchyn filtteri F,,, jolla on avoimista joukoista muo-
dostuva kanta. N&in on siis olemassa avoin W-pieni joukko N € F,, C F,
ja M € F aksiooman f 3 perusteella, koska ) # N C M. Télldin siis
W(F) Ni(X) = i.(M). Tastd seuraa vilittomésti joukon i,(X) tiheys, silld
jokainen filtterin F' ympéristo sisdltdd muotoa W(F ) olevan joukon lauseiden
2.17 seka 2.23 perusteella ja i (M) # 0.

Olkoon jilleen F € X mielivaltainen. Joukko
B={i-(N)| N € F}

on filtterikanta avaruudessa (X, U) lauseen 4.18 nojalla. Lisiksi jokaista V' € U
kohti on olemassa sellainen symmetrinen W € U, etta

V/(F) > W(F) > W(F)Ni.(X)=i,(A) € B,

missd A on jélleen yhdiste filtterin F' kuuluvien joukkojen sisdosista. Nain ollen
midritelmén nojalla filtterikanta B suppenee kohti filtterid F.

Lauseen 6.11 nojalla riitti4 osoittaa, ettd jokainen tihedn aliavaruuden i (X)
Cauchyn filtteri suppenee kohti jotakin avaruuden ()N( , ﬁ) pistettia. Olkoon F’
Cauchyn filtteri avaruudessa i,(X). Koska uniformiteetti U on kuvauksen i,

indusoima lauseen 6.39 perusteella, niin lauseen 5.8 perusteella i-!(F’) on
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Cauchyn filtterikanta avaruudessa X ja se generoi Cauchyn filtterin F”. Ol-
koon F,,, yksikasitteinen filtteriad F” karkeampi minimaalinen Cauchyn filtteri.
Joukko B = {i.(N) | N € F,,} on lauseen 5.7 perusteella Cauchyn filtterikan-
ta, sillii lauseen 6.40 nojalla i, on tasaisesti jatkuva. Filtteri F’ = i, (i1 (F"))
on hienompi kuin filtterikannan B generoima filtteri. Niin ollen, koska on to-
dettu, ett filtterikannan B generoima filtteri suppenee, niin my6s F’ suppenee.

Toinen viite todistetaan tdysin samoin. O

Lause 6.46. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus. Tdlloin io(X) on tdydelli-
sen avaruuden (X,U) tihei aliavaruus. Samoin i(X) on tiydellisen Hausdorffin

avaruuden ()A(,c?) tihed aliavaruus.

Todistus. Sovelletaan lausetta 6.45 valitsemalla topologiaksi 7 joukon X dis-
kreetti topologia, jolloin saadaan aliavaruutta (X ) koskeva véite. Lauseen 5.13

perusteella i(X) C X. Sovelletaan edelleen lausetta 6.45 topologiaan 7. O

Lause 6.47. Kanoninen kuvaus i tayttad seuraavan ehdon.

Jos f on tasaisesti jatkuva kuvaus X — Y, missd Y on tdydellinen Hausdorffin
uniforminen avaruus, niin on olemassa yksikdsitteisesti mdadratty tasaisesti

jatkuwva kuvaus g : X — Y, joka tiyttid ehdon f = goi.

Edelleen, jos tdydellinen Hausdorffin uniforminen avaruus (X',U’) sekd
kuvaus i' : X — X' myods toteuttavat ehdon, niin on olemassa yksikdsitteinen

isomorfismi ¢ : X - X', jolle pitee lisiksi i’ = ¢ o 1.

Todistus. Olkoon f tasaisesti jatkuva kuvaus joukolta X tdydelliseen Hausdorf-
fin uniformiseen avaruuteen Y seki B(x) pisteen x ympéristofiltteri topologiassa
Ty. Koska f on tasaisesti jatkuvana myos jatkuva, niin f(x) = lim f[B(x)]. Ma-
ritellddn kuvaus g : i(X) — Y siten, ettd g(F) = lim f[F]. Talloin lauseen 4.35
nojalla f(z) = lim f[B(z)] = lim f[i(z)] = g(i(z)), eli f = goi. K&&ntden, jos
f=4¢ oi,niin ¢'(i(x)) = f(x) =lim f[B(x)] = lim f[i(z)], eli ¢’ = g.

Olkoon W avaruuden Y ldhist6 sekd V sellainen avaruuden X 13dhisto, jol-
le (f(x), f(z')) € W aina, kun (z,z’) € V. Lauseesta 2.17 seuraa, ettd on
olemassa symmetrinen ldhist6 S C V. Olkoon S lemman 6.41 mukainen, jol-
loin ehto (i(z),i(2’)) € S implikoi ehdon (z,2') € S ja siis edelleen ehdon
(g9(i(x)),g(i(z"))) € W. Taten g on tasaisesti jatkuva.

Kuvauksen g laajennus g tasaisesti jatkuvaksi kuvaukseksi joukolle X tayttaa
ehdon f = goi, koska g | i(X) = g. Edelleen, koska joukko i(X) on tihei avaruu-
dessa X , niin kuvaus g on lemman 6.15 perusteella ainut jatkuva kuvaus, joka
tayttdd ehdon. Toisaalta jokainen tasaisesti jatkuva kuvaus on jatkuva lauseen

2.34 perusteella, ja yksikisitteisyys seuraa.
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Jos my6s téydellinen Hausdorffin uniforminen avaruus X’ seki kuvaus ¢’
tayttavat ehdon, niin sovelletaan ehtoa kuvauksiin i’ ja 7 jolloin on olemassa
sellaiset kuvaukset g ja ¢’, ettd on voimassa i = ¢’ o4’ seké i/ = g o 4. Tall6in
g ogoi =g oi’ =i, eli ¢’ogon identtinen kuvaus X’ — X’. Vastaavalla tavalla
voidaan todeta, ettd kuvaus g o ¢’ on identtinen kuvaus X — X. Kuvaukset g
ja g’ ovat siis tasaisesti jatkuvia bijektioita seké toistensa kiinteiskuvauksia, ja

néin ollen isomorfismiksi voidaan valita ¢ = g. O

Huomautus 6.48. Lauseen 6.47 nojalla ndhdddn myos, ettei uniformiteetti
U tai U riipu avaruuden X virittdjiston valinnasta konstruktiossa, silld vaikka

virittajistot eivét olisi samat niin avaruudet olisivat isomorfiset.

Lause 6.49. Avaruuden X tihein alivaruuden i(X) ldhistdt ovat joukot
{tx)(V)|VeU}.

Edelleen sulkeumat (i x )(V), missi siis V € U, avaruudessa X x X muodos-

tavat avaruuden X uniformiteetin kannan.

Todistus. Ensimmaéinen viite seuraa heti lauseista 6.24 ja 6.22 sekd huomautuk-

sesta 6.38. Toinen viite seuraa lauseesta 2.28. O

Lause 6.50. Joukko {(z,y) € X x X |i(x) =i(y)} on uniformisen avaruuden
X ldhistdjen leikkaus.

Todistus. Jos on voimassa i(x) = i(y), niin pisteiden z ja y ympéristét muo-
dostavat saman filtterin. Toisaalta tdmi tarkoittaa indusoidun topologian maa-
ritelmén nojalla sitd, ettd (x,y) € V aina, kun V on uniformisen avaruuden X

15histo. Paattelyn voi suorittaa myos kidnteisesti. O

Maéritelmé 6.51. Olkoon (X, U) uniforminen avaruus. Paria (f,Y), missd Y
on taydellinen uniforminen avaruus sekd kuvaus f on isomorfismi avaruuden
Y tihedlle aliavaruudelle, kutsutaan avaruuden X tdydellistymdksi. Jos Y on
Hausdorff, niin (f,Y) on Hausdorffin tiydellistymd.

Huomautus 6.52. Seuraava esimerkki osoittaa, ettd jos uniformisen avaruu-
den tdydellistymé ei ole Hausdorff, niin raja-arvojen monikésitteisyyden takia
tiheys ei takaa avaruuden minimaalisuutta. Niin tdydellistymé, joka ei tayta

Hausdorffin ehtoa, ei ole isomorfiaa vaille yksikisitteinen.

Esimerkki 3. Olkoon X joukko, jonka alkioina ovat kaikki rationaalilukujen
Cauchyn jonot. Kéytetiin merkitdd ~ Cantorin reaalilukujen konstruktion mu-
kaiselle joukon X ekvivalenssirelaatiolle, jolloin jokaista ekvivalenssiluokkaa voi-

daan pitda reaalilukuna. Maaritelladn kuvaus d : X x X — R asettamalla:
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d(z,y) = |T — y|, missd T tarkoittaa sitd reaalilukua, joka on pisteen z ekvi-
valenssiluokka. Selvésti kuvaus d on joukon X pseudometriikka. Avaruus ei ole
Hausdorft, silld d(z,y) = 0 aina, kun « ~ y. Jos (z,) on Cauchyn jono avaruu-
dessa (X,d), niin jono (T,) on Cauchyn jono reaalilukuja, joka siis suppenee
kohti jotakin reaalilukua 7. Téll6in jono (z,) suppenee pseudometriikan d suh-
teen kohti jokaista sellaista z € X, jolle z ~ y. Ndin X on taydellinen. Jos
f: Q — X on kuvaus, jolle f(x) on sellainen vakiojono (g,), ettd ¢, = x ai-
na, kun n € N, niin f(Q) on tihed avaruudessa X. Pari (f, X) on Hausdorffin
avaruuden Q tdydellistym4, joka ei ole Hausdorff.

Lause 6.53. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus seki iy kuvauksen i médrit-
telemd kuvaus X — ig(X). Pari (ZB,)Z') on avaruuden X tdydellistymd, joka ei
ole Hausdorff.

Todistus. On jo todettu, ettd ig(X) on tihed, sekd myds avaruuden X taydel-

lisyys. Kuvauksen 4 injektiivisyys seuraa siitd, ettd jos x # y, niin joukot {y}

ja {z} ovat pisteiden z ja y erilliset ymparistot diskreetissd topologiassa, joten

pisteiden ympéristofiltterit eivit voi olla identtiset. Kuvaus 4o seki kidnteisku-
~—1 . .. . .

vaus iy  ovat tasaisesti jatkuvia lauseen 6.40 nojalla. Lauseen 6.44 perusteella

taydellistym& ei ole Hausdorff. O

Lause 6.54. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus sekd ¢ kanonisen kuvauksen
madrittelemd kuvaus X — i(X). Jos uniforminen avaruus on Hausdorff, niin

pari (i,)?) on Hausdorffin taydellistyma.

Todistus. Kuvaus i sekii kiiinteiskuvaus :~1 ovat tasaisesti jatkuvia lauseen 6.40

perusteella. Lauseiden 2.31 sekd 6.50 nojalla kuvaus on myés injektio. O

Lause 6.55. Uniformisen avaruuden Hausdorffin tdydellistymd on isomorfiaa

vaille yksikdsitteinen.

Todistus. Avaruuden X Hausdorffin taydellistymé on aina isomorfinen avaruu-
den X kanssa lauseen 6.47 perusteella. O

Huomautus 6.56. Avaruus X on isomorfinen my6s sellaisen tuloavaruuden
kanssa, jonka komponentit ovat rajoitettujen kuvausten Banachin avaruuksia
raj(Y,R), missd Y on jokin avaruuden X tekijdavaruus. Tama n#htéisiin hel-
posti Kuratowskin upotuslauseen seki lauseen 3.16 avulla ottaen huomioon tiy-

dellisyyden sdilyminen tuloissa.

Lause 6.57. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus, joka ei tiytic Hausdorffin
ehtoa. On olemassa sellainen joukon X ekvivalenssirelaatio ~ ja tekijijoukon
X/ ~ uniformiteetti U., ettd uniforminen avaruus (X/ ~,U.) on isomorfinen

Hausdorffin avarvuden i(X) kanssa.
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Todistus. Maéritellidn ekvivalenssirelaatio ~ siten, ettd x ~ g, jos ja vain jos
i(z) = i(y) aina, kun z,y € X. Kanonisen kuvauksen méirittelemin kuvauk-
sen 7 kanoninen hajotelma antaa kuvauksen p : X — X/ ~ seki kuvauksen
1* : X/ ~— i(X), missd p on surjektio ja i* injektio. Kuvaus p koindusoi te-
kijiavaruuteen uniformiteetin U. . Kuvaus i* on tasaisesti jatkuva lauseen 6.21
perusteella, silli i* o p = ¢ on tasaisesti jatkuva. Koska ¢ on surjektio, on kuvaus
1* bijektio. Olkoon sitten V' € U., jolloin

(i )76 < )W) = (@ x i) o (o p)) 0" X 8*)(V)] =

(pxp) "M@ x i) TG x i)V = (pxp) H(V) €T,
silld i* on bijektio. Avaruuden i(X) uniformiteetti on lauseiden 6.49 ja 6.22
nojalla toisaalta sama kuin kuvauksen i koindusoima uniformiteetti, joka on
edelleen sama kuin relatiiviuniformiteetti ﬁ)?ﬁ(x)’ joten (i* x i*)(V) € (A])?‘i(x).

Edelleen kuvauksen ¢* bijektiivisyyden nojalla
- ke —1y—1 (g% -k A,\
(" xi") ) (V) = (" xi")(V) € Ugyx)

aina, kun V € U.. Néin sekd ¢* kuin my6s sen kddnteiskuvaus ovat tasaisesti

jatkuvia, ja i* on isomorfismi. O

Lause 6.58. Olkoon (X,U) sellainen Hausdorffin uniforminen avaruus, jonka
uniformiteetti ei ole diskreetti. Pari (ig, X) on avaruuden (X,U) sellainen tiy-
dellistymd, joka ei ole Hausdorff. Edelleen on olemassa projektio, joka luhistaa

avarvuden X avaruudeksi X .

Todistus. Ensimméinen viite seuraa heti lauseista 6.44 ja 6.53. Jilkimméiinen
véite seuraa puolestaan huomatuksesta 6.43. O

Lause 6.59. Jos Y on tiydellinen Hausdorffin uniforminen avaruus sekd X
avaruuden Y tihed aliavaruus, niin inkluusiokuvaus j : X — Y wvoidaan laajen-

taa isomorfismiksi X — Y, kun i(X) ja X on ensin samastettu.

Todistus. Valiton seuraus lauseesta 6.47. O

Lause 6.60. Olkoon (X,U) taydellinen Hausdorffin uniforminen avaruus se-
kid Z joukon X tihed osajoukko. Jos U’ on joukon X uniformiteetti, joka on
karkeampi kuin U ja jonka relatiiviuniformiteetti joukossa Z on sama kuin uni-

formiteetin U relatiiviuniformiteetti joukossa Z, niin on voimassa U = U’.

Todistus. K&ytetaan merkintdd X = X’. Olkoon ¢ avaruuden (X', U’) kanoninen
kuvaus seka i’ identtinen kuvaus X — X'. Yhdiste j = 104’ on tasaisesti jatkuva
kuvaus X — X'. Koska aliavaruuden Z indusoima topologia on Hausdorff, niin
kuvauksen j rajoittuma joukkoon Z méérittelee isomorfismin Z — j(Z) tiheélle
avaruuden X/ aliavaruudelle j(Z). Lauseesta 6.17 seuraa nyt, ettd kuvaus j on

isomorfismi. O
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Lause 6.61. Olkoot X ja X' uniformisia avaruuksia, sekd olkoon kuvaus f :
X — X' tasaisesti jatkuva. On olemassa yksikdsitteinen kuvaus f X = )/(\’,

jolle patee ehto i’ o f = fo i, kun i ja i' ovat kanoniset kuvaukset.
Todistus. Sovelletaan lausetta 6.47 kuvaukseen i’ o f : X — X7 O

Miésritelméi 6.62. Merkinté f tarkoittaa aina lauseen 6.61 nojalla olemassa

olevaa yksikisitteistd kuvausta, kun f on tasaisesti jatkuva kuvaus.

Lause 6.63. Olkoot f: X — Y jag:Y — Z tasaisesti jatkuvia kuvauksia. On
voimassa h :gof, kun h=go f.

Todistus. Olkoot ix,iy ja iz avaruuksien kanoniset kuvaukset. Viite seuraa
valittomasti yksikésitteisyydesté lauseessa 6.61, silld

izoh=izo0gof=goiyof=gofoix=hoix.

O

6.8 Uniformiseen avaruuteen liitetty Hausdorffin unifor-

minen avaruus
Tutkitaan myos duaaliavaruuden tihedn aliavaruuden ¢(X) ominaisuuksia.

Maééritelmé 6.64. Olkoon (X, U) uniforminen avaruus. Hausdorffin uniformi-
nen avaruus i(X) on uniformiseen avaruuteen X liitetty Hausdorffin uniformi-

nen avaruus.

Lause 6.65. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus. Jokaista tasaisesti jatkuvaa
kuvausta f : X — Y, miss@ Y on Hausdorffin uniforminen avaruus, kohti on

olemassa yksikdsitteinen tasaisesti jatkuva kuvaus h : i(X) — Y, jolle pitee
f=hoi.

Todistus. Olkoon j avaruuden Y kanoninen kuvaus, jolloin j on isomorfismi
Y — j(Y). Méaritellddn f' = j o f. Talloin f' on tasaisesti jatkuva kuvaus
X — Y. Lauseen 6.47 nojalla on olemassa sellainen tasaisesti jatkuva kuvaus
g: X - }7, ettd f/ = g o4, missi 4 on avaruuden X kanoninen kuvaus. Olkoon
sitten &’ = g | i(X), jolloin selvésti edelleen f’ = b/ o4. Niin f = ;71 o f/ =

- 1

77 o W oi. Tallsin kuvaus h = =1 o A/ téyttdd ehdon, ja yksikisitteisyys on

ilmeisté. O

Lause 6.66. Olkoon X' uniformiseen avaruuten X listetty Hausdorffin unifor-
minen avaruus sekd vastaavasti Y’ uniformiseen avaruuten Y listetty Hausdorf-
fin uniforminen avaruus. Jokaista tasaisesti jatkuvaa kuvausta f : X — 'Y kohti
on olemassa yksikisitteinen tasaisesti jatkuva kuvaus f' : X' — Y, jolle on

voimassa iy o f = f'oix, kun ix ja iy ovat kanoniset kuvaukset.
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Todistus. Sovelletaan lausetta 6.65 kuvaukseen iy o f : X — Y. O

Lause 6.67. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus sekd i(X) siihen listetty Haus-
dorffin uniforminen avaruus. Olkoon [ : X — X' surjektiivinen kuvaus, missd
(X", U") on sellainen Hausdorffin uniforminen avaruus, etti kuvaus f indusoi
joukkoon X wuniformiteetin U. Madritellin kuvaus g : i(X) — X' siten, ettd

f=goi. Tdlléin g on isomorfismi.

Todistus. Lauseen 6.65 nojalla g on tasaisesti jatkuva ja hyvin mééritelty, silla
f on tasaisesti jatkuva. Kuvauksen g surjektiiviuus on ilmeistd. Jos on voimassa
f(x) = f(y), niin (f(z), f(y)) € Ax, C W aina, kun W € U’. Olkoon sitten V' €
U. On olemassa sellainen W € U’, ettd (f x f)~1(W) C V. Téten piste (z,y) €
(f x f)~Y(W) kuuluu kaikkiin uniformiteetin U lihist6ihin, jolloin lauseen 6.50
nojalla on voimassa i(z) = i(y). Néin ollen siis g on injektiivinen. Kuten lauseen
6.39 todistuksessa nahdaén, ettd koska f on surjektio, niin avaruuden X’ 1ahistot
ovat avaruuden X ldhistdjen kuvat kuvauksessa f x f, jolloin ne ovat samat
kuin avaruuden ¢(X) 18hist6jen kuvat kuvauksessa g x g lauseiden 6.39 ja 6.49

perusteella. O

6.9 Indusoitujen uniformiteettien tiydellistymaét

Tarkastellaan millaisia ovat kuvausten indusoimien uniformiteettien duaaliava-

ruudet. Erityisesti sovelletaan tulosta ali- ja tuloavaruuksiin.

Lause 6.68. Olkoon X joukko sekd (Y)\)xcr perhe uniformisia avaruuksia. Ol-
koon edelleen fy : X — Y\ kuvaus aina, kun A € L. Olkoon U kuvausten fx
indusoima uniformiteetti. Talldin kuvaukset j':)\ X - ?A indusoivat joukkoon
X uniformiteetin U. Lisdksi, kun merkitian aina ty:lla avaruuden Yy kano-
nista kuvausta sekd kdytetidn merkitdd gy = iy o f, niin avaruus X wvoidaan

samastaa avarvuden X kuvan sulkeumaan avaruudessa [],.; Y kuvauksessa

z — (ga()).

Todistus. Olkoon (X’,U’) avaruuteen X liitetty Hausdorffin uniforminen ava-
ruus, sekd vastaavasti olkoon aina (Y, U}) avaruuteen Y liitetty Hausdorffin
uniforminen avaruus. Tall6in siis X’ = (X)), sekd aina Yy = i5(Y"). Lauseen
6.66 perusteella on olemassa sellainen perhe kuvauksia f{ : X' — Y{, ettd
ix o fa = f§ oi. Lauseesta 2.45 seuraa, ettd kuvaukset iy o fy : X — Y] in-
dusoivat joukkoon X saman uniformiteetin U kuin kuvaukset fx. Olkoon U”
kuvausten f{ joukkoon X’ indusoima uniformiteetti. Toisaalta t&ll6in lauseesta
2.45 seuraa myo0s se, ettd kanoninen kuvaus 7 indusoi joukkoon X uniformiteetin
U, kun joukossa X’ on uniformiteetti U".

Olkoot o', y" € X' = i(X) sellaisia, ettd z’,y’ € V aina, kun V € U”. On ole-
massa z,y € X, joille i(z) = 2’ sekii i(y) = y'. Erityisesti 2,y € (fix f5) (W)
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Néin siis voidaan vastaavasti todeta, etta (z,

aina, kun W € Uy. Talloin (ix(fa(2)), (ia(fa(y)) = (f1(i(2)), fi(i(y)) € W.
y) kuuluu jokaiseen uniformiteetin
=1

U lahist6on. Lauseen 6.50 nojalla ' = i(x)
Néin ollen (X’,U") on Hausdorff.
Voidaan soveltaa lausetta lausetta 6.67 kanonisen kuvauksen méirittelemain

(y) =, joten NycynV = Axr.

kuvaukseen ¢ : X — X’. Néin ¢ = g o4, missi g on isomorfismi X' — X'.
Kuvauksen g on selvisti oltava identtinen kuvaus, misti seuraa, ettd U’ = U”.

Kuvaus =’ — (f{(z)) on injektio, joka mé&érittelee siten bijektion h tihedn
aliavaruuden [[,o, Yy C I ep }/’; aliavaruudelle. Kuvaus h on edelld todetun
nojalla isomorfismi. Avaruus [],., Y on Hausdorff ja tiydellinen. Niin h(X’)
on taydellinen lauseen 6.10 perusteella ja isomorfinen taydellistymén X kanssa,
silld my6s pari (hoi, h(X’)) on avaruuden X tiydellistymi. Merkitésin g:114 iso-
morfismia h(X) — X. Tillsin kuvaus fA o g on projektion rajoittuma joukkoon
h(X). Indusoinnin transitiivisuudesta seuraa jilleen, ettd kuvaukset (fx)xer in-

dusoivat uniformiteetin U ,silla U’ = Ue O

X|xr

Lause 6.69. Olkoon A uniformisen avaruuden X osajoukko sekd kuvaus j :
A — X inkluusiokuwvaus. Kuvaus j A — X maddrittelee isomorfismin joukon

i(A) sulkeumalle avarvudessa X .
Todistus. Véliton lauseen 6.68 sovellus. O

Lause 6.70. Olkoon (Y))xer perhe uniformisia avaruuksia. Tdlloin tuloku-
vaus v — (ix(z)) mddrittelee isomorfismin avaruudelta [],., Yx tuloavaruu-
delle [T, ., Y>.

Todistus. Tamakin viite saadaan valittémasti lauseen 6.68 sovelluksena. O

7 Uniformisoituvuus ja kompaktius

7.1 Yleistd

Kisitellddn Bourbakin kirjan mukaisesti sovelluksia.

7.2 Uniformisoituvuus

On olemassa topologisia avaruuksia joiden topologia ei ole minké#in uniformi-
teetin indusoima. Todetaan seuraavaksi, ettd kompaktin Hausdorflin avaruuden

topologia on aina uniformiteetin indusoima.

Maiéritelmé 7.1. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus. Topologia T ja avaruus
(X, 7) ovat uniformisoituvia, jos jokin joukon X uniformiteetti U indusoi jouk-

koon X topologian 7 eli toisin sanoen on voimassa 7 = 7y .
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Huomautus 7.2. Voidaan osoittaa, ettd joukon X topologia on uniformisoi-
tuva, jos ja vain jos erotteluaksiooma T3 on voimassa sekd jokaista suljettua
joukkoa A kohti on olemassa jatkuva kuvaus f : X — [0,1], jolle f(a) = 0
aina, kun a € A, seki f(a) = 1 aina, kun a € A°. Erityisesti, jos avaruus
on Hausdorff on uniformisoituvuus yhtépitavaé tdysin sdannollisyyden kanssa.

Tyydytddn kuitenkin tarkastelemaan kompaktia Hausdorffin avaruutta.

Lemma 7.3. Topologinen avaruus (X, ) on kompakti, jos ja vain jos jokaisella

filtterilld F joukossa X on olemassa klusteripiste.

Todistus. Tehddin vastaoletus. Olkoon siis F' C P(P(X)) sellainen filtteri, jolla
ei ole klusteripistetti, sekii X kompakti. Olkoon lisiksi B = {M | M € F} ko-
koelmaa suljettuja joukkoja. Talloin klusteripisteen méaritelmén nojalla NB =
(). Toisaalta, jos K C B on &érellinen, niin aksiooman f 2 perusteella NK # (),
eli joukolla B on darellisten leikkausten ominaisuus, ja on saatu ristiriita.
Kaantden olkoon jokaisella filtterilla klusteripiste. Olkoon sitten A sellainen
epatyhja kokoelma suljettuja joukkoja, ettd jokaisella darelliselld K C A leik-
kaus NK # (). Talloin A on suoraan médritelmén nojalla jonkin filtterin F' > A
esikanta. Adrelliset leikkaukset joukon A joukoista muodostavat lauseen 4.8 no-
jalla filtterikannan B, joka generoi filtterin F'. Jokainen M € B on suljettujen
joukkojen dérellisend leikkauksena suljettu. On olemassa filtterin F' klusteripiste
a, joten ) # {a} C NB C NA. Niin avaruus on kompakti. O

Lause 7.4. Jos (X,7) on kompakti topologinen Hausdorffin avaruus, niin X
on uniformisoituva. Edelleen uniformiteetti U, jolle pitee T = 1y, on yksikdsit-
teinen. Joukkoon U kuuluvat ldhistét ovat diagonaalin Ax ympdristot tulotopo-

logiassa X x X . Lisiksi uniforminen avaruus (X,U) on tdydellinen.

Todistus. Olkoon U joukko, jonka alkioina ovat diagonaalin ympéristot tuloto-
pologiassa X x X. Todistetaan, ettd U on joukon X Hausdorffin uniformiteetti.
Selvisti ympéristojen muodostama joukko tayttid filtterind aksioomat f 2 ja f
3. Edelleen aksiooma u 1 on selvisti voimassa, koska diagonaali sisdltyy ympé-
ristoihinsd madritelmaillisesti.

Kuvaus (z,y) — (y,2) on homeomorfismi avaruudelta X x X itselleen, jol-
loin siis ehto V' € U implikoi ehdon {_/16 U ja aksiooma u 2 on voimassa. Tehd&dén
nyt vastaoletus, ettd aksiooma u 3 ei pdde. Talloin on siis olemassa sellainen
joukko V € U, ettd leikkaus I/%/ NV¢ on epityhji aina, kun W € U. Olkoon
B = {V?/ NVe|W e U}. Jos M, N € B, niin on olemassa sellaiset W, W' € U,

2 2 2 2

ettd M =W NV¢seki N =W’ NnVe. Téllsin NNM = (W n W)nVe On
2 2 2 2

olemassa W € U, jolle W”C (W N W’). Néin ollen N N M DW"” NV¢ € B,

ja B on filtterikanta kompaktissa tuloavaruudessa X x X. Edelleen on lemman
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7.3 perusteella olemassa kannan B klusteripiste (x,y). Koska jokaisella diago-
naalin pisteelld on ympdéristé A C V ja jokaiselle S € B pidtee S C V¢, niin
(z,y) ¢ Ax. Kompakti Hausdorffin avaruus X on sdénnéllinen, joten on ole-
massa sellaiset pisteiden x ja y erilliset ympéaristét U; ja Us, joita kohti on
olemassa suljetut joukot V) sekd Vs, joille z € Vi C U; sekd y € Vo C Us. Kéy-
tetddn merkintojd Us = (V4 U V2)¢ ja W = Uj=1,23(U; x U;). Selvésti W on
joukon Ax ympéristo tulotopologiassa. Olkoon (u,v) EI/IQ/. On olemassa sellai-
nen z € X, ettd (u,2),(z,v) € W. Jos (u,z) € W sekd v € Vi, niin z € Uj.
Vastaavasti, jos (z,v) € W sekd z € Uy, niin v € Uy U Us = V. Talloin siis
V1 x Vs, joka on pisteen (z,y) ympéristo tulotopologiassa, ei kohtaa joukkoa I/%/,
ja saadaan ristiriita vastaoletuksen kanssa. Siispd my0s u 3 on voimassa.

Koska avaruus on Hausdorff, niin jokainen muotoa {(x,y)} oleva joukko on
suljettu tulotopologiassa. Néin ollen, jos  # y, niin joukko {(z,y)}¢ on dia-
gonaalin ympéristo avoimena joukkona. Télloin leikkaus Ny ¢y V on diagonaa-
i Ax. Siispd (X,U) indusoi Hausdorffin topologian lauseen 2.31 nojalla. Jos
V € U jax € X, niin jokainen sektio V() on pisteen x ympéristé myds topolo-
gian 7 suhteen, silld on olemassa jokin 7-avoin joukko A, jolle (z,z) € AXACV
jasiisz € A C V(x). Néin ollen 7y C 7. Jos laht6joukossa on topologia 7 seké
maalijoukossa topologia 7y, niin identtinen kuvaus X — X on jatkuva bijek-
tio kompaktilta avaruudelta Hausdorffin avaruudelle ja ndin homeomorfismi. On
siis oltava voimassa 7 = 7.

Jos on voimassa 7 = 7y, missd (X,U) on Hausdorffin uniforminen ava-
ruus, niin uniformiteetin U 13histét ovat diagonaalin ympérist6ja tulotopolo-
giassa lauseiden 2.17 sekd 2.26 perusteella. Kéddntden, tehdiin vastaoletus, etté
on olemassa sellainen joukon Ax ympiéristdé V' tulotopologiassa, ettd V ei ole
uniformiteetin U 13hist6. Joukko {V/' N'V¢ |V’ € U} on jonkin filtterin F kan-
ta kompaktissa tuloavaruudessa X x X. Niin ollen ndhd&an kuten edelld, etté
on olemassa filtterin F klusteripiste (a,b) ¢ Ax. Koska my6s U on epétyhji-
ni filtteri joukossa X x X ja se on aksiooman f 3 nojalla karkeampi kuin F,
niin piste (a,b) on myos filtterin U klusteripiste ja siis kuuluu jokaiseen suljet-
tuun 14histo6n, jotka muodostavat uniformiteetin kannan. Toisaalta, koska U
indusoi Hausdorffin topologian, on lahistojen leikkaus joukko Ax lauseen 2.31
perusteella. Talloin saadaan ristiriita, koska olisi voimassa (a,b) € Ax. Tédten
uniformittetti on yksikésitteinen.

Uniformisen avaruuden (X, U) tdydellisyys seuraa helposti siité, ettd koska
(X, 7v) on kompakti topologinen avaruus, niin jokaisella filtterilld on lemman 7.3
nojalla olemassa klusteripiste. Erityisesti siis my0s Cauchyn filttereilla, jolloin

véite seuraa lauseesta 5.14. O
Lause 7.5. Jokainen kompaktin topologisen Hausdorffin avaruuden aliavaruus
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on uniformisoituva.

Todistus. Kompaktin avaruuden topologia saadaan uniformiteetin indusoimana,
jolloin osajoukon relatiiviuniformiteetti indusoi relatiivitopologian lauseen 2.47

perusteella. O

Huomautus 7.6. Jokainen lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus on uni-
formisoituva, silld Alexandroffin lauseen nojalla lokaalisti kompakti Hausdorf-
fin avaruus on homeomorfinen kompaktin Hausdorffin avaruuden aliavaruuden

kanssa.

Lause 7.7. Jokainen jatkuva kuvaus f kompaktilta topologiselta Hausdorffin
avaruudelta X uniformiseen avaruuteen (X',U’) on tasaisesti jatkuva, kun X

on varustettu topologian indusoivalla uniformiteetilla.

Todistus. Olkoon W' € U’. Lauseesta 2.28 seuraa, ettd on olemassa avoin
V' e U, jolle V. W'. Kuvaus ¢ = f X f on jatkuva tulotopologian suh-
teen. Niin ollen avoimen lahistén V' alkukuva kuvauksessa g on avoin. Lisiksi
g 1 (V') siséltiéd diagonaalin, koska aksiooman u 1 nojalla Ax, C V' ja selvisti
g Y (Ax/) D Ax. Viite seuraa nyt lauseesta 7.4, silli kaikille z,y € X pitee

(f(2), f(y)) € V' C W', jos (z,y) € g~ (V). H

Lause 7.8. Olkoon A kompaktin topologisen Hausdorffin avarvuden X tihed ali-
avaruus sekd f jatkuva kuvaus joukolta A tdydelliseen Hausdorffin uniformiseen
avaruuteen X'. Tdlloin [ voidaan laajentaa jatkuvaksi kuvaukseksi X — X', jos

ja vain jos [ on tasaisesti jatkuva topologian indusoivan uniformiteetin suhteen.

Todistus. Jos laajennus on olemassa, niin lauseen 7.7 perusteella se on tasaisesti
jatkuva. Toisaalta, jos f’ on tasaisesti jatkuva kuvauksen laajennus X — X',
niin lauseen 2.48 nojalla rajoittuma f’ | A = f on tasaisesti jatkuva. Kdintden
lauseen 2.34 nojalla tasaisesti jatkuva kuvaus on jatkuva indusoidun topologian

suhteen, jolloin laajennus on olemassa. O

7.3 Uniformisen avaruuden kompaktius

Madaritelldsdn seuraavissa tarkasteluissa prekompaktiuden kisite. Edelleen sovel-
luksena karakterisoidaan Hausdorffin avaruuden kompaktiutta prekompaktiu-

den ja téydellisyyden avulla.

Maéiritelmd 7.9. Uniforminen avaruus (X,U) on prekompakti, jos jokaista
ldhistod V' € U kohti on olemassa &irellinen joukon X peite, johon kuuluvat
joukot ovat V-pienid. Joukon X osajoukon A sanotaan olevan prekompakti, jos

se on uniformisena aliavaruutena prekompakti.
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Lause 7.10. Uniforminen avaruus (X,U) on prekompakti, jos ja vain jos ava-
ruus (X,U) on kompakt.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd X on kompakti. Olkoon V' € U. Uniformiteetti

U on kanonisen kuvauksen i indusoima lauseen 6.39 nojalla, jolloin lauseen 2.42

perusteella on olemassa sellainen V € U, ettd V = (i x i)"1(V) c V' ja V € U.
2

On olemassa symmetrinen ja tulotopologiassa avoin Wel ,jolle Wc V. Joukko
{W(F) | F € X} on avaruuden X avoin peite, silli kukin /W(F) on lauseen 2.22
nojalla avoin. On siis olemassa sellainen d&rellinen indeksijoukko K ja sellaiset

avaruuden X pisteet (Fy)rek, etta UkeKW(Fk) = X. Lemman 5.3 perusteella
2

kukin joukko /V[7(Fk) on W-pieni ja siis edelleen V-pieni. T&llin
i(Bg) X i(Bg) = (i x i)(Br x By) C (i x i)(V) = (i x ))[(i x )" Y(V)] c V.

Niin ollen joukot i~'(W(F}y)) ovat V-pienid, ja Uexi *(W(Fy)) =
i“HUpex W (Fg)) = i~1(X) = X. Todetun nojalla on olemassa &irellinen ko-
koelma V-pienid joukkoja, jotka peittdvit avaruuden X. Koska V' C V', niin
joukot ovat my6s V'-pienié, ja X on prekompakti.

Olkoon sitten kiiinteisesti V avaruuden X suljettu lihistd seki V = (7 x
i)"1(V) € U. Olkoon edelleen (Bj,)rex joukon X Hirellinen peite, joka koostuu
V-pienisté joukoista. Olkoon (Fy, Fy,) € i(By) x i(Bg). Jos (z,y) € i *({F,}) x
i"Y({F,}) C By x By C V, niin (F,, F,) = (i x i)[(z,y)] € V. Talléin joukot
i(Bg) ovat V-pienid ja peittivit joukon i(X), jolloin joukot i(By) peittévit

joukon X, koska i(X) on tihed. Koska V on suljettu l3histd, niin

Z(Bk) X Z(Bk) = Z(Bk) X Z(Bk) C ‘7,

ja siis my6s joukot m ovat v—pieni'&. Olkoon F' ultrafiltteri avaruudessa X.
Tillsin jokin joukoista i(By) kuuluu joukkoon F lauseen 4.7 perusteella, koska
X € F. Niin jokainen ultrafiltteri sisilt&a IA/—pienen joukon. Toisaalta jokainen
W e U sisiltéa suljetun 14histon lauseen 2.28 perusteella. Ultrafiltteri F' siis
suppenee Cauchyn filtterini tiydellisessd avaruudessa kohti pistettad a. Toisaalta
jokaisella filtterilld avaruudessa X on hiennonnus, joka on ultrafiltteri, jolloin
lauseesta 4.32 seuraa, ettd raja-arvo a on karkeamman filtterin klusteripiste.

Lemman 7.3 perusteella avaruus ()?, U) on siten kompakti. O

Lause 7.11. Hausdorffin uniforminen avaruvus (X,U) on kompakti, jos ja vain

jos se on taydellinen ja prekompakti.

Todistus. Jos avaruus (X,U) on tdydellinen ja Hausdorff, niin se on isomorfi-
nen ja siis myds homeomorfinen avaruuden (X, U ) kanssa, jonka kompaktius on
lauseen 7.10 perusteella yhtépitavad avaruuden (X, U) prekompaktiuden kans-
sa. Kdintden kompakti Hausdorffin avaruus on lauseen 7.4 nojalla tdydellinen.
Viite siis seuraa lauseista 7.4 sekd 7.10. O
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Lause 7.12. Uniformisen avaruuden (X,U) prekompaktin aliavarvuden jokai-
nen osajoukko, jokainen prekompaktien aliavaruuksien ddrellinen unioni sekd

jokainen prekompaktin alicvaruuden sulkeuma on prekompakti.

Todistus. Olkoon A C X prekompakti sekd V' € U. On olemassa &érellinen
indeksijoukko K, jolle Upex Wi = A ja jokainen W € P(A) on (AN V)-pieni.
Olkoon sitten B C A. On voimassa Urex (W N B) = AN B = B, seki joukot
Wi N B ovat (BNV)-pienié. Toinen viite seuraa vastaavalla tarkastelulla, koska
ddrellinen kokoelma &irellisid joukkoja on dérellinen.

Olkoon X uniforminen avaruus sekd A sen prekompakti aliavaruus. Joukon
A sulkeuman kuva i(A) kanonisessa kuvauksessa siséltyy joukon i(A) sulkeu-
maan avaruudessa X , silld ¢ on tasaisesti jatkuvana jatkuva. Nain ollen joukon

1(A) sulkeuma on kompaktin joukon suljettuna osajoukkona kompakti. Toisaal-

ta lauseen 6.69 nojalla i(A) on isomorfinen avaruuden A kanssa, ja viiite seuraa
lauseesta 7.10. O

Lause 7.13. Olkoon f: X — Y tasaisesti jatkuva kuvaus. Jos A on avaruuden

X prekompakti aliavaruus, niin f(A) on avaruvuden Y prekompakti aliavaruus.

Todistus. Olkoot i : X — X seki j:Y — Y kanoniset kuvakset. Ava-
ruus A on isomorfinen avaruuden @ kanssa, joka on siis oletuksen nojal-
la kompakti. Lauseen 6.61 perusteella ensinndkin kuvaus f on tasaisesti jat-
kuvana jatkuva. Télloin kompaktin joukon kuva f (@) on kompakti. Liséksi
J(f(A) = f(i(A)) € f(i(A)), silld koska X on Hausdorff, niin kompakti joukko
on suljettu. Niin j(f(A)) on kompaktin joukon suljettuna osajoukkona kom-

pakti avaruudessa Y. Viite seuraa lauseen 6.69 nojalla avaruuksien j (f(4)) ja

—

f(A) isomorfiasta. O

Lause 7.14. Olkoon X uniforminen avaruus, jonka uniformiteetti on kuvausten
fx: X — Y, indusoima. Joukon X osajoukko A on prekompakti, jos ja vain jos

jokainen joukko f\(A) on avaruuden Yy prekompakti osajoukko.

Todistus. Jos A on prekompakti, niin ehto pédtee lauseen 7.13 ja kuvausten fy
tasaisen jatkuvuuden perusteella. Toisaalta kddntéden, jos ehto on voimassa, niin
jokainen iy (fx(A)) on kompakti avaruudessa Y. Téllsin avaruuden X kanssa
isomorfinen tulo [, , ix(fr(A)) on kompakti tuloavaruudessa [] xel Y Tiho-

novin lauseen perusteella. O

7.4 Uniformisen avaruuden kompaktit osajoukot

Seuraavaksi pohjustetaan tulevia tarkasteluja tutkimalla lyhyesti joitakin uni-

formisen avaruuden kompaktien osajoukkojen ominaisuuksia.
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Lause 7.15. Olkoot A ja B uniformisen avaruuden X osajoukkoja. Jos A on
kompakti indusoidun topologian suhteen sekd B suljettu indusoidun topologian
suhteen ja lisiksi AN B = 0, niin on olemassa sellainen symmetrinen lihisto
V, etti V(A) NV (B) =0.

Todistus. Tehdadn vastaoletus, ettd on olemassa y € V(A) N V(B) aina, kun

V' on symmetrinen ldhist6. Talloin on olemassa sellaiset z; € A sekd 2o € B,
ettd (z1,y) € V sekdl (z2,y) € V. Symmetrisyyden nojalla (21, 22), (22, 21) 6[3,
jolloin z; € AN 13 (B). Néiin ollen myds joukot AN 13' (B) ovat epityhjid aina,
kun V on symmetrinen lihisto. Olkoot V, V' € U symmetrisié, seké olkoon

ze(V . V') (B).

On olemassa z € B, jolle
2
(z,x) VNV,

mistad seuraa

x €V (B)N V' (B).

Niin siis, koska
(AN (VA V') (B) € (AN ¥ (B)) N (AN V' (B)).

niin joukot AN {3 (B) muodostavat filtterikannan joukossa A. Kannalla on klus-
teripiste xo kompaktissa avaruudessa A. Joukot V;(xo) moudostavat pisteen z
ympéristokannan, ja néin lauseen 4.31 nojalla kohtaavat aina joukon AN 132 (B),
kun Vi, Vs € S. Erityisesti, jos V; = Vo = V, niin on olemassa z ex} (B)NV (xq).
Talloin on olemassa sellainen 2z’ € B, ettd (Z/, 2) 6[3. Edelleen on olemassa sel-
lainen 2" € X, ettd (2, 2"), (",%) € V. Lis#ksi (z,z9) € V, joten (zo, 2) 6\?.
Edelleen 2’ 6\3 (o). Muotoa {? (o) olevat joukot muodostavat pisteen o ym-
péristokannan ja siis kohtaavat joukon B aina, kun V on symmetrinen 1dhisto.
Koska B on suljettu, niin zg € B. On siis saatu ristiriita zg € AN B = (. O

Lause 7.16. Olkoon A uniformisen avaruuden (X,U) kompakti osajoukko.
Joukko {V(A) |V € U} on joukon A ympdiristékanta.

Todistus. Olkoon W joukon A avoin ymparisté. Talloin joukko W€ on suljet-
tu eikd kohtaa joukkoa A. Lauseen 7.15 perusteella on siis olemassa sellainen
symmetrinen 13histd6 V, ettd V(A) N V(W¢) = 0. Lauseen 2.27 perusteella
V(A) ja V(W*€) ovat siis joukkojen A ja W€ erilliset ympéristét. Niin ollen
V(4A) cW. O
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7.5 Yhdistetyt joukot kompaktissa avaruudessa

Sovelletaan nyt aiempia tuloksia tutkimalla kompaktien ja lokaalisti kompaktien

Hausdorffin avaruuksien komponentteja ja kvasikomponentteja.

Maiiritelmi 7.17. Olkoon V uniformisen avaruuden X symmetrinen 1&histo.
Adrellinen joukko avaruuden X pisteitd (zy)pex, missd K = {1,--- ,n} on V-
ketju, jos (zg, xp+1) € V aina, kun 0 < k < n. Pisteet ¢ ja xp ovat ketjun padt,
jotka ovat ketjun listtdmat. Jos on olemassa V-ketju, jonka péind ovat pisteet z

ja y, niin kiytetdan merkintdd x ~y y. On siis médritelty relaatio.

Lause 7.18. Joukko Ay v = {y € X | # ~v y} on seki avoin etti suljettu

topologiassa Ty .

Todistus. Relaatio ~y on refleksiivinen silld voidaan valita kahden pisteen V-
ketju, jossa ro = x1 = x ja jonka pdind jokainen piste x siis on. Jos x ~y v,
niin V-ketjun jarjestys voidaan kddntdd jolloin y ~y z. Edelleen, jos & ~yv y
sekd y ~y z, niin V-ketjut voidaan yhdistad yhdeksi ketjuksi, koska (y,y) € V.
Néin x ~y z. Relaatio ~y on siis ekvivalenssirelaatio, jonka ekvivalenssiluokkia
joukot A,y ovat. Jos y € A,y sekd z € V(y), niin (y,z) € V, ja kahden
pisteen ketju z¢o = y sekd z; = z liittd4 pisteet y ja z. Ehto y € A, v siis
implikoi ehdon V(y) C A, v, ja ndin A,y on avoin joukko. Toisaalta myes

komplementti (A, )¢ on avoimien ekvivalenssiluokkien yhdisteené avoin. O

Lemma 7.19. Olkoon (X,U) uniforminen avaruus. Olkoot lisiksi A,B C X

sekd V € U. Olkoon edelleen voimassa \/2' (A)N I? (B) =0. Josa € V'(A) seki
be V'(B), missi V' CV on lihisto, niin (a,b) ¢ V'.

Todistus. Tehddan vastaoletus (a,b) € V' C V. Koska a € V'(4) C V(4),
niin on olemassa 2z’ € A, jolle (#’,a) € V. Néin ollen (2/,b) 6[3, eli b 6{3 (A).
Toisaalta b € V/(B) C V(B). On siis olemassa z € B, jolle (z,b) € V. Koska
my06s (b,b) € V, niin (2,b) 6{3, eli b 6‘3’ (B). On todettu ristiriita

O

Lause 7.20. Olkoon (X,U) Hausdorffin uniforminen avaruus, jonka indusoima
topologia on kompakti. Olkoon lisiksi S C U symmetristen lihistdjen kokoelma.
Joukko Ay = NyegAqz v on sama kuin komponentti C(x) sekd edelleen sama

kuin kvasikomponentti Q(x).

Todistus. Tehddan vastaoletus, ettd joukko A, ei ole yhtendinen. Tll6in on
olemassa sellaiset erilliset suljetut joukot B ja C, ettd BUC = A,. Joukko B
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on kompaktin Hausdorffin avaruuden suljettuna osajoukkona kompakti. Lauseen
7.15 nojalla on olemassa sellainen symmetrinen ldhisto V, ettd V(B)NV(C) =
(). Lauseiden 2.28 seki, 2.15 perusteella voidaan valita avoin ldhisto W, jolle
V?/C V. Joukon W (B) U W(C) komplementti H on suljettu ja siis ndin my6s
kompakti joukko. Olkoon W’ sellainen symmetrinen lahisto, ettd W/ C W.
Oletetaan yleisyytta rajoittamatta, ettd x € B C W'(B). Olkoon sitten y €
C c W'(C). Olkoon (z;)o<i<n W'-ketju, joka liittdd pisteet x ja y. Olkoon
xy, € W(B) seki xi41 € W(C). Olisi lisdksi voimassa (2, 2g+1) € W’. Lemman
7.19 mukaan timé on mahdotonta, koska W (B) N W (C) Cc V(B) NV (C) = 0.
Induktiolla nihd&én siis helposti, ettd jokainen W’-ketju, joka yhdistdi pisteet x
jay siséltdd ainakin yhden pisteen joukossa H. Toisaalta, koskay € C C A, niin
on olemassa pisteet liittdva W'-ketju jokaista symmetristd lahistod W'-kohti.
Joukko H N A, w- on néin epatyhja, jos W’ C W. Edelleen, jos W” C W', niin
Az wr C Ay wr. Olkoot Wi, Wy € U symmetrisid sekd Wi, Wy C W. Talloin
W1 N Wy on symmetrinen 1ahisto. Lisdksi Wy N Ws C W1, sekd Wy N Ws C W,
Nain siis Az wynw, C Az w, N Az w,- Suljetut joukot {H N A, w | W € S}
muodostavat talloin filtterikannan kompaktissa aliavaruudessa H, jolloin kaikilla
kannan joukoilla on jokin yhteinen piste klusteripisteen méiritelmin nojalla.
Tallgin joukko H kohtaa joukon A, mikd on vastoin oletusta. Joukko A, on
siis yhtendinen.

Toisaalta komponentti C(z) siséltyy kvasikomponenttiin @(x). Liséksi
C(z) C Q(x) C A, lauseen 7.18 perusteella. Viite seuraa siis joukon A, yhte-
néisyydestd, koska ndin 4, C C(X). O

Lemma 7.21. Olkoon (X, 1) lokaalisti kompakti Hausdorffin avarvus seki K C
X kompakti. Jokaista joukon K ymparistéa U kohti on olemassa avoin ympdristo

V, jonka sulkeuma V. C U on kompakti.

Todistus. On olemassa jokaista a € K kohti sellainen pisteen a avoin ympéristo
Uy, ettd U, C U ja U, on kompakti. Yhdiste User (U, N K) = K on joukon
K avoin peite. On siis olemassa dérellinen K’ C K, jolle Uyex/ (U, NK) = K.
Joukko Uucg:U, on joukon K avoin ympiristd. Lisiksi joukko Uex U, on
kompaktien joukkojen darellisend yhdisteend kompakti ja my6s suljettu. Néin
Uaer'Us C Ugek'Uq, jolloin Ugex'U, on kompaktin Hausdorffin avaruuden

suljettuna osajoukkona kompakti. O

Lause 7.22. Olkoon (X,7) lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus seki K
avarvuden X kompakti komponentti. Ne joukon K ympdristét, jotka ovat sekd

avoimia ettd suljettuja muodostavat joukon K ympdristokannan.

Todistus. Lemmasta 7.21 seuraa, ettd jokaista joukon K ympéristod W kohti

on olemassa joukon K avoin ympiéristé V, jonka sulkeuma V' C W on kompalkti.
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Tehdiiiin vastaoletus, etti ei ole olemassa sellaista joukkoa U C V, ettd UNOV =
) seki U on avoin ja suljettu. Olkoon

F={NNnoV|KCNCV, N onavoin ja suljettu topologiassa T}

Selvasti F' on suljettu dérellisiin leikkauksiin ndhden. Liséksi F' on epdtyhjé,
koska V N OV € F. Vastaoletuksen nojalla ) ¢ F. Niin ollen F on suljettu-
jen joukkojen muodostama filtterikanta joukossa V. Reuna 0V on kompaktin
Hausdorffin avaruuden V suljettuna osajoukkona kompakti. On siis olemassa
a€NF.

Joukko K on myds avaruuden V komponentti. Lauseen 7.20 nojalla leikkaus
niisté joukoista, jotka sisdltivit joukon K ja ovat seki avoimia ettd suljettuja
on K. Niin saadaan ristiriita, silld a ¢ K D NF.

On néin olemassa ehdot tiyttava joukko U. Joukko U on suljettu avaruu-

dessa X ja, koska OV NU = @, niin U on myds avoin. O

Lause 7.23. Olkoon X kompakti Hausdorffin avaruus seki R joukon X sel-
lainen ekvivalenssirelaatio, jonka ekvivalenssiluokkia ovat avaruuden X kompo-
nentit. Talldin tekijiavaruus X/R on kompakti Hausdorffin avaruus sekd tiysin

epiyhtendinen.

Todistus. Merkitdén p:114 luhistavaa projektiota X — X/R. Olkoon a € X/R.
Yksio {a} ndhdasn selvésti yhtenaiseksi joukoksi tekijatopologian suhteen. Ol-
koon sitten V C X/R joukko, joka ei ole yksié. p~1(V) = UV on yhdiste useasta
avaruuden X komponentista, joten silld on separaatio p~1(V) = E U F. Télloin
V = p(E) Up(F) on joukon V separaatio tekijiavaruudessa, ja V ei voi olla
komponentti. Tekijdavaruus on néin todettu tdysin epayhteniiseksi.

Olkoon U;e;U; tekijiavaruuden avoin peite, jolloin U;e;p~t(U;) on kompo-
nenteista muodostuva avaruuden X avoin peite, silld koska kukin U; on avoin,
niin alkukuva on avoin yhdiste komponenteista. Ndin on olemassa d&rellinen
K C I ja osapeite U;c gp~ 1 (U;) = X. Télldin U;e xU; on tekijiavaruuden dérel-
linen osapeite.

Olkoot a,b € X/R. Joukot A = p~(a) ja B = p~!(b) ovat avaruuden X
erillisid komponentteja. Lauseen 7.20 nojalla on olemassa sellainen symmetrinen
15hist6 V, ettd mitdén joukon A pistettd ei voi yhdistdd joukkoon B V-ketjulla.
Olkoon z € Asekd y € B. Joukot A, v ja A, v ovat sekd suljettuja ettd avoimia.
Edelleen lauseen 7.20 perusteella A C A, v, ja B C A, yv. Joukkojen A, v ja
A, v kuvat luhistuksessa ovat siis pisteiden a ja b avoimet ja erilliset ympéristot.

O
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8 Topologisten vektoriavaruuksien uniformiteetti

8.1 Yleistd

Viimeisessé kappaleessa kisitellasn lokaalisti konveksien topologisten vektoria-
varuuksien alkeet esimerkkind uniformisen avaruuden rakenteesta. Niin saadaan
siis my06s esimerkki, johon tiydellistimistd voidaan soveltaa. Tulokset ovat to-
pologisten vektoriavaruuksien luentomonisteesta lukuun ottamatta muutamia

aiempien kappaleiden tulosten sovelluksia.

8.2 Topologiset vektoriavaruudet

Maéritellddn topologiset vektoriavaruudet rakenteina, joissa algebrallinen vek-
toriavaruuden rakenne sopii yhteen topologisen rakenteen kanssa tiettyjen ku-

vausten jatkuvuuden mielessa.

Maiéritelmi 8.1. Olkoon E vektoriavaruus yli kunnan K, missi K = R tai
K = C. Olkoot lisiksi (E,7) ja (K,7’) topologisia avaruuksia. Jos kuvaukset
(z,y) — x +y ja r — ax ovat jatkuvia tulotopologioiden suhteen, niin E on

topologinen vektoriavaruus.

Maééritelma 8.2. Olkoon (E, ) topologinen vektoriavaruus. Jos x + A on pis-
teen x ympéristd aina, kun A on origon ympéristo, niin 7 on siirtoinvariantti

topologia.

Lause 8.3. Olkoon E topologinen vektoriavaruus seki y € E ja o € K\{0}.
Kuvauvkset x — x + y ja v — ax ovat homeomorfismeja. Erityisesti, jos F on

origon ymparistokanta seki x € E ja o € K\ {0}, niin joukot
2+ F={c+f|feF}
ja
oF = {af | f € F}
ovat pisteen x ympdristokantoja. Avaruuden topologia on siis aina siirtoinva-

riantti.

Todistus. Kuvaus x — (z,y) on selvisti jatkuva. Koska E on topologinen vek-
toriavaruus, on my6s kuvaus (z, z) — x + z jatkuva. Télloin kuvaus x — x + y
seki vastaavasti kddinteiskuvaus z — x — y ovat jatkuvien kuvausten yhdisteiné
jatkuvia. Kiintedlld o« € K \ {0} kuvaus z — ax on selvisti jatkuva ja sa-
moin myds kiinteiskuvaus z — a1z, koska o # 0. Viimeinen viite seuraa heti

ensimmaisesta. O

Lause 8.4. Olkoon E vektoriavaruus sekd (E;);c; perhe topologisia vektoriava-

ruuksia. Lisdksi olkoon T; : E — FE; lineaarikuvaus aina, kun ¢ € I. Olkoon T
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kuvausten (T;);c; indusoima topologia. Tdlldin (E,T) on topologinen vektoria-

varuus.

Todistus. Olkoon s: E x E — FE kuvaus, jolle s(z,y) = « + y. Koska
(Tios)(w,y) = Ti(z +y) = Ti(z) + Ti(y)

aina, kun ¢ € I, niin kuvaus T; o s on sama kuin kuvaus (z,y) — T;(x) + T;(y),
joka on yhdiste jatkuvista kuvauksista (T;(z), T;(y)) — Ti(x) + Ti(y), (z,y) —
(Ti(x),y) ja (z,y) — (z,T;(y)). Ensimméiinen on jatkuva, koska F; on topolo-
ginen vektoriavaruus. Jélkimmaéiset kuvaukset ovat jatkuvia, koska kyseessé on
kuvausten (T;) indusoima topologia.

Vastaavasti, jos s : K x E'— E on kuvaus, jolle s(a,x) = ax, niin
(T; 0 8)(a,x) = Ti (o) = aTy(x).

Té&llsin (T; o s) on yhdiste kuvauksista T; sekd T;(z) — oT;(x). O

8.3 Seminormi

Seminormin méaritelmé saadaan normin méaéritelmésta poistamalla vaatimus,
jonka mukaan ||x|| = 0, jos ja vain jos z = 0. Ilmeiselld tavalla seminormi maarda

edelleen pseudometriikan ja uniformiteetin.
Maéritelmé 8.5. Olkoon E vektoriavaruus. Kuvaus p : E — [0,00) on semi-
normi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa.

(1) Patee p(ax) = |a|p(x) aina, kun o € K sekd x € E.

(2) Patee p(z +y) < p(x) + p(y) aina, kun z,y € E.

Lause 8.6. Jos p on seminormi, niin kuvaus d,(x,y) = p(z — y) on pseudo-

metriikka.

Todistus. Olkoon p seminormi. Pétee

dp(z,y) = plx —y) =p((=1)(y — z)) = [ = 1p(y — =) = dp(y, ).
Olkoot x,y, z € E. Tilloin

dp(z,y) =pz —y) =plr+z-2-y)=pllx+2) - (z+y)) <

<plx+z2)—plz+y) = dp(x’ z) + dp(zvy)~
O]

Maiidritelma 8.7. Olkoon p seminormi. Lauseen 8.6 nojalla olemassa olevaa

pseudometriikkaa d, kutsutaan seminormin p indusoimaksi pseudometriikaksi.

63



Lause 8.8. Olkoon p seminormi vektoriavaruudessa E ja d, sen indusoima
pseudometritkka, joka indusoi edelleen uniformiteetin Ug,. Varustettuna topolo-

gialla TU,, vektoriavaruus E on topologinen vektoriavaruus.

Todistus. Olkoot zg,yo € E. On voimassa
d(zo+yo, +y) = p(xo+yo—z—y) = p(xo—2+yo—y) < p(xo—2)+p(Yo—y) =

= d(zo,z) + d(yo,y) <,

kun d(zg,z) < §jad(yo,y) < §. Viite seuraa téstd, koska joukot {y | d(z,y) <
€} muodostavat pisteen x ymparistokannan.

Olkoon ag € K sekd zp € E. On voimassa ax—agzo = a(x—xo)+ (—ag)xo
aina, kun o € K sekd z € E. Néin

€ €
dp(az, agz0) < |alp(z — 7o) + [ — ag|p(w0) < B + 5=¢

aina, kun |a — ap| < & sekd p(z, z¢) < 0, missd 6 = min{l, m} O

8.4 Absorboivat, balansoidut ja konveksit joukot

Tutkitaan seuraavaksi tietyn tyyppisiéd topologisten vektoriavaruuksien osajouk-
koja, joiden avulla voidaan méaéritelld térkedksi osoittautuva origon ympéristo-
kanta.

Maiiritelmi 8.9. Olkoon F topologinen vektoriavaruus. Joukko A C F on
absorboiva, jos jokaista x € E kohti on olemassa jokin a > 0, jolle o~ 'z € A.

Lemma 8.10. Olkoon E topologinen vektoriavaruus sekd A C E origon ympd-

risto. Joukko A on absorboiva.

Todistus. Olkoon x € E. Kuvaus f(\) = Az on jatkuva, sekd f(0) = 0. Talloin
on siis olemassa sellainen 6 > 0, etta %_1x =X =f(A)€eAkun|0-A<d. O

Lemma 8.11. Olkoon E topologinen vektoriavaruus sekd A C E absorboiva.
Tdlloin 0 € A.

Todistus. On olemassa « > 0, jolle 0 = o~ 10 € A. O

Masritelma 8.12. Olkoon E topologinen vektoriavaruus sekd A C E absor-
boiva. Kuvaus ps : E — [0,00), jolle pa(z) = inf{a > 0 | o™tz € A} on

Minkowskin funktionaali.

Maiiritelmi 8.13. Olkoon E topologinen vektoriavaruus. Joukko A C E on
balansoitu, jos ax € A aina, kun o € K sekd |a| < 1.
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Maiéritelméi 8.14. Olkoon E topologinen vektoriavaruus sekd A C E. Joukon
A balansoitu verho on kaikkien niiden balansoitujen joukkojen leikkaus, jotka
sisaltavat joukon A.

Lemma 8.15. Joukon A C E balansoitu verho on joukko
B={X\x ||\ <1, z €A}

Todistus. Olkoon x € B seki lisdksi o € K, jolle |a| < 1. Télloin 2 = Ay, missd
[A| < 1sekd y € A. Piatee ax = aly sekid |A\a| = |af|A| < 1, ja ndin ax € B, eli
B on balansoitu.

Kéintien olkoon C' D A balansoitu joukko ja x € B. Téllgin jélleen x = Ay,
misséd [A| < 1sekd y € A C C, joten x € C. Néin siis B C C. O

Lemma 8.16. Olkoon E topologinen vektoriavaruus sekd A € E sen balansoitu

osajoukko. Tdlloin myés sulkeuma A on balansoitu.

Todistus. Olkoon « € K sekii |a| < 1. Olkoon lisiksi x € A. Kuvaus f(z) = az
on jatkuva. Koska lisiksi A on balansoitu, niin f(A) C A. T&lléin

ar € f(A) C f(A) C A.
O

Lemma 8.17. Olkoon E topologinen vektoriavaruus seki x € F ja U C E

pisteen x ympdristo. On olemassa pisteen x ymparisté V, jolle V+V C U.

Todistus. Koska F on topoginen vektoriavaruus, niin kuvaus (z,y) — = + y on
jatkuva erityisesti pisteessé (z,x), ja on olemassa pisteen x ympéristot V3 ja Va,
joille V7 + Vo C U. Talloin voidaan valita V = V; N V5. O]

Lemma 8.18. Olkoon E topologinen vektoriavaruus sekd x € E. Ne origon
ympdristot, jotka ovat suljettuja ja balansoituja muodostavat origon ympdaristd-

kannan.

Todistus. Olkoon U C FE pisteen x ympdiristd. Lemman 8.17 perusteella on
olemassa origon ympéristd V, jolle V4+V C U. Kuvaus (A, z) — Az on jatkuva,
joten on olemassa 6 > 0 ja origon ympéristé Vi, jolle oV C V, kun |a| < 4.
Joukko V7 on lauseen 8.3 nojalla origon ympdiristo, jonka balansoitu verho
W1 = Ujx<1AdV1 on origon balansoitu ympéristd, jolle W1 + Wy, C V+V C U.
Olkoon sitten W = W;. Lemman 8.16 perusteella W on balansoitu, ja riitts
siis osoittaa, ettd W C U. Olkoon y € W. Joukko y+ W7 on pisteen y ympéristo,
ja on siis olemassa z € (y+W;)NWy, silld y € W, ja néin sen ympéristd kohtaa
joukon Wj. Lisdksi z = y + w, missd w € W;. Koska W; on balansoitu, niin
—w e Wy, jasisy=z—we W, +W; CU. O
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Maiéritelmi 8.19. Olkoon E vektoriavaruus. Joukko A C E on konveksi, jos

az + (1 —a)y € A aina, kun z,y € A ja a € [0,1].

Maédritelma 8.20. Olkoon E vektoriavaruus sekd A C E. Kaikkien niiden
konveksien joukkojen leikkaus, jotka sisdltdvat joukon A on joukon A konveksi

verho.

Lemma 8.21. Olkoon E vektoriavaruus ja A C E. Joukon A konveksi verho
on joukko C = {31 ouz; |n €N, z; € A,a; > 0,3, oy = 1}.

Todistus. Selvasti A C C. Olkoon o € [0,1] sekd z,y € C. Télloin = =
Doiq gy, sekd y = YT oy, missd Yoy = Y0 oy = 1sekd x; € A
aina, kun 1 < ¢ < n/. Télloin

ar+ (1 —a)y = Zﬂi%’,

i=1
missd 3; = aqy, kun 1 < i <n, sekd §; = (1 — @)ay, kun n+ 1 < i < n'. Ndin

’

Zﬁi:azarf-(l—a) Z ai=a+(1l-a)=1,
i=1 i=1

i=n+1

ja joukko C' on konveksi.

Olkoon sitten C’ jokin konveksi joukko, jolle A C C’. Olkoon lisiksi
Sz € C.o Jos m = 1, niin y*, oy = x; € A C C'. Oletetaan, etté
jos m = n — 1, niin jokainen > ", ayz; € C'. Talldin > 1" | uw; = an@y +

(S5 @) S g € ', silli €7 on konveksi. Niiin siis C < €. O

i
1
1 i

Lause 8.22. Olkoon E topologinen vektoriavaruus ja A C E konveksi. Tdlloin

myds sulkeuma A on konveksi.

Todistus. Olkoot x,y € A sekii a € [0,1]. Kuvaukset z — az jay — (1 — a)y
ovat jatkuvia. Olkoon U jokin pisteen ax + (1 — )y ympérist6. Voidaan valita
pisteen x ympéristd V; ja pisteen y ympéristd Vs, joille aVi + (1 — a)Va C U.
Valitaan edelleen u € V; N A sekd v € V5 N A, jolloin au + (1 —a)v € ANU.
Téallsin siis ax + (1 — a)y € A. O

Maiéritelmi 8.23. Olkoon E topologinen vektoriavaruus ja A C E. Jos A on
konveksi, balansoitu, absorboiva ja suljettu, niin A on tynnyri.

Lemma 8.24. Olkoon E topologinen vektoriavaruus sekid A C E konveksi,
absorboiva sekd balansoitu. Minkowskin funktionaali pa on seminormi. Lisdksi
{z € E|palz) <1} CAC{zr € FE|pa(z) <1}
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Todistus. Olkoon H(z) = {a > 0| a 'z € A}, jolloin siis Minkowskin funktio-
naali ps(z) = inf Hx(z). Olkoon 8 € H,(x) sekd 3 > . Lemman 8.11 nojalla

0 € A, joten joukon A konveksisuudesta seuraa, ettd 8~z = %,__11 Bt + (1 —

’%'__11)0 € A, eli f/ € Ha(x). On siis voimassa Ha(z) = {a > 0 | a > pa(z)}.
Olkoon € > 0. Olkoon sitten lisiksi o = pa(z) + § sekd 8 = pa(y) + §, jolloin
a"lz, 71y € A. Kiytetiin lisiksi merkintdd v = o + 3. Koska A on konveksi

saadaan tulos 5
ety = ek Ty e A,

silld £ + % = % = 1. Nidin pa(z +y) <y=a+ 0 =pa(z) + paly) + ¢, joten
kolmioepdyht&lo toteutuu.

On voimassa
Hp(ax)={8>0| B lax e At ={F>0| B alz € A} = |a|Ha(x),

sillda A on balansoitu ja nédin ehdot ax € A ja |a|r € A ovat yhtdpitavid. On
ndin todettu myos ehto pa(az) = |a|pa(x).

Josz e {x € F|pa(x) <1}, niin 1 € Hy, jasiis z € A. Samoin, jos x € A,
niin 1 € Hy,eliz € {x € E|pa(z) <1}. O

8.5 Lokaalisti konveksi topologinen vektoriavauus

Méiaritelldan sitten topologisten vektoriavaruuksien luokka, joiden topologiat

osoittautuvat seminormien méadradmiksi ja siten uniformisoituviksi.

Maisritelma 8.25. Topologinen vektoriavauus E on lokaalisti konveksi, jos on

olemassa jokin origon ympéristckanta, johon kuuluvat joukot ovat konvekseja.

Lemma 8.26. Olkoot E ja F vektoriavaruuksia sekd T : E — F lineaarikuvaus.
Jos joukko A C F on konveksi, niin alkukuva T=1(A) on avaruuden E konveksi

osajoukko.

Todistus. Olkoot x,y € T1(A) seki a € [0,1]. Tallsin T(azx + (1 — a)y) =
aT(z)+ (1 —a)T(y) € A, silld A on konveksi. O

Lemma 8.27. Olkoon E vektoriavaruus sekd C perhe konvekseja osajoukkoja.
Leikkaus NC' on konveksi.

Todistus. Olkoot z,y € NC sekd a € [0, 1]. Olkoon A € C mielivaltainen. T&llgin
x,y € A, joten ax + (1 — a)y € A. Néin ollen ax + (1 — a)y € NC. O

Lause 8.28. Olkoon E vektoriavaruus sekd (F;)ic; perhe lokaalisti konvekseja
topologisia vektoriavaruuksia. Lisdksi olkoon T; : E — FE; lineaarikuvaus aina,
kun i € I, sekd T kuvausten (T;)icr indusoima topologia. Tdlloin (E,T) on

lokaalisti konveksi topologinen vektoriavaruus.
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Todistus. Lauseen 8.4 perusteella F on topologinen vektoriavaruus. Jokaista
origon ympéristéd U kohti on olemassa &direllinen indeksijoukko K C I seki
konveksit origon ympéristst Uy C U aina, kun k € K. Leikkaus Nyex T}, ' (Uy) C
U on origon konveksi ympéristo indusoidun topologian suhteen, silld lemman
8.26 nojalla jokainen leikkauksessa esiintyvi joukko on konveksi ja lemman 8.27

perusteella konveksien joukkojen leikkaus on konveksi. O

Maiéritelmi 8.29. Olkoon FE vektoriavaruus sekd P kokoelma seminormeja.
Kukin seminormi indusoi pseudometriikan, joka indusoi topologian 7, aina, kun
p € P. Télléin (E, 7,,) on selvésti lokaalisti konveksi topologinen vektoriavaruus.
Olkoon sitten T}, : E — E identtinen kuvaus, kun maalijoukossa on topologia 7,.
Tallsin kuvaukset (7,,) indusoivat topologian 7, ja lauseen 8.28 nojalla (E, T) on

seminormiperheen P virittdmd lokaalisti konveksi topologinen vektoriavaruus.

Lemma 8.30. Olkoon E topologinen vektoriavaruus sekd A C E balansoitu.

Joukon A konveksi verho on myds balansoitu.

Todistus. Merkitdsan konveksia verhoa C:l14. Olkoon x € C seki o € K sellainen,
ettd |a| < 1. Lemman 8.21 perusteella az = o> | a2, missé jokainen z; € A
seki """ | a; = 1. Saadaan siis edelleen ax = ay ;| oy = Yo | o, missé
kukin az; € A. Jilleen lemman 8.21 nojalla ax € C. O

Lause 8.31. Jos E on lokaalisti konveksi topologinen vektoriavaruus, niin on

olemassa origon ympdaristokanta, johon kuuluvat joukot ovat tynnyreitd.

Todistus. Olkoon U origon ympéristd. Lemman 8.18 nojalla on olemassa origon
suljettu ympéristé V3 C U. Télloin on siis olemassa origon konveksi ympéristo
V5 C Vi. Edelleen lemman 8.18 nojalla on olemassa origon balansoitu ympéristo
V3 C Va. Olkoon Vj joukon Vi konveksi verho sekdi V = V. Téllsin, koska
Vi C Vo, niin V = V, C V,. Niin ollen

VcVacVyCcU.

Lemman 8.30 ja lauseen 8.16 perusteella V' on balansoitu. Lisdksi lemman 8.10

nojalla V' on absorboiva. O

Lause 8.32. Olkoon (E,T) lokaalisti konveksi topologinen vektoriavaruus. On

olemassa seminormiperhe, joka virittdd uniformisoituvan topologian 7.

Todistus. Lauseesta 8.31 seuraa, ettd on olemassa origon ympéristokanta F, jo-
ka koostuu tynnyreistid. Edelleen lauseesta 8.24 seuraa, ettd Minkowskin funk-
tionaali p4 on seminormi aina, kun A € F. Kuvaukset p,4 virittavit pseudo-
metriikat dp,, sekd edelleen jonkin uniformisoituvan topologian 7. Olkoon U

origon T-ympéristd. On olemassa A € F, jolle A C U. Lauseesta 8.24 seuraa
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my0s, ettd on olemassa origon 7'-ympéristé {« € E | d,,(0,2) < 1} C A.
Kummatkin topologiat 7’ ja T ovat siirtoinvariantteja, joten 7 C 7. Toisaalta
AcCc{z e E|dy,(0,z) <1}, joten U ={x € E|d,,(0,2) <1} on origon ym-
périst6 topologiassa 7. Néin pa(x) = d,, (0, ) on jatkuva origossa, silld origon
ympiéristd $U kuvautuu viliin (—¢,€). Olkoon = € E sekii y € x + SU. Identti-
selle kuvaukselle id : E — E on voimassa dy, (id(y),z) = pa(y — z) € (—¢,¢),
joten id on jatkuva, jos ldht6joukossa on topologia 7 sekd maalijoukossa topo-
logia 74,,. Lauseista 3.10 ja 2.44 seuraa, ettd 7" C 7, koska A on mielivaltai-
nen. Topologia 7 = 7/ on siis pseudometriikoiden virittdméiné uniformisoituva

lauseen 3.10 perusteella. O

Lause 8.33. Olkoon E lokaalisti konveksi topologinen vektoriavaruus ja F' jo-
kin sen tynnyreistd koostuva origon ympdaristékanta. Olkoon lisiksi U Minkows-
kin funktionaalien virittdmd uniformiteetti. On olemassa sellainen kokoelma
P pseudometriikkoja, joka virittid avaruuden (E,U), ettd kuvaukset pg(x) =

d(i(0),i(x)), missi d € P, ovat avaruuden (E,T) virittivi seminormiperhe.

Todistus. Lauseen 8.32 nojalla on olemassa perhe seminormeja, jotka virittavit
avaruuden (F, 7). Olkoon P niiden seminormien virittdmien pseudometriikko-
jen kokoelma. Talloin jokainen d € P téyttdd ehdot d(z,y) = d(z + 2,y + 2)

sekd d(0, ax) = |a|d(0,z). Koska i on isometrinen, niin saadaan yht&lot:
Pa(z +y) = d(0,z +y) = d(—z,y) < d(—z,0) +d(0,y) =

d(0, —z) + d(0,y) = d(0,x) + d(0,y) = pa(x) + pa(y).

Edelleen on myos voimassa:

Pa(ax) = d(0, ax) = [a|d(0, ) = |alpa(z).
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