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Reaalilukujen joukko R koostuu irrationaali-ja rationaaliluvuista. Siind missa ratio-
naaliluvut jattavat lukusuoralle tyhjid kohtia, reaaliluvut tayttavit koko lukusuoran
niin, etta sen pisteet vastaavat yhtéa reaalilukua ja painvastoin. Téata reaalilukujen
ominaisuutta kuvaa téaydellisyysaksiooma.

Taydellisyysaksiooman mukaan ylhéalta rajoitetulla epatyhjalla reaalilukujen os-
ajoukolla on aina pienin yldraja eli supremum, joka on reaaliluku. Joukkoa A C R
sanotaan ylhaalta rajoitetuksi, jos on olemassa sellainen reaaliluku b, ettd a < b
kaikilla a € A.

Téasséd tyossa tutkitaan reaalilukujen téydellisyysominaisuutta. Ensin kdyd&an
lapi lyhyesti reaalilukujen historiaa. Sen jilkeen tutustutaan tiydellisyysaksiooman
méaritelmédn ja sen seurauksiin. Lopuksi tutkitaan vield reaalilukujen olemassaoloa.

Tyoén péadasiallinen 1ldhde on Stephen Abbottin kirja Understanding Analysis.
Tyo on tarkoitettu erityisesti reaaliluvuista kiinnostuneille ja vaatii perusanalyysin
tuntemusta.
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1 Johdanto

Reaalilukujen joukko R koostuu irrationaali- ja rationaaliluvuista. Siin& missa ratio-
naaliluvut jattavat lukusuoralle tyhjid kohtia, reaaliluvut tayttavit koko lukusuoran
niin, ettd sen pisteet vastaavat yhta reaalilukua ja péinvastoin. Téta reaalilukujen
ominaisuutta kuvaa taydellisyysaksiooma, ja se erottaa reaaliluvut rationaaliluvuis-
ta. Aikanaan antiikin Kreikassa olikin suuri yllétys, ettd kaikki lukusuoran pisteet
eivit vastaa jotain rationaalilukua.

Tutkielman toinen luku kertoo lyhyesti reaalilukujen historiasta. Koska aihe on
kokonaisuutena todella laaja, luvussa keskitytdadn vain seikkoihin, joita kasitellaan
tassa tutkielmassa tai jotka tukevat ndiden kasittelya.

Kolmannessa kuvataan téaydellisyysaksiooman maéaritelmé. Luku seuraa ldhde-
teoksen eli Stephen Abbottin Understanding analysis [1] lukua 1.8 reaalilukujen
alustavasta maéaritelmasta alkaen. Lukuun on lisdtty osio suppenevista sarjoista ja
tahén liittyen rajoitetun lukujonon méaéaritelmé (1ahdeteoksen luvuista 2.3 ja 2.4).

Tutkielman neljas ja viides luku mukailevat ldhdeteoksen lukuja 71.4-1.5 ja ne
esittelevat taydellisyysaksiooman seurauksia. Neljannessa luvussa esitetdan téarkeita
tuloksia suljetuista véleista, neliojuurista ja irrationaalilukujen sijainnista.

Viides luku siséltdaa taydellisyysaksiooman erikoisemman seurauksen. Luvussa
esitetddn kardinaliteetin ja numeroituvuuden késitteet. Jopa dédrettomien joukkojen
vertailu on mahdollista kardinaaliteetin avulla.

Viimeisessa eli kuudennessa luvussa ei tarkastella taydellisyysaksiooman seu-
rauksia, vaan mista taydellisyysaksiooma seuraa. Kirjan luku sisdltaé reaalilukujen
konstruktion rungon (lahdeteoksen luku 8.6). Reaaliluvut voidaan konstruoida ratio-
naalilukujen joukosta Dedekind-leikkauksin. R on algebrallisilta ominaisuuksiltaan
kunta, jolle kunta- ja jarjestysominaisuudet pétevéit. Lopuksi ylarajaominaisuuden
perusteella todistetaan reaalilukujen téaydellisyys.

2 Reaalilukujen historiaa

Reaalilukujen olemassaolosta saatiin ensimmaéinen viite jo ennen ajanlaskun alkua.
Antiikin Kreikassa oli ollut hyvin vahvasti vallalla ajatus, ettd jokainen lukusuoran
piste on ilmaistavissa joidenkin kokonaislukujen avulla. Luvut olivat siis rationaali-
sia ja puhuttiin yhteismitallisuuden kasitteesta. Irrationaalilukujen 16ytyminen noin
400-500 eaa. olikin suuri jarkytys Pythagoraan veljeskunnan keskuudessa [2]. Geo-
metria oli tuolloin erityisen térked tyoviline ja tarkalleen ottaen huomattiin, etta
mikéén lukusuoran piste (ilmaistuna kahden kokonaisluvun avulla) ei vastaa yksik-
késivuisen nelion halkaisijaa (1/2). Tamén jilkeen ilmeisesti Theodorus Kyrenelsi-
nen (325 eaa.) todisti juurien v/3 ja v/17 (ja niiden villisten irrationaalisten juurien)
irrationalisuuden [2].

Analyysin varsinainen kehitys alkoi vasta 1700-luvulla Isaac Newtonin (1642
1726) ja Gottiried Leibnizin (1646-1716) toiden ansiosta. Tata oli edeltdnyt esimer-
kiksi funktion késite, jonka sveitsildinen matemaatikko Leonhard Euler (1707-1783)
myo6hemmin formalisoi.

Moderni reaalilukujen analyysi alkoi eriytyd omana alanaan 1800-luvulla [3].
Tsekkildinen Bernard Bolzano (1781-1848) mainitsi jatkuvuuden késitteestd jo en-
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simmaisessa, binomikertoimiin liittyneessé tyossadn. Varsinaisen jatkuvuuden maa-
ritelmén hén julkaisi vuonna 1817 véliarvolausetyossddn [4] ja hdn teki myos ha-
vaintoja alarajaominaisuuksien suhteen. Valitettavasti ndma tyot tulivat tunnetuik-
si vasta myOhemmin.

My06s monet muut matemaatikot vaikuttivat 1800-luvulla kehittyvéaén reaaliana-
lyysiin. Naihin kuuluivat ainakin ranskalaiset Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) ja
Charles Méray (1835-1911) seké saksalaiset Karl Weierstrass (1815-1897), Richard
Dedekind (1831-1916) ja Georg Cantor (1845-1918).

Cauchy julkaisi vuonna 1821 merkittavin Cours d’Analyse -teoksensa, joka pai-
notti analyysissa tdsmaéllisyytta (rigor) ja jonka siséltoon kuului esimerkisi e -
merkinnan formalisointi. Cauchy vaikutti myos kompleksianalyysin puolella ja kon-
struot reaaliluvut lukujonojen avulla. Kun lukujono lahestyy tiettyé kiinteda arvoa,
niin arvoa kusutaan raja-arvoksi, jos lukujonon ja arvon erotuksesta tulee mieli-
valtaisen pieni. Dedekind konstruoi mychemmin reaaliluvut Dedekind-leikkausten
avulla.

Weierstrassin koetaan vaikuttaneen erityisesti reaalianalyysin syntyyn, ja han te-
ki sen myo0s luentojensa ja oppilaidensa vélitykselld. Weierstrass julkaisi vuonna 1861
jatkuvuuden madritelméan kiyttadmalld e-0 merkintdja. Yksi Weierstrassin oppilais-
ta oli Georg Cantor, jonka myShemmin kehittdma joukko-oppi oli lapimurto monien
sen aikaisten ja tulevienkin matemaattisten ongelmien selvittdmisesséd. Téaydellisyy-
saksioomaan liittyvat erityisesti Cantorin lause ja Cantorin diagonaaliargumentts

([, 5.32-35).

3 Taydellisyysaksiooman maaritelma

Téassd luvussa médritelmét ja esimerkit mukailevat Abbottin kirjan [1] luvun 1.3
esitystapaa R:n alustavasta maaritelmésta alkaen, ellei toisin mainita.

3.1 Reaalilukujen alustavaa maaritelmaa

Reaalilukujen joukko R sisiltdd rationaaliluvut Q. Joukossa R myo6s yhteen- ja ker-
tolasku patevat. Kaikilla alkioilla on additiivinen kd#nteisalkio ja kaikilla nollasta
poikkeavilla alkioilla on multiplikatiivinen kd#nteisalkio. Todetaan myos, ettd R on
kunta, eli kommutatiivisuus-, assosiatiivisuus- ja distributiivisuusominaisuudet pate-
vat. Téasta seuraa, ettd perusalgebralliset laskutoimitukset ovat kiytettavissa. Myos
jarjestysominaisuudet patevit kunnassa R, eli kyseessé on jarjestetty kunta. Reaali-
lukujen yksityiskohtaisempaan mééritelméén palataan luvussa [6]

3.2 Pienin ylaraja ja suurin alaraja

Maaritelma 1. Joukkoa A C R sanotaan ylhddltd rajoitetuksi, jos on olemassa
sellainen b € R, ettd a < b kaikilla a € A. Samoin joukkoa A C R sanotaan alhaalta
rajoitetuksi, jos on olemassa sellainen reaaliluku c, ettd a > ¢ kaikilla a € A.

Maaritelma 2. Reaaliluku a on joukon A pienin yldraja, jos se tayttaéd seuraavat
ehdot:



(i) @ on joukon A ylaraja,
(ii) jos on olemassa b, joka on jokin joukon A ylaraja, niin a < b.

Joukon pienin ylaraja tunnetaan nimella supremum. Tatd merkitddn a = sup A
(a on joukon A supremum). Joukon suurin alaraja eli infinum (merk. b = inf B)
méaritetddn vastaavalla tavalla: reaaliluku b on joukon B suurin alaraja, mikéli se
on joukon B alaraja, ja jos on olemassa jokin joukon B alaraja ¢, niin b > c.

Jos s1 ja so ovat molemmat joukon A pienimpié ylarajoja, niin ehdonmukaan
voidaan merkita s; < s9 ja so < s1. Tésta seuraa, etté s; = s eli pienimpia ylarajoja
on vain yksi.

Ennen esimerkkeihin siirtymista tutkitaan ylarajaominaisuutta vield suppene-
vien sarjojen yhteydessa ([1], s. 56-57) ja esitetddn tahan liittyva rajoitetun lukujo-
non mééritelmé ( 1], s.49).

Maaritelmé 3. Lukujono (z,) on rajoitettu, mikali on olemassa sellainen luku M >
0, etté |z,| < M kaikilla n € N.

Geometrisesti tamé tarkoittaa, ettd on olemassa vili [— M, M], joka siséltaa lukujo-
non (z,) kaikki termit.

Maaritelma 4. Lukujono (a,) on kasvava, jos a,, < a,41 kaikillan € N ja vihenevd,
jos a, > ap.+1 kaikilla n € N. Lukujono on monotoninen, jos se on kasvava tai
vahenevé.

Lause 1. Monotonisten lukujonojen peruslause. Jos lukujono on monotoninen
ja rajoitettu, se on suppeneva.

Todistus. Olkoon (a,) monotoninen ja rajoitettu. Jotta voidaan todistaa, ettéd (a,)
suppenee suppenemisen madritelméan perusteella, tarvitaan jokin ehdotus raja-arvoksi.
Oletetaan, ettd lukujono on kasvava (viheneva lukujono kisitelladan vastaavasti) ja
tutkitaan joukkoa pisteitd {a, : n € N}. Oletuksen mukaan kysessd on rajoitettu
joukko, joten merkitaén

s =sup {a,:n € N}

Viitetdan nyt ettéd lima, = s.

Todistetaan tdmé olettamalla ensin € > 0. Koska s on joukon {a, : n € N}
pienin ylaraja, s — € ei ole ylaraja. Talloin on olemassa sellainen lukujonon piste
ettd s — e < ay. Koska (a,) on kasvava, téstd seuraa, ettd jos n > N, niin ay < a,.
Néin ollen

s—e<ay <a, <s<Ss+e,

josta |a, — s| < e.

Esimerkki 1. Merkitaan luonnollisten lukujen N joukkoa
N ={1,2,3,4,... }.
Olkoon joukko



A—{L ineNy={1,1 1 .}
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Joukko A on rajoitettu ylh#alta ja alhaalta. Ylidrajaksi sopivia ehdokkaita olisivat
esimerkiksi 3, 2 ja 3/2. Viitetdén, ettd sup A = 1. Tamén todistamiseksi aiemmin
mainittujen ehtojen |(i)| ja tulee olla voimassa. Ehdon |(i)| suhteen todetaan, etté
1 < 1/n kaikille n € N. Ehdon suhteen oletaan, ettd on olemassa jokin toinen
ylaraja b. Koska 1 € A ja b on A:n yléraja, seuraa, ettd 1 < b eli ehto pétee.
Joukon A infinum on 0. Todetaan, ettd 0 ei kuulu joukkoon A.

On téarked huomata, etté toisin kuin joukon maksimi- ja minimiarvot, supremum ja
infinum eivat valttamaétta ole joukon alkioita.

Esimerkki 2. Tutkitaan avointa vilié (0,2) ja suljettua vilid [0,2|. Molemmat joukot
ovat rajoitettuja ylhaalta ja alhaalta sekd molemmilla joukoilla on sama supremum
(eli 2). Kuitenkin vain jalkimmaiselld joukolla on maksimiarvo. Joukolla voi olla
siis supremum, joka ei kuitenkaan ole joukon maksimi. Mikdli joukolla kuitenkin on
maksimi, se on myos joukon supremum.

Jokaisella epatyhjélla joukolla ei siis valttdmatta ole maksimiarvoa, mutta taydelli-
syysaksioman mukaan kaikilla joukoilla on kuitenkin pienin yldaraja eli supremum.
Matematiikassa aksioomalla tarkoitetaan hyviksyttya oletusta, jota ei tarvitse erik-
seen todistaa. Parhaimmillaan aksiooma on niin perustavanlaatuinen lause siihen
liittyvésta asiasta, ettei sitd edes tarvitse perustella. Téaydellisyysaksiooma saattaa
sopia tallaiseen kuvaukseen, mutta tutkitaan ensin, miksi taydellisyysaksiooma ei
péde joukossa Q.

Esimerkki 3. Olkoon joukko
S={reQ:r*<2}.

Joukko S on ylhailta rajoitettu, mutta joukolla ei ole pieninté yldrajaa. Reaaliluku-
jen joukossa joukolla olisi pienin ylaraja. Taydellisyysaksiooman mukaisesti voidaan
asettaa a = sup S ja tillainen luku on siis olemassa. Tiedetiéin jo, ettd /2 on
irrationaaliluku. Téhén esimerkkiin palataan luvussa 4.2

Esimerkki 4. Olkoon A C R epétyhja ylhéélta rajoitettu joukko, ja ¢ € R.
Maéritellaan joukko

c+A={c+a:ac A}

Talloin joukon ¢+ A supremum on ¢+ sup A. Todistetaan tamaé erikseen ehtojen
ja avulla.

Todistus. Merkitddn s = sup A. Télloin a < s kaikilla a € A. Téastéd seuraa, etté
¢+ a < ¢+ s kaikilla joukon A alkioilla a € A. Taten ¢+ s on joukon ¢ + A ylédraja
ja ehto [(i)] on niin todistettu.

Todistetaan [(ii)] Olkoon b joukon ¢ + A jokin yldraja, eli ¢ + a < b kaikilla a € A.
Tamé on ekvivalenttia sen kanssa, ettd a < b — ¢ kaikilla a € A. Téstd voidaan
paatella, ettd b—c on joukon A ylaraja. Koska s on joukon A pienin yléraja, s < b—c.
Tama voidaan kirjoittaa toisin ¢+ s < b. Néin on todistettu ja voidaan paitella
sup(c+ A) = ¢+ supA. O



On olemassa hyodyllinen ekvivalentti tapa kuvata pienimmét ylarajat. Kuten edel-
lisessé esimerkissid huomattiin, méiritelmé [2] on kaksiosainen. Ehdon [(i)] mukaan
sup A:n pitad olla ylaraja; ehdon mukaan taméan ylarajan pitda olla pienin mah-
dollinen. Seuraava lemma (1| on vaihtoehtoinen tapa lausua ehto |(ii)}

Lemma 1. Oletetaan, etti s € R on joukon A C R yliraja. s on joukon A supre-
mum, jos ja vain kaikille € > 0 on olemassa joukon alkio a € A niin, ettd s — e < a.

Todistus. Lemma toisin lausuttuna: olkoon s jokin ylaraja. Jos ja vain jos ei ole
olemassa ylarajaa joka on pienempi kuin s, s on pienin ylaraja.

(=)

Oletetaan, etté ettd s = sup A. Olkoon € > 0. Koska s — € < s, ehdon perusteella
tadmaé ei ole joukon A ylédraja. Néin ollen on olemassa jokin a € A niin ettd s —e < a
(koska muuten s — € olisi yldraja).

(<)

Oletetaan, ettd on valittu s niin, ettd s — € ei endé ole A:n yldraja kaikilla € > 0.
Jos on olemassa jokin b < s, b ei ole ylaraja (e = s — b). mukaan ylarajan pitda
olla pienin mahdollinen. Jotta s = sup A, b on jokin muu joukon A ylaraja, joten
s <b. [

4 Taydellisyysaksiooman seurauksia

Taydellisyysaksiooman avulla voidaan ilmaista matemaattisesti se ajatus, ettei re-
aaliluvuista koostuvalla lukusuoralla ole tyhjia kohtia.

Lause 2. Sisdkkdisten vdlien periaate. Kaikille n € N oletetaan suljettu vdili
I, = [an, by = {x € R: a, <z < b,}. Oletetaan, etti jokainen I, sisaltad I, .
Seurauksena sisikkdisten suljettujen vilien sarjalla

LOoL2I3212...
on epityhja leikkaus eli (I, # 0.

Todistus. Kéytetaan téydellisyysaksioomaa todistamaan ettd (7)1, ei ole tyhjé.
Kaikilla n € N on olemassa reaaliluku x € I,,. Téaydellisyysaksiooman mukaan sul-
jetulla joukolla on yla- ja alaraja. Tutkitaan joukon

A={a, :n €N}

valien vasemmanpuoleisten péaétepisteiden joukkoa. Koska vilit ovat sisdkkéisia,
kaikki pisteet b, ovat joukon A yldrajoja. Merkitdén

x=supA

Tutkitaan valia I,, = [a,, b,]. Koska x on joukon A yliraja, a, < x. Samoin koska
jokainen b,, on joukon A yldraja ja x on pienin yldraja, tdstéd seuraa, ettd x < b,.
Yhteenvetona voidaan todeta, ettd koska a, < x < b,, niin x € I, kaikilla n € N.
Téstd seuraa, ettd x € ()1, ja leikkaus on epétyhji.
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4.1 Rationaalilukujen tiheys reaalilukujen joukossa

Rationaalilukujen joukko @Q on luonnollisten lukujen joukon N laajennus. Téssé ala-
luvussa selvitetdan, miten rationaaliluvut ja luonnolliset luvut sijaitsevat lukusuo-
ralla suhteessa reaalilukuihin.

Lause 3. Arkhimedeen ominaisuus.

(i) Olkoon x € R. On olemassa sellainen n € N, jolle n > .

(ii) Olkoon y>0, y € R. On olemassa n € N jolla 1/n < y.

Lauseen osan |(i)|mukaan N ei ole ylhaélta rajattu. Periaatteessa tdma ei vaatisi edes
todistusta, varsinkin kun mukaan on otettu luonnollisten lukujen, kokonaislukujen
ja rationaalilukujen tutut ominaisuudet. Toisaalta téssda kohtaa ei ole varmuutta
siitd, mité reaaliluvut todella ovat. Reaaliluvut on kuvattu rationaalilukujen laajen-
nuksena, jolla on algebralliset ja jarjestysominaisuudet kuten rationaaliluvuilla seké
my0s pienin yldraja eli tdydellisyysaksioomana tunnettu ominaisuus. Muun tiedon
puuttuessa on harkittava sitd mahdollisuutta, etta rationaalilukujen laajennus toisi
mukanaan joitain uusia numeroita, jotka toimisivat luonnollisten lukujen ylarajana
(on olemassa kuntalaajennuksia jossa néin kiy). Lauseen [3| mukaan néin ei ole reaa-
liluvuilla. Téaydellisyysaksiooma, jota kiytettiin tayttdmasan reidt lukujonossa, tuo
mukanaan sen ominaisuuden, ettd N on reaalilukujen rajoittamaton osajoukko.

Todistus. Todistetaan .Tehdéi'an vastaoletus, eli oletetaan, ettd N on ylhaélta ra-
joitettu. Taydellisyysaksiooman mukaisesti joukolla N on talloin pienin yldraja. Mer-
kitddn o = sup N. Talloin o — 1 ei ole enéé ylaraja (lemma . Tama on kuitenkin
ekvivalentti sen kanssa, ettd a < n + 1. Koska n + 1 € N, seuraa ristiriita.
Ehto [(ii)| seuraa ehdosta [(i)| asettamalla z = 1/y.

O

Arkhimedeen ominaisuus vaikuttaa vahvasti sithen, miten rationaaliluvut sijaitsevat
reaalilukujen joukossa.

Lause 4. Rationaalilukujen tiheys reaalilukujen joukossa. Milli tahansa kah-
della reaaliluvulla a ja b, a < b on olemassa rationaaliluku r, joka toteuttaa ehdon a
<7r <b.

Todistus. Rationaaliluku on kokonaislukujen osamaééra, joten esitetddn m € Z ja
n € N, niin ettd

m
=, 1
(Z<n< ()

Valitaan ensin tarpeeksi iso nimittdja, jotta perakkaiset % suuruiset lisdykset ovat
niin lahelld toisiaan, etteivét ne ylitd vélid (a,b). Kayttdmalla Arkimedeen ominai-
suutta || valitaan tarpeeksi suuri n € N jolla

1
— —a. 2
n<b a (2)

Epéayhtalo |1fon ekvivalentti na < m < nb kanssa. Koska n on jo valittu, valitaan nyt
m joka on pienin kokonaisluku joka on suurempi kuin na. Toisin sanoen, valitaan
m € 7 niin, etti



(3) (4)
m—1<na<m.

Nyt epéyhtalo |(4)| tuottaa a < ™. Epayhtdlé 2{ on ekvivalentti a < b — % kanssa,
joten kiyttamalla voidaan Kirjoittaa

m<na-+1
1
<n(b— — 1
n( n)—i—
= nb.

Koska m < nb, niin 7* < b, josta seuraa vaadittu a < = < b.
O

Lause (4] voidaan muotoilla toisin sanomalla, etta rationaaliluvut ovat tiheité reaali-
lukujen joukossa. Tata tulosta voidaan kayttaéd todistamaan, ettd myos irrationaa-
liluvut ovat tiheita reaalilukujen joukossa.

Seuraus 1. Milld tahansa kahdella reaaliluvulla a < b, on olemassa irrationaaliluku
t, joka toteuttaa ehdon a <t < b.

4.2 Neliojuurien olemassaolo

Lause 5. On olemassa reaaliluku o, joka toteuttaa o? = 2.
Todistus. Vrt. esimerkki [3] Olkoon joukko
T={teQ:t*<2}

ja merkitdin o = sup 7. Todistetaan, etti o> = 2 poissulkemalla vaihtoehdot a? < 2
ja a? > 2. Muistetaan, ettd alimman ylirajan (tdssid sup7’) médritelmé on kaksio-
sainen. Osoitetaan, ettd o? < 2 rikkoo méiiritelmén ensimmaéisti osaa |(i) ja o? > 2
rikkoo maaritelméan jalkimmaéista osaa .

Oletetaan ensin, ettd a? < 2. Etsittiessd joukon T alkiota, joka on suurempi
kuin «, arvioidaan

l, 5 22 1 , 20 1, 2a+1
(a+ =) =a"+—+5<a"+—+—-=a"+ :
n n n n n n

Nyt oletus o < 2 saa aikaan sen, etti termin 2‘2—“ arvo on hyvin pieni jos kokonai-

suuden summa on alle 2. Valitaan tarpeeksi suuri ng € N, jotta

1 2 —a?

< .
N 20+ 1

Téstd seuraa (2a+ 1)/ng < 2 — o2, ja edelleen

1
(a+ =) <a®?+(2—0a%) =2
No



Joten a + 1/ny € T, joka on ristiriidassa sen kanssa, ettd « on joukon 7' yliraja.
a? < 2 ei siis ole mahdollinen.
Tutkitaan vield tapaus a? > 2. Arvioidaan nyt
1 5, 20 1 5 2«

2
a——) =a"-——+—=>a — —.
( n) n n? n

Jatketaan harjoitustehtavalla 1.4.7 [I] valitsemalla tarpeeksi suuri ng jotta

2a
—<a?-2.
no

Valitsemalla niin ng, saadaan (o —1/ng)? > a? —2a/ng = o — (o — 2) = 2. Tisti

seuraa, ettd a — 1/ng on joukon T ylaraja. Kaikkien ylirajojen pitaisi kuitenkin
olla yhtasuuria tai suurempia kuin pienin ylédraja mukaan. Eli o > 2 ei ole
mahdollinen.
Tutkitaan vield joukon T = (—v/2,v/2) N Q alarajaa. Merkitisin 3 = infT.
Voidaan todistaa, ettd 32 = 2 poissulkemalla vaihtoehdot 32 < 2 ja 32 > 2.
Oletetaan ensin, ettd 3% < 2. Etsité#n joukon T alkiota joka olisi pienempi kuin
[ arvioimalla

1 26 1 20
(B-2P=p -t >
n n n
Valitaan tarpeeksi suuri ng € N, jotta
2
L <2-— B2
No

Saadaan (8—1/ng)? > 8%2—28/ny = 32— (2—(?%). Tésti seuraa. ettd (8—1/ng)* < 2
ja B —1/ng € T, joka on ristiriidassa sen kanssa, ettd § on joukon 7" alaraja.
Jos 3% > 2, arvioidaan

1 2 1 26+1
(ﬁ+—)2=62+—5+—2<ﬁ2+ SRl

n n o n n
Valitaan tarpeeksi suuri ny € N, jotta (28+1)/ng < 2— 3%, Tésta seuraa 5%+ (28 +
1)/ng > 2, joka on ristiriidassa sen kanssa, ettd £ on joukon 7 suurin alaraja.

]

Tatd yhtalod voidaan muokata osoittamaan, ettd /r on olemassa mille tajansa
x > 0. Yhtdlo, joka laajentaa (ov+1/n)™ on nimeltdén binomikaava ja silld voidaan
osoittaa, ettd on olemassa {/x kaikille m € N.

5 Joukon mahtavuus
Téama luku esittdd padkohdat kirjan [I] luvusta 1.5. Aiemmat taydellisyysaksiooman

seuraukset vastasivat kutakuinkin sitd, mita reaaliluvuista tiedettiin jo etukateen.
Viimeinen seuraus on luonteeltaan erilainen.



5.1 Vastaavuus

Kardinaliteetilla eli joukon mahtavuudella kuvataan joukon kokoa. Aérellisten jouk-
kojen kardinaliteetteja voidaan vertailla liittdmalla joukkoon luonnollinen luku. Vas-
taavuuden avulla voidaan vertailla joukkojen kokoa ilman ettd viitataan mihink&an
tiettyyn lukuun. Etuna on se, ettd tdmé toimii myos darettomien joukkojen kanssa.

Maaritelma 5. Funktio f : A — B on injektio (one-to-one), jos a; # as joukossa A
tarkoittaa, etté f(a1) # f(ag) joukossa B. Funktio f on surjektio (onto), jos kaikilla
b € B on mahdollista 16ytda alkio a € A jolle f(a) = b.

Kun puhutaan vastaavuudesta kahden joukon vililld, tarkoitetaan nimenomaan funk-
tiota f : A — B, joka on seki injektio ettd surjektio (eli bijektio). Injektiolla tar-
koitetaan ettd mitkéddn kaksi joukon A alkiota eivit vastaa samaa alkiota joukossa
B, ja surjektiolla tarkoitetaan, ettd jokainen joukon B alkio vastaa jotakin joukon
A alkiota.

Maaritelma 6. Joukolla A on sama kardinaliteetti kuin joukolla B, jos on olemassa
f A — B, joka on seki injektio (1-1) ettd surjektio (onto). Talloin merkitdén
A~ B.

5.2 Numeroituvat joukot

Miiritelmi 7. Joukko A on numeroituva, jos N ~ A. Adreténté joukkoa, joka ei
ole numeroituva, sanotaan ylinumeroituvaksi.

Lause 6. Joukkojen QQ ja R numeroituvuus
(i) Joukko Q on numeroituva.
(i1) Joukko R on ylinumeroituva.

Todistus. [(1)] Olkoon joukko A; = {0} ja kun n > 2, olkoon A, joukko
A, = {:l:g : jossa p, ¢ € N pienimmét tekijat, niin ettd p + ¢ = n}.

Ensimmaiset joukot ovat
Al = {0}7 A2 = {%7 _Tl}a A3 = {%7 _717 %7 _T2}7
Ag={1,31 2 23} ja Ay ={1,51,2,2 3 =84 =4y

Kaikki A,, ovat aérellisia ja jokainen rationaaliluku esiintyy yhdessé joukossa. Yksi-
yhteen vastaavuus luonnollisten lukujen N kanssa saadaan aikaiseksi esittdmalla
jokaisen A, :n alkiot perakkain.

Jokainen rationaaliluku esiintyy vastaavuudessa yhden kerran. Esimerkiksi, 22/7 €
Agg. Koska joukot Aj ... Asg ovat dérellisia, on varmaa, etta 22/7 tulee mukaan sar-
jaan jossain vaiheessa. Koska tama perustelu toimii kaikille rationaaliluvuille p/q, se
toimii todistuksena siité, etta vastaavuus on surjektio. Jotta voidaan varmistaa, etta
kysessé on injektio, todetaan, ettd joukot A,, ovat erillisid (disjoint), joten mikdén
rationaaliluku ei esiinny kahta kertaa.



Lauseen |§] toisen osan todistus tehdédén vastaoletuksella. Oletetaan, ettd on
olemassa yksi yhteen -funktio f : N — R. Tama tarkoittaisi, ettéd joukon R alkiot on
mahdollista numeroida. Jos 1 = f(1), 23 = f(2) ja niin edelleen, surjektio-oletus
tarkoittaa, ettd voidaan kirjoittaa

R:{I1,$27ZE3,J]4...} (3)

ja voidaan varmuudella sanoa, etta jokainen reaaliluku on mukana. Nyt kiyttamaélla
sisdkkéisten vélien periaatetta (lause [2)) voidaan tuottaa luku, joka ei ole listassa
mukana.

Olkoon I; suljettu vali, joka e: sisélla x;. Olkoon I suljettu vili, joka siséltyy
valiin 7 ja ei sisdlld zo. On helppo todeta I olemassaolo. Vali I; siséltdéd varmasti
kaksi erillistd suljettua vélia ja xo voi olla vain toisessa néistd. Yleisesti, vélille I,
voidaan kontruoida I,, + 1, niin etta

(i) Iny1 C I, ja

(i) Tny1 & Tngar-

Tutkitaan nyt leikkausta ()~ I,. Jos z,, on jokin reaaliluku listasta (3), talloin
Tny & Iy, ja tésté seuraa, ettd

Ty & 01 I,

Nyt oletetaan, etta lista (3) siséltad kaikki reaaliluvut, ja tasta seuraa
o)
N L, = 0.
n=1

Kuitenkin sisidkkiisten vélien periaatteen mukaan ()~ I,, # 0. Periaatteen mukaan
on vahintdan yksi x € (), I,,, joka ei voi olla listalla (3). Ristriita tarkoittaa, ettd
joukon R numerointi ei ole mahdollista. R on siis ylinumeroituva joukko. O]

Miké tahansa numeroituvan joukon osajoukko on joko numeroituva tai darelli-
nen. Jos jokin joukko voidaan jarjestéd listan muotoon, joidenkin alkioiden poisto
johtaa lyhyempéén (ja mahdollisesti padttyvéén) listaan. Tamé tarkoittaa, ettd nu-
meroituvat joukot ovat pienimmaéat adretonta tyyppia olevat joukot, viela pienemmaét
ovat edelleen numeroituvia tai aérellisia.

Epéavtarkasti sanottuna joukon R kardinaliteetti on suurempaa tyyppid oleva
aarettomyys. Reaalilukuja on niin paljon enemmén kuin luonnollisia lukuja, ettei
ole mitdan mahdollisuutta kuvata reaalilukujen joukkoja luonnollisten lukujen avul-
la. Rationaalilukujen joukko sen sijaan on numeroituva. Tadmé& on pienintd tyyppié
oleva dareton joukko. Mita se kertoo irrationaalikujen joukosta I7 Koska N ~ 7Z,
voidaan todistaa, ettd kahden numeroituvan joukon unioni on numeroituva. Koska
R =QUI, I ei voi olla numeroituva, koska muuten R olisi. Johtopéa&tos on, etté ir-
rationaalilukujen joukko muodostaa huomattavasti suuremman R:n osajoukon kuin

Q.

Lause 7. Jos A C B ja B on numeroituva, niin A on joko numeroituva tai ddrel-
linen.
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Lause 8. (i) Jos Ay, As, ..., Ay ovat kaikki numeroituvia joukkoja, silloin unio-
ni Ay UAyU---UA, on numeroituva.

(ii) Jos A, on numeroituva joukko kaikilla n € N, silloin |J,~, A,, on numeroi-
tuva.

6 Reaalilukujen olemassaolo

Témé luku seuraa kirjan [I] lukua 8.6, jossa tarkoituksena on todistaa lause [J]
reaalilukujen olemassaolosta. Luku alkaa reaalilukujen konstruoinnilla Dedekind-
leikkauksin, jonka jilkeen varmistetaan, ettd niissd patevit kunta- ja jérjestysomi-
naisuudet. Lopuksi todetaan, etta taydellisyysominaisuus on voimassa. Taydellisyy-
saksioomaa ei enad tarvitse pitdéd pelkkdné aksioomana, vaan lauseena.

Téassé kappaleessa esitetdan maaritelmét ja péaapiirteet liittyen todistuksen eri
vaiheisiin. Varsinainen todistus 16ytyy esimerkiksi kirjasta [5].

Lause 9. Reaalilukujen olemassaolo. On olemassa jarjestetty kunta, jonka kai-
killa ylhadltd rajoitetuilla epdatyhgilld osajoukoilla on pienin ylaraja. Lisdksi tamd
kunta sisdltdd rationaalilukujen joukon Q alikuntana.

6.1 Reaalilukujen konstruointi rationaalilukujen joukosta

Oletetaan, ettd rationaalilukujen joukko on olemassa ja additiivisuus-, multiplikatiivisuus-
ja jarjestysominaisuudet patevat. Téssd kohtaa ei oleteta, ettd reaalilukuja on ole-
massa.

Maaritelma 8. Dedekind-leikkaukset. Rationaalilukujen osajoukkoa A kutsu-
taan leikkaukseksi, jos silla on seuraavat ominaisuudet:

(1) A£Dja A£Q

(c2) Jos r € A, niin A siséltdd myos kaikki rationaaliluvut ¢ < r

(c3) Joukolla A ei ole maksimia; jos r € A, on olemassa s € A niin ettd r<s

Esimerkki 5. Harjoitustehtévé 8.6.1b-d [I]. Olkoon joukko
S={teQ:t<2}.

Joukko S ei ole leikkaus, koska joukolla S on maksimiarvo 2 (ehto|(c3)|ei ole voimas-
sa).
Olkoon joukko

T={teQ:t*<2tait <0}

Joukko T on leikkaus, koska T' # 0 ja T # Q (ehto [(cI))). Jos r € A ja r > 0,
niin A sisiltdd myos kaikki rationaaliluvut ¢ < r, koska ¢? < r? < 2 ja kaikki q<0
siséltyvat joukkoon. Jos r<0, niin kaikki q<0 sisdltyvit. (ehto |(c2))). Joukolla T" ei
ole maksimia: jos r € T', on olemassa s € T niin ettd r < s (ehto[(c3)).

My6s joukko
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U={teQ:t*<2tait <0}

on leikkaus, sillé v/2 on irrationaalinen, ja rationaalilukujen joukko ei saavuta kos-
kaan lukua /2 eli joukolla ei ole maksimia (ehto |(c3))) (vrt [5| todistus).

Maaritelma 9. Madritetdéan reaaliluvut rationaalilukujen kaikkien leikkauksien jou-

koksi.

6.2 Kunta- ja jarjestysominaisuudet

Olkoon joukko F ja x,y € F. F:n operaatiolla tarkoitetaan funktiota, joka kuvaa
jarjestetyn parin (z, y) kolmanneksi alkioksi z € F'.

Maaritelma 10. Joukko F' on kunta, jos yhteenlasku (z + y) ja kertolasku (zy)
ovat voimassa seuraavin ehdoin:

(f1) Kaikille z,y € F' on voimassa

r+y=y+zjazy =yx (yhteen- ja kertolaskun kommutatiivisuus).

(f2) Kaikille z,y, z € F' on voimassa

z+(y+2) = (x+y)+z ja ©(yz) = (zy)z (yhteen-ja kertolaskun assosiatiivisuus).

(f3) Kaikille x € F' on voimassa neutraalialkioiden 0 ja 1 (0 # 1) olemassaolo, niin
etta
O4+x=zxjaxl=ux.

(f4) Kun x € F, on olemassa -z € F' niin, ettd x + (—z) = 0 ja kun = # 0, on

olemassa x~!, niin, ettd xz~! = 1 (yhteen- ja kertolaskun vasta-alkioiden
olemassaolo).

(f5) Kaikille z,y,z € F on voimassa

z(y + z) = xy + xz (distributiivisuusominaisuus).

Néaméa ominaisuudet péatevat joukossa Q.

Maaritelma 11. Joukon F jérjestys on relaatio (merk. <), jolla on seuraavat omi-
naisuudet:

(ol) Mille tahansa x,y € F pitee, ettd joko z < y tai y > « (tai molemmat) on
totta.

(02) Jos z <yjay >z, ninz=y.
(03) Jos z < yjay> z ninz < z.

Joskus kirjoitetaan y > x sen sijaan ettéd kirjoitettaisiin x < y. Merkintd z < y
tarkoittaa r < y mutta x # y.
Kuntaa sanotaan jarjestetyksi kunnaksi, jos silld on seuraavat ominaisuudet:
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(04) Josy < zyniinz+y < x+ 2.

(05) Jos x>0 jay > 0, niin zy > 0.

Rationaalilukujen joukko @Q on jérjestetty kunta. Reaaliluvut on nyt siis mééri-
telty rationaalilukujen leikkauksien kokoelmaksi. Yhteen-ja kertolaskun seké jarjes-
tysrelaatioiden tulee pated myds tdssa joukossa.

Maaritelma 12. Olkoon A ja B satunnaisia R:n alkioita.
A < B tarkoittaa samaa kuin A C B.

Todetaan, ettd jarjestyrelaatio pétee tédsséd joukossa ja tutkitaan vield additiivi-
suutta ja multiplikatiivisuutta.

6.3 Reaalilukujen algebraa
Olkoon A ja B R:n osajoukkoja. Méaritellaan

A+B={a+b:a€ Ajabe B}

Ennen kuntaominaisuuksien tutkimista, selvitetdan, onko méaritelmé operaatio. On-
ko A + B leikkaus? Todistetaan, etti ehto on voimassa joukolle A + B.

Todistus. Oletetaan, ettd a +b € A+ B. Olkoon s € Q, niin ettd s < a + b. Koska
s — b < a, tasta seuraa, ettd s — b € A, koska A on leikkaus. Talloin

s=(s—b+bec A+ B,
eli pétee joukolle A + B. O

Tyydytdan tdssa toteamaan, ettd myos ja patevit joukolle A+ B. A+ B
on siis leikkaus.

Yhteenlaskun identiteetti- ja kidnteisalkiot ovat O = {p € Q:p <0} ja—A={r €
Q : on olemassa t ¢ A jolle pétee t < —r}.

Olkoon A > O ja B > O R:n osajoukkoja (O = {p € Q : p < 0}). Mééritetdéan tulo
AB

AB={ab:a€ A, be B|a,b>0}U{qeQ:q<0}
Mille tahansa A ja B méaritellaan

kuten médritetty, jos A > O ja B > O
—[A(—=B)], jos A>0jaB<O
—[(=A)B], jos A< OjaB>0
(—=A)(—B), jos A< OjaB<O.

AB =

Kunta- ja jarjestysominaisuudet patevat ndin madritellyissa reaalilukujen joukossa.
Todistus sivuuteteaan téssa.
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6.4 Alimmat ylarajat

R on siis jarjestetty kunta. Lopuksi todetaan, ettd myos taydellisyysominaisuus pé-
tee. Kerrataan téaydellisyysaksiooma luvusta [3| nyt hieman eri merkinnoin.

Joukkoa A C R sanotaan ylhailtd rajoitetuksi, jos on olemassa sellainen B € R,
ettd A < B kaikilla a € A. (Joukko A on rationaalilukujen leikkauksien kokoelma
joka edustaa nyt siis reaalilukuja.)

Maaritelma 13. Reaaliluku S € R on joukon A € R pienin yléraja, jos se tayttad
seuraavat ehdot:

(i) S on joukon A yliraja
(i) jos on olemassa B, joka on jokin joukon A yldraja, niin S < B.

Olkoon A C R epétyhja ja ylhéddltd rajoitettu joukko. Olkoon S kaikkien A &
A unioni. Téydellisysominaisuuden todistuksessa todetaan ensin, ettd koska S on
leikkaus, S € R. Sen jélkeen osoitetaan, ettd S on joukon A alin yléraja.

Tarkempi todistus 16ytyy kirjasta [5].
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