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1 Johdanto

Todennikdisyyslaskenta on matematiikan osa-alueena suhteellisen nuori: sen historian voidaan
katsoa alkavan ranskalaismatemaatikkojen Blaise Pascalin ja Pierre Fermat'n uhkapeliaiheisesta
kirjeenvaihdosta 1600-luvulla [1,2]. Perinteisesti todenndkoisyyslaskenta onkin keskittynyt
erilaisten rahapelien voiton mahdollisuuden laskemiseen ja ndma todenndkoisyyslaskennan juuret
ovat havaittavissa myos lukion todenndkoisyyslaskennassa. Suuri osa lukion oppikirjojen
tehtavista liittyy pelisovelluksiin, kuten noppa- ja korttipeleihin seké erilaisiin arvontoihin. Myos
muut arkiset aiheet ovat suosittuja, mikd on harvinaisempaa muilla lukiomatematiikan
opintojaksoilla. Harmillisesti aiheet jaavat usein irrallisiksi todellisista sovelluskohteista, silla
tehtdvianannoissa tehdyt oletukset yksinkertaistavat rajusti tarkasteltavia ilmioitd. Talldin
arkieldmdn teemat vaikuttavat hieman paalle liimatuilta. Lisdksi monet ndistd aiheista, kuten
rahapelit, jaavat etdisiksi useimpien opiskelijoiden kokemusmaailmasta. Tdama on saali, silla
todenndkoisyyslaskennan keinot taipuvat useiden nuoria kiinnostavien ja heiddn
kokemusmaailmaansa paremmin sopivien arjen, luonnon sekd yhteiskunnan ilmididen ja

tapahtumien mallintamiseen.

Taman tutkielman tarkoituksena on ollut tuottaa opiskelijalle mielenkiintoinen, terveysaiheinen
tehtavapaketti lukion pitkdn matematiikan Tilastot ja todenndkdisyys -opintojaksolle. Lukion
opetussuunnitelman perusteiden 2019 mukaan matematiikan opetuksen lahtékohdat tulee valita
opiskelijoita kiinnostavista aiheista, ilmioistd ja ongelmista, joita voidaan matematiikan avulla
ratkoa [3, s. 221]. Opiskelijoiden kiinnostuksen kohteiden huomioiminen on osa motivoivaa
matematiikan opetusta, ja sitd korostetaan opetussuunnitelman lisdksi opetusalan keskusteluissa,
kuten Beyranevandin blogikirjoituksessa [4]. Opetussuunnitelman perusteiden ja ajan didaktisen
keskustelun hengessd tutkielman tehtdvat ylittdvat oppiaineiden valisid kuiluja ja tuovat
matematiikkaa lahemmaksi opiskelijan kokemusmaailmaa sekd ajankohtaisia yhteiskunnallisia
ilmioita. Tehtavilla on kolme paatavoitetta: 1) lisiatd opiskelijan ymmarrysta siitd, mitd kaikkea
matematiikan avulla voidaan tehda eli mihin opittua voidaan soveltaa ympardivassa maailmassa,
ja 2) innostaa opiskelijaa matematiikan opinnoissa sekd 3) tukea opiskelijaa lukion
opetussuunnitelman yleisten ja matematiikan tavoitteiden, kuten ymmartamisen,

ongelmanratkaisun ja opitun soveltamisen toteutumisessa.

Tutkielma on jaettu teoriaosioon ja Terve!-materiaaliin, jonka opiskelija- ja opettajaversiot 16ytyvat
tutkielman liitteistd. Tutkielman teoriaosio koostuu kahdesta luvusta, Tilastot (luku 2) ja
Todenndkdéisyyslaskenta (luku 3), joissa esitellaan lukion Tilastot ja todenndkoéisyys -opintojakson
madritelmat ja tulokset todistuksineen. Naiden tulosten ja maaritelmien esitysjarjestys noudattaa
lukion opintojakson sekd useiden kurssikirjojen etenemisjarjestystd. Lukujen 2 ja 3 teorian
esitystavat eroavat toisistaan melko paljon tilastotieteen ja matematiikan tieteenalojen kirjallisen
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ilmaisun erilaisuuden vuoksi: Todennadkéisyyslaskenta -luvun esitysmuoto on matemaattinen,

Tilastot -luvussa maaritelmat ovat suurilta osin sanallisia ja niiden tukena kaytetaan esimerkkeja.

Tervel-opiskelijamateriaali koostuu kahdestatoista terveysaiheisesta tehtdvastad ja sanallisista
vihjeista niiden ratkaisemiseksi. Opettajan materiaali on opiskelijamateriaalin kaltainen, mutta
siind esitetddn erdit malliratkaisut tehtaville. Kaikki materiaalin tehtavat liittyvat ajankohtaisiin
arkiympdriston ja yhteiskunnan terveysilmioihin, kuten treenaamiseen, ensiaputaitoihin,
rokotteisiin, punkkien levittimiin tauteihin ja vaestéryhmien vilisiin terveyseroihin. Kunkin
tehtdvan yhteydessa kerrotaan myds hieman tehtdvan aiheesta ja annetaan vinkkeja asiallisen
lisitiedon loytamiseen. Tehtdvien tavoitteena on, ettd opiskelija tutustuu erilaisten
terveysilmididen syihin ja seurauksiin, ymmartad ja kehittdd niihin liittyvdd matemaattista
ajattelua seka oppii analysoimaan saatujen tulosten mielekkyytta ja luotettavuutta. Tarkoituksena
on harjoitella pohtimaan saatujen tulosten merkitystd terveydelle yksil6-, yhteis6- ja
yhteiskuntatasolla. Materiaalin tehtavat eivat mukaile opintojakson etenemisjarjestystd, vaan ne
ovat tarkoituksellisesti sekalaisessa jarjestyksessa. Nain opiskelija padsee ratkaistavan ongelman
madrittelysta ja sopivan matemaattisen ratkaisumenetelméan valinnasta alkaen kehittdmaan omaa
ymmarrysta, kriittista arviointia sekd ongelmanratkaisu- ja soveltamistaitoja. Terve!-materiaalista
kerrotaan tarkemmin luvussa 4 ja materiaalin kdyttoon liittyvid pedagogisia teemoja kasitelldan

luvussa 5.



2 Tilastot

Tassa luvussa tutustutaan sellaisiin tilastotieteen peruskésitteisiin ja tuloksiin, jotka kuuluvat
lukion pitkdn matematiikan Tilastot ja todenndkéisyys -opintojakson sisdltoihin. Luvun

madritelmat ja tulokset perustuvat Henri Pesosen monisteeseen [5] ja Ilkka Mellinin esitykseen [6].

2.1 Tilastotieteen peruskasitteita

Maaritelma 2.1 Tilastotieteellisessd tutkimuksessa tarkasteltavaa tutkimuskohteiden eli
tilastoyksikoiden konkreettista tai hypoteettista joukkoa kutsutaan perusjoukoksi eli populaatioksi.
Tarkastelun kohteena ovat tilastoyksikdiden havaittavat tai mitattavat ominaisuudet, joita

kutsutaan tilastollisiksi muuttujiksi tai tilastomuuttujiksi.

Konkreettisessa populaatiossa jokainen yksilé voidaan tarvittaessa listata. Hypoteettisen

populaation avulla pyritddn ennustamaan tiettyja populaation ominaisuuksia tulevaisuudessa.

Tilastomuuttujia voidaan jaotella monella tapaa. Ne voidaan jakaa havaittujen arvojen perusteella
mm. diskreetteihin ja jatkuviin muuttujiin sen mukaan, voiko muuttuja saada mitd tahansa
lukuarvoja (jatkuva muuttuja) vai vain yksittiisid arvoja joltakin valiltd (diskreetti muuttuja).
Lisdksi tilastomuuttujat voidaan jaotella numeerisiin ja luokallisiin muuttujiin sen mukaan,

minkalaisilla mittaustasoilla niiden arvoja havaitaan (Kuva 2.1).

Mitta-asteikko

Luokallinen Numeerinen
Nominaalinen Ordinaalinen Intervalli Suhde

Kuva 2.1 Tilastollisten muuttujien mitta-asteikkojen tyypit.

Maadritelma 2.2 Jos tilastollista muuttujaa ei voi mitata diskreetilld tai jatkuvalla numeerisella

asteikolla, ts. jos muuttujan havaittu arvo ei ole numeerinen luku, kyseessa on luokallinen muuttuja.

Maadritelma 2.3 Jos tilastollisen muuttujan havaittu arvo on jokin lukuarvo, kyseessda on

numeerinen muuttuja.

Luokallisia muuttujia ovat mm. henkilén sukupuoli (luokat nainen, mies ja muu) ja sydpakasvaimen
levinneisyysaste (luokat 0, I, I, III ja IV). Luokalliset muuttujat voidaan jaotella edelleen kahteen
aliluokkaan sen mukaisesti, voidaanko ne laittaa mitta-asteikkonsa perusteella luonnollisesti

johonkin jarjestykseen. Jos muuttujan arvoja ei voida laittaa luonnolliseen jarjestykseen, niin



luokallisen muuttujan mitta-asteikko on laatuero- eli nominaaliasteikko. Esimerkiksi henkilon
sukupuolen mitta-asteikko on nominaaliasteikollinen. Jos taas muuttujan arvoilla on luonnollinen
jarjestys, niin luokallisen muuttujan mitta-asteikko on jarjestys- eli ordinaaliasteikollinen.
Esimerkiksi sydopakasvaimen levinneisyysluokat voidaan jarjestelld paikallisesta, levidmattomasta

kasvaimesta (0) laajalle etdpesdkkeisesti levinneisiin kasvaimiin (IV).

Maaritelma 2.4 Nominaaliasteikolla mitattavat muuttujat voidaan jakaa ominaisuuksiensa

perusteella ryhmiin sen perusteella, onko muuttujilla ominaisuutta vai ei.

Madritelma 2.5 Ordinaaliasteikolla mitattavat muuttujat voidaan jarjestelld joidenkin

ominaisuuksiensa perusteella ryhmiin, joilla on jokin luonnollinen jarjestys.

My6s numeerisia, jatkuvia tai diskreetteja lukuarvoja saavia muuttujia voidaan jaotella aliluokkiin.
Jos numeerinen muuttuja voi saada negatiivisia arvoja ja nollakohta on sopimuksenvarainen, niin
numeerisen muuttujan mitta-asteikko on valimatka- eli intervalliasteikko. Esimerkiksi kristillinen
ajanlasku vuosilukuina ja lampdotila Celsius-asteikolla ovat intervalliasteikollisia muuttujia.
Intervalliasteikolla voidaan verrata mitta-asteikon vélien pituuksia toisiinsa eli voidaan
esimerkiksi sanoa marraskuisen vuorokauden minimi- ja maksimilampétiloja kuvatessa Mumbain
vaihteluvilin [20,5 °C, 33,4 °C] olevan noin 2,5 kertaa Lontoon vaihteluvalia [10,9 °C, 16,1 °C]
pidempi. Jos taas numeerisen muuttujan mitta-asteikolla on intervalliasteikon ominaisuuksien
lisdksi absoluuttinen nollakohta, kuten henkilén pituudella senttimetreissd, niin numeerisen
muuttujan mitta-asteikko on suhde(luku)asteikko. Tdmdn mitta-asteikon nimitys viittaa
suuruussuhteiden laskettavuuden mielekkyyteen; voidaan esimerkiksi sanoa ettd 208 cm pitka

koripalloilija on kaksi kertaa niin pitka kuin 104 cm pitka lapsi.
Maaritelma 2.6 Intervalliasteikolla mitattavien muuttujien havainnoista voidaan laskea erotus.
Maadritelma 2.7 Suhdeasteikolla mitattavilla muuttujilla on yksikasitteinen nollapiste.

Madritelma 2.8 Otos on jollain satunnaismenetelmdlld suuremmasta perusjoukosta valittu

tilastoyksikoiden joukko.

Satunnaisotannassa jokaisella tilastoyksikolld on tietty todennakoisyys tulla valituksi otokseen.
Otos pyritddn muodostamaan populaatiota mahdollisimman hyvin kuvaavaksi, mitd varten

tilastotieteessa on kehitetty erilaisia otantamenetelmia.

Maaritelma 2.9 Muodostettu otos on edustava, jos sen ominaisuudet ovat samankaltaiset kuin
populaation ominaisuudet. Jos taas otoksen ominaisuudet eivat vastaa populaation ominaisuuksia,

on muodostettu otos harhainen.

Edustava otos on siis ikdan kuin pienoismalli populaatiosta.
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Madritelma 2.10 Kun tutkimuksen kohteena ovat kaikki populaation tilastoyksikoét, on kyse
kokonaistutkimuksesta. Yleensa tutkimusaineistot ovat kuitenkin otospohjaisia eli ne koostuvat
jollakin satunnaismenetelmalld valituista tilastoyksikdistd, jotka ovat vain pieni osa koko

populaatiosta. Talloin puhutaan otantatutkimuksesta.

2.2 Tilastoaineiston kasittely

Empiirisessa tilastollisessa tutkimuksessa havaintoaineiston kerdamisen jilkeen aloitetaan
aineiston analyysi, joka voidaan jakaa kahteen osaan: kuvailevaan tilastotieteeseen ja tilastolliseen
paattelyyn. Kuvailevan eli deskriptiivisen tilastotieteen menetelmin pyritddn esittdmaan
havaintoaineiston paapiirteet tiivistetyssa, informatiivisessa muodossa. Menetelmilla ei siis pyrita
yleispatevien, koko populaatiota koskevien paatelmien tekemiseen. Tilastollinen paattely taas on
induktiivista loogista paattelya, jolla pyritddn tekemadn otoksesta koko populaatiota koskevia

paatelmia.
2.2.1 Tilaston muodostaminen ja luokittelu

Aluksi havaintoaineisto kootaan taulukoksi, johon listataan tilastoyksikot riveille ja
tilastomuuttujat sarakkeisiin. Jos havaintoaineisto koostuu n tilastoyksikosta, joista jokaisesta on

keratty m tilastomuuttujasta havainnot, niin havainnot voidaan kirjoittaa taulukon muotoon

tilastomuuttujal tilastomuuttuja 2 tilastomuuttuja m
tilastoyksikko 1 X141 X2 Xim
tilastoyksikko 2 Xaq Xoo Xom
tilastoyksikko n Xp1 Xn2 Xpm

jossa rivilla i on i. tilastoyksikon havainto ja j sarakkeessa on j. tilastollisesta muuttujasta havaitut

arvot x; ;. Siis yksi rivi on yhden tilastoyksikon tiedot kaikista tilastomuuttujista ja yksi sarake on

kaikkien tilastoyksikdiden tiedot yhdesta tilastomuuttujasta.

Usein keratyt havaintoaineistot ovat niin suuria, ettei havaintotaulukkoa suoraan tarkastelemalla
ndy aineiston pdapiirteitd. Luokittelussa on kysymys aineiston tiivistdmisestd kohtuullisen
kokoiseksi ja havainnollisempaan muotoon. Luokittelussa tilastomuuttujan arvot sijoitetaan eri
luokkiin siten, ettd yhden tilastomuuttujan arvo voi kuulua vain yhteen luokkaan. Luokka
ilmoitetaan yleensa luokkavalind, kuten reaalilukuvalind. Esimerkiksi henkilon ikd on tapana
luokitella ikdjakauman kuvaamisessa 10-vuotisluokkiin (15-24, 25-34, ...), vaikka periaatteessa ika

voitaisiin ilmoittaa minuutinkin tarkkuudella.

Luokkien lukumddradan vaikuttavat muun muassa tilastomuuttujan arvojen vaihteluvili ja

havaintoaineiston laajuus. Luokittelussa pyritddn siihen, ettd luokkien lukumaird saadaan



tarvittaessa luokkia yhdistamalla kohtuulliseksi ja ettd luokat valitaan tasavalisesti eli siten, etta
kahden perakkiisen luokan alarajojen erotus on vakio. Kun aineistoa luokitellaan, aineiston
luettavuus paranee mutta toisaalta osa tiedoista menetetddn eivatka yksittaiset havaintoarvot ole

enda tiedossa.
Maaritelma 2.11 Luokkakeskus on luokan ala-ja ylarajan keskiarvo.

Yksi yksinkertainen tapa tiivistdd aineistoa on muodostaa siitd frekvenssijakauma.
Tilastoyksikoiden tilastollisilla muuttujilla on tietty mahdollisten arvojen joukko ja ndilld arvoilla
on jokin jakauma populaatiossa. Tilastollisen muuttujan (frekvenssi)jakauma ilmaisee, kuinka
yleisid muuttujan eri arvot ovat. Absoluuttinen jakauma sisdltdd havaintoarvot ja niiden
esiintymiskertojen lukumaarat eli frekvenssit f. Suhteellinen jakauma sisaltda havaintoarvot ja
niiden esiintymiskertojen suhteelliset osuudet havaintojen kokonaismaarasta eli suhteelliset

frekvenssit fy,.

Maadritelma 2.12 Oletetaan, ettd tilastomuuttujan mahdolliset arvot voidaan jakaa darelliseen
maadraan (k kpl) luokkia, joita merkitddn Ej, E,, ..., E;. Etsitddn aineistosta niiden havaintojen
madrat, frekvenssit, jotka kuuluvat ndihin luokkiin ja merkitaan naita f;, f5, ..., fx. Tilastomuuttujan
frekvenssijakauma on (Ej, f;),i = 1, ..., k. Havaintojen maaraa ilmaisevaa frekvenssia f kutsutaan

my0s absoluuttisiksi frekvensseiksi.

Frekvenssijakauma voidaan siis muodostaa tapauksissa, joissa tilastomuuttuja on joko luokallinen
muuttuja tai diskreetti numeerinen muuttuja. Usein absoluuttisten frekvenssien sijaan on tarpeen

selvittda eri luokkiin kuuluvien tilastomuuttujien suhteellinen osuus.

Maadritelma 2.13 Suhteellinen frekvenssi fo, kuvaa kunkin frekvenssin osuutta havaintoaineiston

tilastoyksikoiden kokonaismaarasta n. Suhteellinen frekvenssijakauma on (Ei,%), i=1,..k

Suhteellinen frekvenssijakauma ilmaistaan usein prosentuaalisena frekvenssijakaumana (Ei,%-

100%),i = 1, ..., k. Suhteellinen frekvenssijakauma ei ole riippuvainen otoskoosta n, minka vuoksi

jakaumien vertailu toisiinsa on helpompaa.

Kun tilastomuuttujan mitta-asteikko on luokallinen tai diskreetti numeerinen, on luokkajaon
tekeminen selkedd. Jos luokkia on todella suuri maara ja jokaiseen luokkaan kuuluu vain pieni
madra havaintoja tai niiden kasittely muodostuu muutoin hankalaksi, voidaan luokkia yhdistaa. Jos
taas muuttujan mitta-asteikko on jatkuva numeerinen, ei frekvenssijakaumaa voida kayttaa

suoraan.

Maaritelma 2.14 (Jatkuvan) numeerisen tilastomuuttujan mahdollisten arvojen joukko voidaan
jakaa toisensa poissulkeviin valeihin (k kpl), jolloin jokainen tilastomuuttujan arvo kuuluu
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tasmalleen yhteen luokkaan E;, i = 1, ..., k. Luokista muodostettua frekvenssijakaumaa kutsutaan

luokitelluksi frekvenssijakaumaksi.

Jos tilastomuuttuja on mitattu ordinaaliasteikolla, niin havaintoja voidaan kuvata myo0s

summafrekvenssilla F.

Maaritelma 2.15 Summafrekvenssi F; kuvaa, kuinka monta havaintoa kuuluu luokkaan E; ja sita

edeltaviin luokkiin. Summafrekvenssit saadaan laskettua frekvenssien avulla seuraavasti:

F=f

F,=f+f =F+f;
Fs=fitfo+f3 =F+f3
Fe=fitfot-+fk = Fr-1 + fr-

Summafrekvenssijakauma on siis muotoa (E;, F;),i = 1, ..., k. Kuten aiemmin, maaritelladan myos

suhteellinen summafrekvenssijakauma (Ei,zl),l =1,..,k ja prosentuaalinen

summafrekvenssijakauma (Ei,%- 100%),i =1, ..., k.

2.2.2 Tilaston graafinen esitys

Graafiset menetelmat ovat tirked osa aineiston havainnollistamista, silla kuvat helpottavat
aineiston tulkitsemista ja usein my0s antavat valitontd palautetta, jos kdytdssa olevat tilastolliset
mallit eivat ole riittdvia selittdmaan aineistoa. Kuviotyyppi valitaan sen mukaan, mika aineistossa

on huomionarvoista.

Pylvidskuvioita eli pylvisdiagrammeja (Kuva 2.2) kaytetdan aineiston havainnollistamiseen, kun
havainnot ovat luokallisia tai diskreetteja numeerisia. Niissa pylvddn korkeus ilmaisee maaras,
muuttujan arvojen frekvensseja. Erityisesti silloin, kun kuvataan jonkin asian muuttumista ajassa
vaaka-akselilla vasemmalta oikealle tai kun mitta-asteikko on ordinaalinen ja jarjestys kasvaa
vasemmalta oikealle, kdytetaan pystypylvdskuviota. My0s vaakapylvéiskuvioita kdytetaan yleisesti.
Niissd pylvdiden nimet saadaan selvemmin kirjoitettua kuvaan. Silloin, kun luokilla ei ole
luonnollista jarjestystd, on hyva piirtaa pylvaat suuruusjarjestyksessa joko vasemmalta oikealle tai
ylhaalta alas. Pylvdsryhmdkuvioita ja summapylvidskuvioita voidaan kayttdd aineiston
havainnollistamisessa, kun mielenkiinnon kohteena on useita tilastomuuttujia ja halutaan

tarkastella jakaumien mahdollisia eroja ryhmien valilla.



Tartunnan saaneet ikdryhmittdin

B Tartuntatapausten maara
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Kuva 2.2 Esimerkki pylviasdiagrammista: pystypylvaskuvio.

Kun halutaan havainnollistaa kokonaisuuden jakautumista osiin, sopii ympyrddiagrammi (Kuva
2.3) hyvin graafiseksi menetelméaksi. Siind havaintoaineisto piirretddn ympyrang, joka jaetaan
luokkien mukaan sektoreihin siten, ettd sektorin koko vastaa luokan suhteellista osuutta

jakaumassa. Sektorit suositellaan piirtimadn suuruusjarjestyksessa myotapaivaan kiertden.

Varmistetut tartuntatapaukset
Pohjoismaissa

. Islanti; 2077
Suomi; 7981 —
Norja; 10395

Kuva 2.3 Esimerkki ympyradiagrammista.

Histogrammi (Kuva 2.4) on pylvaskuvio luokitellulle (suhteelliselle) frekvenssijakaumalle, jossa
pylvaan ala kuvaa luokkien frekvenssid. Histogrammissa pylvaat piirretddn Kkiinni toisiinsa
havainnollistamaan mitta-asteikon jatkuvuutta ja niiden reunat ovat luokkien todellisten
luokkarajojen kohdalla. Usein luokittelu on tasavalinen, jolloin pylvaat ovat yhta leveitd. Talloin
myo6s pylvdiden korkeudet kuvaavat frekvensseji. Luokittelun ollessa tasavilinen histogrammin

paalle voidaan muodostaa frekvenssimonikulmio (Kuva 2.4) siten, ettd yhdistetddn murtoviivalla



frekvenssiarvot kunkin luokan luokkakeskuksessa. N&ain saadaan piirrettyd luokiteltu

frekvenssijakauma, joka on erdanlainen approksimointi populaatiojakaumalle.

Tartuntatapausten maara
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1000
800

600

400

200

0-9v. 10-19v.20-29v. 30-39 v. 40-49 v. 50-59 v. 60-69 v. 70-79 v. yli 80 v.

Kuva 2.4 Esimerkki histogrammista ja frekvenssimonikulmiosta.

Viivakaaviolla eli viivadiagrammilla (Kuva 2.5) havainnollistetaan erityisesti ajan suhteen
muuttuvien suureiden vaihtelua ja kehityssuuntia. Vaaka-akselilla on yleensa tasavalisid aikavaleja

ja pystyakselilla jokin muuttujan maaraa kuvaava lukuarvo.

Varmistettujen tartuntojen kehitys
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Kuva 2.5 Esimerkki viivadiagrammista.



2.2.3 Tilastolliset tunnusluvut

Toisinaan on tarpeen esittda havaintoaineiston informaatio frekvenssijakaumaakin tiiviimmin.
Talloin kaytetddn tilastollisia tunnuslukuja, joita ovat keski- eli paikkaluvut ja hajontaluvut.
Keskilukuja kadytetdan silloin, kun halutaan kuvata tilastoyksikéiden yleisimpid ominaisuuksia.

Riippuu tilastoyksikon mitta-asteikosta, mitd keskilukuja aineistolle voidaan maarittaa.

Maadritelma 2.16 Tilastomuuttujan tyyppiarvo eli moodi, merkitian Mo, on havaintoaineistossa

yleisimmin esiintyva tilastomuuttujan arvo eli tilastomuuttujan arvo, jonka frekvenssi on suurin.

Tyyppiarvon olemassaolo ei riipu tilastomuuttujan mitta-asteikosta vaan se voidaan aina
madrittad. Tyyppiarvoja voi myo6s olla useita, jos useammalla tilastomuuttujan arvolla on sama

frekvenssi. Talloin tyyppiarvo ei ole yksikasitteinen.

Maaritelma 2.17 Mediaani, merkitddan Md, on jarjestetyn havaintoaineiston keskimmadinen alkio

eli jarjestykseen asetetuista havaintoarvoista keskimmainen.

Mediaani kuvaa siis tilastomuuttujan arvojen keskimaaraista suuruutta. Se voidaan maarittaa, jos
tilastomuuttujan arvot voidaan mielekkdalla tavalla jarjestda eli tilastomuuttuja on jarjestys-,
suhde- tai intervalliasteikollinen muuttuja. Mediaani on yksikasitteinen, jos havaintoja on pariton
maadrd. Jos taas havaintojen maara on parillinen ja kahdella keskimmadiselld jarjestykseen
asetetuista havaintoarvoista on eri arvo, mediaani on kumpikin ndistd. Tilastomuuttujan
mediaanin maarittimisessa voidaan kayttda apuna suhteellista summafrekvenssia F. Mediaani on
se arvo, jonka kohdalla suhteellinen summafrekvenssi saavuttaa arvon 50 % tai myos sitd seuraava

arvo, jos suhteellinen summafrekvenssi on tasan 50 %.

Keskiluvuista yleisimmin kaytetty on havaintoaineistosta intervalli- tai suhdeasteikollisille
muuttujille laskettu aritmeettinen keskiarvo 4. Aritmeettista keskiarvoa kutsutaan otoskeskiarvoksi
X silloin, kun tarkastellaan otosta jostain populaatiosta. Tilastomuuttujan keskiarvo saadaan
laskemalla yhteen muuttujan arvot ja jakamalla summa havaintojen (tilastoyksikoiden)

lukumaaralla.

Miadritelma 2.18 (Keskiarvo)

n

in,

i=1

u=

S

jossa n on havaintojen lukumaara ja x4, x5, ..., x,, ovat tilastomuuttujan saamat arvot.

Jos numeerinen havaintoaineisto on luokiteltu k luokkaan, voidaan frekvenssijakauman

frekvensseistd f; ja luokkien E; luokkakeskipisteistd x; laskea aritmeettinen keskiarvo eli
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frekvenssijakauman otoskeskiarvo siten, ettd kerrotaan kukin luokkakeskipisteen arvo sen

frekvenssilld ja jaetaan ndiden tulojen summa havaintojen (tilastoyksikdiden) lukumaaralla.

Maaritelma 2.19 (Frekvenssijakauman keskiarvo)

k
_12

‘u_n. fl'xl';
=1

jossa n on havaintojen lukumaéra ja f; muuttujan arvon x; frekvenssi (i = 1,2, ... , k).

Jakauman hajonta on tdrkea jakaumien peruspiirre. Hajontaa mittaavat tunnusluvut ilmentavat
havaintojen vaihtelun suuruutta havaintoaineistossa: sitd, kuinka laveasti tai tiiviisti mahdolliset
arvot ovat jakautuneet. Mitd ldhempana hajonnan tunnusluvut ovat nollaa, sitd vidhemman arvot

vaihtelevat.
Maadritelma 2.20 Vaihteluvdlin pituus on suurimman ja pienimman havaintoarvon erotus.

Vaihteluvilin pituus kuvaa, kuinka suurelta valiltd kaikki aineiston arvot loytyvat. Se riippuu
ainoastaan suurimmasta ja pienimmadstd havainnosta eikd kerro mitddn muiden havaintojen
jakautumisesta talle vilille, minka vuoksi se on tunnuslukuna kadyttokelpoinen vain hyvin pienille,

alle viiden havainnon havaintoaineistoille.

Tilastomuuttujan varianssi ¢? on muuttujan arvojen keskiarvoista laskettujen poikkeamien

nelididen keskiarvo.

Maaritelma 2.21 (Varianssi)

1n
2__§ C— 2
O-_'fl. (xl ‘u.),
i=1

jossa n on havaintojen lukumaarg, x4, x,, ..., x,, tilastomuuttujan saamat arvot ja ¢ havaintoarvojen

x; (i=1,2,..,k) keskiarvo.

Jos numeerinen havaintoaineisto on luokiteltu k luokkaan ja luokan E; luokkakeskipisteen arvon
x; frekvenssi on f; , voidaan varianssi laskea myo6s frekvenssien avulla, silla jokainen termi

(x; — p)? toistuu summassa f; kertaa.

Maadritelma 2.22 (Frekvenssijakauman varianssi)

k
1
2 _ (. — 2
o nZlfl(xl ng
1=
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jossa n on havaintojen lukumé&irs, f; muuttujan arvon x; frekvenssi (i =1,2,..,k) ja

u havaintoarvojen x; keskiarvo.

Varianssista voidaan laskea tilastomuuttujan keskihajonta o, joka on varianssin nelidjuuri eli o =

Va?. Keskihajonta kuvaa, kuinka paljon havaintoaineiston arvot poikkeavat keskiarvosta.

Maaritelma 2.23 (Keskihajonta) Havaintoarvojen x;,i = 1, 2, ..., n, keskihajonta ¢ on

jossa n on havaintojen lukumaara ja y havaintoarvojen x; keskiarvo.
Keskihajonta voidaan laskea myds frekvenssien avulla.

Maaritelma 2.24 (Frekvenssijakauman keskihajonta)

n
1
— _ " R 2
G anxxl w2,
i=1

jossa n on havaintojen lukumadard, f; muuttujan arvon x; frekvenssi (i=1,2,...,n) ja

u havaintoarvojen x; keskiarvo.

Jos halutaan vertailla useasta aineistosta poimittuja havaintoarvoja, niin havaintoarvot tehdaan
ensin vertailukelpoisiksi normittamalla ne. Havaintoarvoa vastaava normitettu arvo on
havaintoarvon poikkeama keskiarvosta jaettuna keskihajonnalla. Normitettu arvo siis kertoo,

kuinka monen keskihajonnan paassa keskiarvosta tilastomuuttujan arvo on.

Madritelma 2.25 Tilastomuuttujan arvoa x vastaava normitettu arvo z on

jossa p on keskiarvo ja o keskihajonta.

Normitetun arvon avulla voidaan siis verrata, kumpi kahdesta eri aineistoihin kuuluvasta

muuttujan arvosta on poikkeavampi.
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2.2.4 Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio

Tyypillisesti tieteellisten tutkimusten mielenkiintoisimmat ja tirkeimmat kysymykset liittyvat
tutkittavaa ilmiotda kuvaavien muuttujien valisiin riippuvuuksiin [6]. Terveysaiheisissa
tutkimuksissa voidaan tarkastella esimerkiksi sitd, miten alkoholin kulutus riippuu
alkoholijuomien hintatasosta, kuluttajan tulotasosta tai alkoholin saatavuudesta, tai sitd, miten

todenndkoisyys sairastua keuhkosyopaan riippuu tupakoinnin maarasta ja kestosta.

Kahden muuttujan valinen riippuvuus on eksaktia, jos toisen arvot voidaan ennustaa tarkasti toisen
saamien arvojen perusteella. Jos muuttujien valilld ei ole eksaktia riippuvuutta, mutta toisen
muuttujan arvoja voidaan kayttdd apuna toisen muuttujan arvojen ennustamisessa, puhutaan

tilastollisesta riippuvuudesta.

Maaritelma 2.26 Jos toinen muuttuja riippuu toisesta lineaarisesti, puhutaan lineaarisesta
riippuvuudesta eli lineaarisesta regressiosta. Tata lineaarista tilastollista riippuvuutta kutsutaan

myos korrelaatioksi. Riippuvuutta kuvaavaa suoraa sanotaan regressiosuoraksi.

Jos regressiosuora on kasvava, eli toisen muuttujan arvon kasvaessa toisenkin muuttujan arvo
kasvaa, niin sanotaan muuttujien valilld olevan positiivinen korrelaatio. Kun regressiosuora on
vahenevd, niin muuttujien valinen korrelaatio on negatiivinen. Huomattavaa on, ettd kaksi
muuttujaa voivat olla toisistaan riippuvia, vaikka niiden valilla ei olisi korrelaatiota (ei-lineaarinen
riippuvuus). Toisaalta kahden muuttujan valinen voimakas korrelaatio ei valttimatta todista

muuttujien valista syy-seuraussuhdetta.

Seuraavaksi madaritelladn Pearsonin korrelaatiokerroin. Sen maaritelmassid tulee tuntea
myO6hemmin luvussa 3 esiteltdvd odotusarvon kisite (Madritelmat 3.23, 3.24 ja 3.29).
Korrelaatiokertoimen maarittdminen matemaattisesti ohitetaan lukiomatematiikassa ja se

selvitetdan laskinohjelmistojen avulla.

Madritelma 2.27 Korrelaatiokerroin (r) on tilastollinen tunnusluku, joka kuvaa lineaarisen
tilastollisen riippuvuuden voimakkuutta. Pearsonin korrelaatiokerroin satunnaismuuttujien X ja Y

valiselle lineaariselle riippuvuudelle on

E(X — u)(Y — uy))
Ox Oy '

Pxy =

missa [y ja Uy ovat satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot seka oy ja gy ovat satunnaismuuttujien
keskihajonnat . Korrelaatiokerroin on maaritelty vain, kun keskihajonnat gy ja gy ovat darellisia ja

nollasta eroavia.
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Korrelaatiokerroin kuuluu vilille [—1,1]. Mitd lahempéané se on valin paitepisteita, sitd ldhempana
havainnot ovat suoraa y=kx+b, jossa kulmakertoimen k etumerkki maaraa

korrelaatiokertoimen etumerkin.

Midritelmi 2.28 Korrelaatiokertoimen toista potenssia r2 kutsutaan selitysasteeksi. Se ilmaisee,

kuinka suuren osuuden muuttujat selittdvat toistensa arvojen vaihtelusta.

Korrelaatiot muodostavat perustan muuttujien valisten riippuvuuksien ymmartamiselle, mutta
tavallisesti nditd riippuvuuksia halutaan analysoida myds tarkemmin. Regressioanalyysi on
tilastollinen menetelmd, jossa yhden muuttujan (nk. selitettivin muuttujan) tilastollista
riippuvuutta muista muuttujista (ns. selittdvistd muuttujista) pyritddn mallintamaan ja

ennustamaan regressiomalliksi kutsutulla tilastollisella mallilla.

14



3 Todennakoisyyslaskenta

Tassa luvussa esitelldan sellaiset todennakoisyyslaskennan kisitteet ja tulokset, jotka ovat lukion
pitkdn matematiikan Tilastot ja todenndkdisyys -opintojakson ydinainesta ja joita tarvitaan
oppimateriaalissa esiteltdvien tehtdvien ratkaisemiseksi. Madritelmat ja tulokset perustuvat
Heikki Ruskeepadn [7], Jyrki Lahtosen [8] ja liro Honkalan monisteisiin [9]. Ensiksi tutustutaan
todenndkoisyyden perusominaisuuksiin: todennakoisyyskasitteeseen, joukko-opin
perusmerkintoihin ja niiden todenndkoéisyystulkintoihin sekd todennidkoisyydeltd vaadittaviin
ominaisuuksiin. Tdmdn jidlkeen tutustutaan muutamiin kombinatoriikan tuloksiin, jotka
helpottavat tapausten lukumaaran tutkimista ja laskemista. Sitten syvennytiaan todennakoéisyyden
laskusdantoihin sekd huomioihin niiden kaytettavyyden taustalla. Lopuksi kdsitelldan diskreetteja

ja jatkuvia satunnaismuuttujia sekd yleisimpia todennakéisyysjakaumia tunnuslukuineen.

3.1 Todennakodisyyden perusominaisuuksia

3.1.1 Todenndkoisyys

Todenndkdisyyslaskenta tutkii ja mallintaa matemaattisesti stokastisia ilmioita eli
satunnaisilmioitd. Satunnaisilmiot ovat sellaisia ilmi6itd, joiden lopputuloksen maaraa sattuma ja
joiden tulosta ei ndin ollen pystyta tarkasti ennustamaan. Satunnaiskokeen mallintamista varten

tarvitaan kuitenkin tieto mahdollisista lopputulosvaihtoehdoista.

Madritelma 3.1 Kokeen erilaisia tuloksia kutsutaan alkeistapauksiksi. Mika tahansa
alkeistapausten joukko on tapaus (tapahtuma), mutta kaikkien alkeistapausten joukkoa kutsutaan
perusjoukoksi eli otosavaruudeksi (2. Tapaus sattuu, kun kokeen tulokseksi saadaan alkeistapaus,

joka kuuluu tapaukseen.

Klassisesta todennakoisyydestd puhutaan, kun alkeistapauksia on darellinen maara ja ne ovat
kaikki yhtd todennakoisid. Yksinkertainen oppikirjaesimerkki tdllaisesta satunnaiskokeesta on

nopan heitto, jonka yhta todennakoiset alkeistapaukset ovat nopan silmaluvut 1, 2, 3, 4, 5 ja 6.

Madritelma 3.2 (Todenndkéisyyden klassinen mddritelmd) Merkitddn tapauksen A

todennakoisyytta P(A). Olkoon |A| tapauksen A alkeistapausten lukumaara ja |{2] otosavaruuden

alkeistapausten lukumaara. Talldin, jos kokeen kaikki alkeistapaukset ovat yhta todenndkdisia,
4]

tapauksen A todennakoéisyys on P(A) = a

Tapauksen A alkeistapauksia sanotaan myos suotuisiksi alkeistapauksiksi. Todenndkoisyyden

klassinen maaritelma voidaan téten kirjoittaa myos seuraavasti:
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suotuisien alkeistapauksien lukumaara

P(A) = .
4) kaikkien alkeistapauksien lukumaara

Todennidkdisyyksid voidaan laskea myos kokeellisten havaintojen pohjalta. Esimerkiksi nopan
heiton tuloksia voitaisiin tilastoida ja laskea kunkin silmaluvun tilastollinen todennidkéisyys.
Havaintoaineistosta laskettavan tapauksen todennidkoisyys on vastaavan tilastomuuttujan arvon

suhteellinen frekvenssi.

Maaritelma 3.3 (Tilastollinen todenndkéisyys) Jos kaikkien havaintojen lukumairda on n ja

tapaukselle A suotuisten tapahtumien lukumdaara on k, niin tapauksen A todennakoisyys on

P(A) suotuisien havaintojen lukumaira k
"~ kaikkien havaintojen lukumaiara  n’

Kun alkeistapauksia on ylinumeroituva madra, niin todenndkoisyytta ei voida maarittaa
lukumaaria vertaamalla. Joskus alkeistapausten joukkoa voidaan silti kuvata geometristen
mittojen, kuten pituuden, pinta-alan, tilavuuden ja kulman suuruuden avulla ja télléin
todennakoisyyksia voidaan laskea mittojen suhteina. Esimerkiksi tikanheitossa, olettaen kaikkien
taulun pisteiden olevan yhtd todennidkdisid ja heiton aina osuvan tauluun, saataisiin

napakymppiheiton todennakoéisyys keskiympyran ja tikkataulun pinta-alojen suhteena.

Maaritelma 3.4 (Geometrinen todenndkdisyys) Tapahtuman A todennakoisyys

suotuisien osien geometrinen mitta

P(A) =
(A) koko kuvion geometrinen mitta

3.1.2 Joukko-oppia

Monet todennakoisyyslaskennan kisitteista ja tuloksista perustuvat joukko-oppiin, minka vuoksi
joukko-opin peruskasitteet ja -merkinnat seka niiden todennakoéisyystulkinnat ovat perusteltuja

esitelld ennen siirtymista todennakoéisyyden ominaisuuksiin ja laskusdantdéihin.

Joukko-opin peruskasitteitd ovat joukko ja alkio. Jos alkio a on joukon A alkio (eli alkio a kuuluu
joukkoon A), merkitddn a € A. Vastaavasti jos alkio a ei kuulu joukkoon A, merkitdan a ¢ A. Silloin,

kun joukon alkioiden lukuméaara voidaan laskea, joukko on ddrellinen. Muulloin joukko on ddretdn.

Maaritelma 3.5 Joukko A on sama joukko kuin joukko B, merkitddan A = B, jos joukot A ja B
muodostuvat tarkalleen samoista alkioista. Muussa tapauksessa merkitdan A # B. Jos jokainen
joukon A alkio kuuluu myos joukkoon B, joukko A on joukon B osajoukko, merkitadan A € B. Jos

lisdksi A # B, niin joukko A on joukon B aito osajoukko, merkitadn A C B.

Huomautus 3.1 Todennidkoisyyslaskennassa perusjoukkoa nimitetddn usein otosavaruudeksi,
joukoista puhutaan tapahtumina tai tapauksina ja joukon alkioita nimitetdan alkeistapauksiksi.
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Madadritelma 3.6 Joukkojen A ja B leikkaus A N B sisdltdd ne alkeistapaukset, jotka ovat seka

joukossa A ettd joukossa B. Tapaus A N B siis sattuu, jos molemmat tapauksista A ja B sattuvat.

Maaritelma 3.7 Joukkojen A ja B unioni (yhdiste) A U B sisdltda ne alkeistapaukset, jotka ovat
ainakin toisessa joukoista A ja B. Tapaus A U B siis sattuu, jos ainakin toinen tapauksista A ja B

sattuu.

Tyhjcdn joukkoon, merkitdan @, ei kuulu yhtdan alkiota. Tapauksena tyhja joukko @ ei koskaan satu
ja sitd sanotaan mahdottomaksi tapaukseksi. Usein joukkoja tarkastellaan jonkin yhteisen
laajemman joukon osajoukkoina. Tallaista joukkoa sanotaan perusjoukoksi £2. Koko perusjoukko

on varma tapaus eli se sattuu aina. Nyt joukon A komplementti on joukko A¢ = @2 — A.

Midritelmi 3.8 Tapaus A on tapauksen A komplementtitapaus (vastatapahtuma) eli se sisiltia

ne alkeistapaukset, jotka eivit sisilly tapaukseen A. Tapaus A° siis sattuu, jos tapaus A ei satu.

Maidritelmé 3.9 Joukkojen A ja B erotus A - B = A n B¢ sisiltia ne joukon A alkeistapaukset, jotka

eivat kuulu joukkoon B. Tapaus A - B siis sattuu, jos tapaus A sattuu ja tapaus B ei satu.
Seuraava madritelma on todennakoisyyslaskennassa erittdin tarkea.

Maaritelma 3.10 Tapaukset A ja B ovat toisensa poissulkevat eli erilliset tapahtumat, jos

ANB=0.

Toisin sanoen, jos A ja B ovat toisensa poissulkevia tapauksia, niin tapahtuman A tapahtuessa
tapahtuma B ei voi tapahtua ja toisaalta tapahtuman B tapahtuessa tapahtuma A ei voi tapahtua.

Yleisemmin tapaukset 4; ovat toisensa poissulkevat, jos 4; N A; = @ kaikilla i # j.

Tapauksia (joukkoja) havainnollistetaan usein nk. Venn-diagrammeina (Kuva 3.1a ja Kuva 3.1b).
Venn-diagrammiin voidaan myo6s merkitd tapaukseen kuuluvien alkeistapauksien lukumaéra tai

tapauksen todennakoisyys.

(A)=0,25

‘_//

P(ANB)=0,03

Kuva 3.1a Venn-diagrammi Kuva 3.1b Venn-diagrammi, johon merkitty

tapausten todenndkoéisyydet.
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Seuraavia, unionille ja leikkaukselle patevia distributiivilakeja sekd komplementille patevia de
Morganin lakeja ei esitelld lukion todennidkdisyyslaskennan opintojaksolla. Ne ovat kuitenkin
valttdmattomia tuntea useiden todenndkoisyyslaskennan lauseiden ja niiden todistusten

ymmartdmiseksi, minka vuoksi opettajan on hyva tietdd nama joukkojen algebran laskusdannot.
Lause 3.1 (Distributiivilait)

a) AUBBNnC)=(AUB)N(AuC), Au(N,B) =N (AUB)

b) AN(BUC)=(ANB)UMANC). AnUL,B)=U~(ANB)
Todistus.

a) xEAU(BNCO)
x€Ataixe€ BNnC
x€Atai(x € Bjax€ C)
(x€Ataixe€B)ja(x€Ataix €C)

t ¢80 0O

x€EAUBjax€eAUC
x€(AUB)N(AUC).

Yleinen tapaus todistettaisiin vastaavasti induktiolla.

b) xeAnN(BUC)
x€Ajaxe BUC
x€Aja(x€ Btaix € C)

(x€Ajax€eB)tai(x€Ajax €C)

(N N

x€EANBtaixe ANC
x€E(ANB)UANC).

Yleinen tapaus todistettaisiin vastaavasti induktiolla. m
Lause 3.2 (de Morganin lait)
a) (AUB)=4°nBS (U4 =Nk A°

b) (AnB)  =A°UBC. (NL;4)° =ULAC

Todistus.
a) x € (A°nBY)¢ =
x & A° n B¢ o
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x¢Ajax¢ B¢ o
XEAtaix €B s

x € AUB.

Yleinen tapaus todistettaisiin vastaavasti induktiolla.

b) x € (A° U B®)¢ =3
x & A U B¢ o
x¢Ataix ¢ B* &
x€Ajax€B &
x €EANB.

Yleinen tapaus todistettaisiin vastaavasti induktiolla. m

De Morganin lakien mukaan siis unioni voidaan méaaritella leikkauksen ja komplementin avulla ja

joukkojen leikkaus unionin ja komplementin avulla.

3.1.3 Todennakoisyyden aksioomat ja ominaisuudet

Seuraavaksi esitetddn todenndkoisyydeltd vaadittavia, perustavanlaatuisia ominaisuuksia eli

aksioomia, joista saadaan myohemmin johdettua todenndkoisyyden laskusaantoja.
Todennikoéisyyden aksioomat
A1l. Todennakdisyys P(A) = 0 kaikille tapauksille A.
A2.P(QQ) =1.
A3. Jos tapaukset 4; ,jossa i = 1,2, ..., ovat toisensa poissulkevat,
P(U?iﬂ‘li) = 2?;1 P(A)).

On luontevaa olettaa aksiooman A1 tapaan todennakoéisyyden olevan ei-negatiivinen. Aksiooma A2
normeeraa todennakoisyydet siten, ettd suurin mahdollinen todennédkoisyys on 1. Aksioomassa A3
yhtdlén vasemmalla puolella esiintyva tapaus Uj2; 4; sattuu, jos ainakin jokin tapauksista A;
sattuu. Kuitenkin, tapausten A; ollessa toisensa poissulkevia, tapaus Uj2; 4; sattuu vain, jos
tarkalleen yksi tapauksista A; sattuu. Taten on luontevaa, ettd tapauksien A; todennakoisyydet
lasketaan yhteen eli P(Uj2; 4;) = X.i2; P(4;). Naiden kolmen aksiooman avulla voidaan todistaa

seuraavassa lauseessa esiteltdvat todennakoisyyden ominaisuudet.
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Lause 3.3 Todenndkoisyydelld on seuraavat ominaisuudet:

a) P(®)=0.
b) JosANB = @,niin P(AU B) = P(A) + P(B).
c) P(A) =1-— P(A®) (komplementtikaava).
d) Jos A sisiltyy tapaukseen B, niin P(A) < P(B).
e) 0<P(A)<1.
f) P(A—B) =P(4) — P(ANB).
Todistus.
a) Valitaan aksioomassa A3, ettd A; = @. Talldin

b)

d)

P(UZ10) = X2, P(@),eli
P(@) = X2, P(®), josta seuraa valttimatts, ettd
P(@) = 0.

Valitaan aksioomassa A3,ettd A; = A, A, = BjaAd; = @,kuni > 3.
P(AUBUQU ..)=P(A)+ P(B) + P(D) + -, josta a-kohdan nojalla saadaan
P(AUB) = P(A) + P(B).

Koska 2= A U A%, niin P(2) = P(A U A®). Aksiooman A2 mukaan P((2) = 1,joten
P(A U A%) = 1.Tiedetddn my®os, ettd A U AC = @, josta b-kohdan nojalla saadaan
P(AU A®) = P(A) + P(A%).Ndinollen 1 = P(A) + P(4).

Jos A siséltyy tapaukseen B, niin B = AU (B — A),joten P(B) = P[AU (B — A)]
Koska A N (B — A) = @, niin b-kohdan mukaan

P[AU (B —A)] =P(A) + P(B — A).

Aksiooman A1 nojalla P(B — A) = 0,joten P(A) + P(B — A) = P(A).

Siis P(B) = P(A).

Aksiooman A1 mukaan P(A) > 0.Koska tapaus A siséltyy otosavaruuteen 2, niin
d-kohdan mukaan P(4) < P(£2). Aksiooma A2 normittaa otosavaruuden

todenndkoisyyden P(£2) = 1,joten on oltava P(4) < 1.

KoskaAd = (AN B)U (A — B),missa (AN B) N (A — B) =@, niin b-kohdan
mukaan P(A) = P(ANB)+P(A—B). m
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Huomautus 3.1

a) Tapaus @ on mahdoton tapaus ja sen todennédkoisyys P(@) = 0 aina. On Kuitenkin hyva

huomata, ettd vaikka joillekin tapauksille A olisi P(A) = 0, niin siitd ei automaattisesti

seuraa, ettd A = @. On olemassa ei-tyhjia tapauksia, joiden todennakoisyys on nolla. Jos siis

P(A) = 0, niin sanotaan tapauksen A olevan melkein mahdoton tapaus.

b) Tapaus Q on varma tapaus ja P(QQ) = 1. Kuten edeltidvassa tapauksessa, on my0s tdssa

huomattava, etti jos jollekin tapaukselle patee P(A) = 1, niin siiti ei valttimatti seuraa,

ettd A = Q. Sanotaan, ettd P(A) = 1 on melkein varma tapaus.

Seuraavan lauseen a-kohta yleistdd Lauseen 3.3 b-kohdan useamman tapauksen unionille.

Lause 3.4 Oletetaan, ettd tapaukset 4;,jossai=1, .., n, ovat toisensa poissulkevat.
a) P(UL, 4) =X, P(A;) (summakaava).
b) Joslisdksi Ui, 4; = Q,niin}}-; P(4;) = 1.

Todistus.

a) Valitaan aksioomassa A3 4; = @, kun i = n + 1. Talloin
P(UL,4;) =P[(UL;4) U (U241 9)] (josta A3:n nojalla saadaan)
= Xie1 P(A) + Xi2n41 P(D)
= Xi=1 P(4).

b) Aluksi a-kohdan nojalla saadaan

™. P(4;) = P(UL,4;) (jolloin oletuksesta seuraa)
= P(Q) (josta A2:n nojalla saadaan)

=1.m

On huomionarvoista, ettd Lauseen 3.4 b-kohdan antamaa tulosta voidaan kayttaa tarkastuskeinona

silloin, kun kaikkien tapausten todennakoisyydet on laskettu. Taiméan vuoksi on usein hyddyllista

laskea kaikkien tapauksien todenndkéisyydet, vaikka tarvittaisiin vain tietyn tapauksen

todennakoisyys. Jos tapausavaruus voidaan jakaa toistensa poissulkevien tapausten unioniksi ja

kaikkien tapauksien todennakoisyyksien summa on erisuuri kuin 1, on laskuissa varmasti jokin

virhe. Kyseistd tulosta voidaan kiyttia myos yhden todennidkoisyyden P(A;) ratkaisemiseksi

yhtélosta 3.7 ; P(4;) = 1, kun muiden tapausten todennédkoisyydet tunnetaan. Taméan kiyttotavan

varjopuolena on hyvan tarkistuskeinon menettdminen.
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My6s Lauseen 3.3 e-kohta on erittdin tarkead todenndkdisyyksien tarkistamisessa, sill jos laskujen

tuloksena saatu todenndkoisyys on negatiivinen tai suurempi kuin 1, on laskuvirhe varma tapaus.

3.2 Kombinatoriikkaa

" o : _— Al . s
Kaytettdessa klassisen todennédkdisyyden kaavaa P(4) = % joudutaan selvittimadn tapauksen A

ja otosavaruuden (2 alkeistapauksien lukumaarat. Vililld lukumaarat saadaan selville helposti
yksinkertaisen paattelyn avulla tai luettelemalla eri mahdollisuudet, mutta usein on sujuvampaa

kayttda kombinatoriikan tuloksia.

Miiritelma 3.11 Joukosta voidaan ottaa alkioita, eli suorittaa otanta, kahdella tavalla. Otanta
tehddan palauttamatta, jos joukosta otetaan pois yksi alkio kerrallaan. Otanta tehdaan palauttaen,

jos jokaisen alkion poisoton jalkeen alkio palautetaan joukkoon.

Maaritelma 3.12 Joukko on jdrjestdmdtin, jos sen alkioiden jarjestyksella ei ole valia. Joukko on

jdrjestetty, jos alkioiden jarjestyksen muuttuessa myos joukko muuttuu.

Kun joukosta valitaan alkioita kiinnittdmatta huomiota niiden jarjestykseen, saadaan osajoukkoja
eli kombinaatioita. Kun taas joukosta valitut alkiot jarjestetddn jonoon, jossa alkioiden keskindinen

jarjestys on merkitseva, puhutaan permutaatioista.

Maaritelma 3.13 Joukon alkioiden k-kombinaatio muodostetaan ottamalla joukosta k:n alkion otos
(palauttamatta tai palauttaen) ja muodostamalla siitd jarjestimaton joukko. Joukon alkioiden k-
permutaatio muodostetaan ottamalla joukosta k:n alkion otos (palauttamatta tai palauttaen) ja

muodostamalla siita jarjestetty joukko.

Toisin sanoen k-kombinaatio on jarjestamaton k-alkioinen joukko ja k-permutaatio on jarjestetty
k-alkioinen joukko. Jos kahdessa k-alkioisessa joukossa on tdsmalleen samat alkiot, pidetddn naita
joukkoja samoina. Esimerkiksi Lotto-arvonnan tulos on yksi joukon {1, 2, .. , 39}
7-kombinaatioista palauttamatta ja Jokeri-arvonnan tulos on yksi joukon {1, 2, .. , 9}

7-permutaatioista palauttaen.

Lause 3.5 (Tuloperiaate) Jos operaatio A; voidaan tehda n;:1la eri tavalla, i = 1, ..., k, niin jono

(operaatio A4, ..., operaatio A;) voidaan tehda n, * n, - ... n eri tavalla.

Lauseessa 3.5 oletetaan siis, ettd kokonaisuuden valitsemisessa on k perakkaista vaihetta. Tall6in,
jos ensimmaisessa vaiheessa on n, vaihtoehtoa joista valita, toisessa vaiheessa on n, vaihtoehtoa
joista valita ja niin edelleen kunnes k. vaiheessa on n; vaihtoehtoa joista valita, niin kokonaisuus

voidaan valita nq * n, - ... ny eri tavalla.
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Lause 3.6 (Jdrjestetty otanta palauttamatta)

a) Joukosta, jossa on n erilaista alkiota, voidaan ottaa k:n alkion jarjestetty otos palauttamatta

n!
(n—k)!

nn-1)n-2)n—-k+1) eli eri tavalla. Tasta

k-permutaatioiden lukumaarasta kaytetdan merkintda P(n, k).
b) Josjoukossa on n erilaista alkiota, niin alkiot voidaan jarjestda jonoon n! eri tavalla.
Todistus.

a) Otoksen ensimmadinen alkio voidaan valita n eri tavalla, toinen alkio n — 1 eri tavalla,
kolmas alkio n — 2 eri tavalla ja niin edelleen kunnes k. alkio voidaan valitan — (k — 1) eri
tavalla. Taten tuloperiaatteen (Lause 3.5) nojalla k:n alkion otos voidaan valita

nn—1)(n—2) - (n—k + 1) eri tavalla.

b) Jonon ensimmadinen alkio voidaan valita n:ll4 eri tavalla, toinen n — 1 eri tavalla, kolmasn —
2 eri tavalla ja niin edelleen kunnes jonon toiseksi viimeinen alkio voidaan valita kahdella
eri tavalla ja viimeinen vain yhdelld tapaa. Ndin ollen tuloperiaatteen nojalla n alkiota

voidaan jarjestad jonoonn(n — 1)(n — 2) =+ 2+ 1 = n! eri tavalla.m

Lause 3.7 (Jdrjestetty otanta palauttaen) Joukosta, jossa on n erilaista alkiota, voidaan ottaa k:n

alkion jarjestetty otos palauttaen n* eri tavalla.
Todistus.

Otoksen ensimmainen alkio voidaan valita n eri tavalla, toinen alkio n eri tavalla, kolmas
alkio neri tavalla ja niin edelleen kunnes k. alkio voidaan valita n eri tavalla. Taten

tuloperiaatteen (Lause 3.5) nojalla k:n alkion otos voidaan valita n* eri tavalla. m

Lause 3.8 (Jdrjestdmdtion otanta palauttamatta, binomikertoimen otantatulkinta) Joukosta, jossa

n!

K1) eri tavalla. Tasta k-

on n erilaista alkiota, voidaan ottaa jarjestamaton otos palauttamatta

kombinaatioiden lukumaarasta kiaytetaan merkintoja (2) jaC(n, k).

Todistus.

n!
(n—=k)!

Joukon k-permutaatioita on kappaletta (Lause 3.6 a). Merkitddn k-kombinaatioiden

(n—k)!

lukumaaraa muuttujalla x. Talléin k-permutaatioita on k! x kappaletta. Siis k! x = jos

!
ki(n—k)! "

javainjos x =
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Huomautus 3.1 Binomikertoimella (2) on Lauseen 3.8 otantatukinnan lisdksi seuraavat

hyodylliset tulkinnat:

a) (Binomikertoimen jdrjestystulkinta) (2) on niiden tapojen lukumaari, joilla k kappaletta

tyypin 1 jan — k kappaletta tyypin 2 alkioita voidaan jarjestda jonoon.

b) (Binomikertoimen lokerotulkinta) (Z) on niiden tapojen lukumaar4, joilla n erilaista alkiota

voidaan jakaa kahteen lokeroon siten, ettd lokeroihin tulee k ja n — k alkiota.

3.3 Todennakoisyyden laskusaantoja

Seuraavaksi tutustutaan tarkemmin lukion todenndkoéisyyslaskennan opintojaksolla esiteltaviin
laskusdantoihin, joita ovat komplementtisdantd (Lause 3.3 «¢), yhteenlaskusdanto,
kertolaskusaanto seka toistokokeeseen liittyvan binomitodennakoéisyyden laskukaava. Naiden
laskusdantojen oikea kaytto vaatii ehdollisen todenndkoisyyden ja riippumattomuuden kasitteiden

ymmartdmisen.

3.3.1 Yhteenlaskusainto

Kun tapahtumat A4 ja B eivét ole erillisig, tapahtuma A U B eli "A tai B" tarkoittaa, ettd ainakin toinen
tapauksista A tai B sattuu. Kun lasketaan todennikdisyys P(A U B) on summasta P(A) + P(B)
vahennettdava tapahtuman A N B eli "4 ja B" todenndkoisyys, jottei tapahtumille A ja B yhteiset

alkeistapaukset tule mukaan kahteen kertaan.

Usein lukion pitkdn matematiikan opintojaksolla esitellddn seuraavasta lauseesta vain

ensimmainen tulos (a-kohta) tai kaksi ensimmaista tulosta (a- ja b-kohdat).
Lause 3.9 (Mukaanlukemis-poissulkemis-periaate, yleinen yhteenlaskusddnto)
a) P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)
b) PAUBUC)=P(A)+PB)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

¢) P(AUBUCUD)=P(A) +P(B)+P(C)+P(D)
—P(ANB)—P(ANC)—P(AND)—P(BNC)—P(BND)—P(CND)
+P(ANBNC)+P(ANBND)+P(ANCND)+P(BNCND)
—P(ANBNCND)

d) P(UIL14) =3y PA) = X1 Xioina P(Ai N A)) + X152 30k Sk P(Ai N 4j 0

Ag) =+ (DM PN, A
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Todistus.

a) Koska AUB = (A — B)UB, missd (A— B) N B = @, niin Lauseen 3.3 b-kohdan mukaan
P(AUB) = P(A — B) + P(B), josta Lauseen 3.3 f-kohdan mukaan saadaan

P(AUB) = P(A) — P(AN B) + P(B).

b) P(AUBUC)=P[AU(BUC()],

a—kohta

= PA)+PBUC)-P[AN(BUOC)]

a—kohta

2 PMA+[PB)+P(C)—P(BNC)-P[An(BUC)]

distributiivisuus
(Lause 3.1)

= P(A)+P(B)+P(C)—P(BNC)—P[(ANB)U (AN C)]

a)

2PA)+PB)+P(C)—P(BNC)—P(ANB)—P(ANC)+P(AUBUC).
c) b-kohdan todistuksen tavoin.

d) yleinen tapaus todistettaisiin vastaavasti induktiolla.m

Kun tapaukset A ja B ovat erilliset eli toisensa poissulkevat, Lauseen 3.9 d-kohta yksinkertaistuu
muotoon P(Uj; 4;) = Xi=; P(4;), joka on itse asiassa Lauseen 3.4 a-kohdan tulos eli toisensa

poissulkevien tapausten yhteenlaskusaanto eli nk. summakaava.

3.3.2 Ehdollinen todennikdéisyys ja kertolaskusainto

Ehdolliseen todennidkoisyyteen liittyvasta ongelmasta on kyse silloin, kun halutaan laskea jonkin
tapauksen A todennikéisyys silloin, kun tapaus B on jo sattunut. Ehdollista todennadkoisyytta
merkitadn P(A/B), jonka voi lukea esimerkiksi seuraavasti: "todennakoisyys, ettd A tapahtuu, kun
B on tapahtunut”. Ehdollinen todennakéisyys P(A/B) voidaan maaritellda kahdella tavalla; joko A:n
todenndkoisyytend supistetussa otosavaruudessa B tai alkuperdisen otosavaruuden (2

todenndkoisyyksien avulla.

Madadritelma 3.14a Jos P(B) > 0, niin ehdollinen todenndkédisyys P(A/B) on tapauksen A

todennakoisyys otosavaruudessa B.
Maaritelma 3.14b Jos P(B) > 0, niin ehdollinen todenndkéisyys P(A|B) on

P(ANB)

P(A|B) = P(B)

Jalkimmaisen maarittelytavan avulla voidaan johtaa seuraavaksi esiteltdviat ehdolliseen

todenndkoisyyteen liittyvat tulokset.
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Lause 3.10 (Kertolaskusddntd) Tapausten A ja B leikkauksen todennakoisyys toteuttaa kaavat
P(AnB) =P(A|B)P(B) ja
P(ANn B) =P(B|A)P(A).

Todistus.

Leikkauksen todenndkdisyys saadaan ratkaisemalla ehdollisen todenndkdéisyyden P(A/B)
kaavasta leikkauksen P(ANB) todenndkoisyys. Vastaavasti leikkauksen P(ANB)
todenndkoisyys saadaan myos ratkaistua ehdollisen todennédkoéisyyden P(BJA) kaavasta

seuraavasti

P(ANB) |
P(BlA) :W’]OSP(A) >0

jolloin
P(ANB) = P(B|A)P(A). m

Seuraavaksi esiteltavat Maaritelma 3.15, Lause 3.11 ja Lause 3.12 eivat yleensa kuulu lukion pitkédn
matematiikan Tilastot ja todenndkdisyys -opintojakson sisdltoon. Ne ovat kuitenkin ehdollisen
todenndkoisyyden yleistyksid, joiden tunteminen lisda aihepiirin soveltamisen mahdollisuuksia
opetusta ylospdin eriyttdessa. Lauseiden tuntemista tarvitaan myds yhdessa opiskelijamateriaalin

harjoituksessa, minka vuoksi niihin tutustuminen on tassa yhteydessa oleellista.

Madadritelma 3.15 Tapaukset Aj, ..., A, muodostavat otosavaruuden Q osituksen, jos tapaukset

ovat
e toisensa poissulkevat
e Q=ULi4ja
e P(4;) > 0 kaikillai.

Lause 3.11 (Kokonaistodenndkoisyyslause) Jos tapaukset A4, ..., A, muodostavat otosavaruuden

osituksen, niin

P(B) = ) P(BIA) P(4).
i=1
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Todistus.

Osituksen maaritelmaa (Maaritelma 3.15) ja summakaavaa (Lause 3.4 a) apuna kayttden

saadaan:
P(B) =P(BNnQ)
= P(B n (UL, 4))
= P(U1(B N 4)
=YY", P(BNA)
=Y, P(BIA) P(4) . m

Lauseen 2.11 kokonaistodenndkéisyyskaavalla kokonaistodenndkéisyys P(B) saadaan koottua

ehdollisista todenndkoisyyksistd painottamalla kutakin itse ehdon todennakoisyydella.

Keksijansa mukaan nimetty, 1700-luvulla eldneen matemaatikon Thomas Bayesin keksima kaava

on usein hyodyllinen ehdollisia todennakoisyyksia laskettaessa.

Lause 3.12 (Bayesin lause) Jos tapaukset A4, ..., A, muodostavat otosavaruuden osituksen ja
P(B) >0

P(BlAk)P(Ak)= P(B|Ay) P(Ax) k=1 7

Todistus.

Ehdollisen todenndkoéisyyden madritelmasta (Maaritelma 3.14 b) ja Lauseesta 3.10 seuraa

P(BnAy,) P(B|Ay) P(Ay)

R 7 B )

Koska tapaukset muodostavat otosavaruuden osituksen, niin
kokonaistodenndkdisyyslauseen (Lause 3.11) mukaan P(B) voidaan koota ehdollisista
todenndkoisyyksista P(B |A;) painottamalla kutakin ehdollista todenndkoisyytta ehdon
todenndkoisyydelld P(4;). Siis

P(B|Ax) P(Ai) _ P(BlAy) P(Ax)

PAIB) = —p == n P(BIA) P(A)

Monessa todenndkoisyyslaskennan tehtavan ratkaisussa voidaan kayttda luontevasti apuna ns.

puukaavioita (Kuva 3.2), joilla havainnollistetaan satunnaisilmion vaihtoehtoisia tapahtumajonoja.
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Puu koostuu oksista ja niiden haarautumiskohdista eli pisteista. Puun piste kuvaa tapausta 4;,i =
1,2,..,k, k € Z, ja siitd lahtevat oksat tapahtumavaihtoehtoja, jotka ovat mahdollisia aiemmin
tapahtuneen tapauksen jilkeen. Oksan viereen kirjataan myos kyseisen tapahtumavaihtoehdon
todenndkoéisyys p;,i=1,2,..,k,k €Z,. Mistd tahansa puun pisteestd ldhtevien oksien
todenndkoisyyksien summa on 1. Tavallisesti puu piirretdan ylosalaisin (alkupiste ylhaalla,
loppupisteet alhaalla) tai horisontaalisesti (alkupiste vasemmalla, loppupisteet oikealla).
Mielivaltaisen puun pisteen todennidkodisyys saadaan laskemalla alkupisteestd Kyseiseen
pisteeseen vievan reitin todennadkoisyys. Reitti on tapahtumajono, joka sattuu, jos jokainen jonon
tapahtumista sattuu, joten reitin todenndkoéisyys saadaan tulosdaantéd (Lause 3.5) puun oksiin
soveltamalla. Koska puun eri pisteisiin vievit reitit ovat toisensa poissulkevia, niin useista puun

pisteistd yhdistetyn tapahtuman todenndkoéisyys saadaan yhteenlaskusdiantéa (Lause 3.4 a)

kayttaen.
Ps Az
Py A1
Pa Ay
Ps A
2 A, <
Ag
Pe

Kuva 3.2. Puukaavio.

3.3.3 Riippumattomuus

Yleisesti ehdollinen todennékoisyys P(A/B) riippuu tapauksesta B, jolloin P(A/B) on eri kuin P(A).
Toisinaan kuitenkin P(A/B)=P(A), jolloin sanotaan tapauksen A olevan riippumaton tapauksesta B.
Jos P(A[B)=P(A), niin talléin myds P(B/A)=P(B) eli tapaus B on myos riippumaton tapauksesta 4,
silld jos P(A|B) = P(A), niin

P(ANB) _P(A|B)P(B) _P(A)P(B)
P4 P&  P@A

P(B|A) = = P(B).

Sanotaan siis, ettd jos P(A/B)=P(A), niin tapaukset A ja B ovat riippumattomat. Kaava P(A/B)=P(A)
voitaisiin ottaa riippumattomuuden maaritelmaksi, mutta yleisesti kdytetddn madaaritelmaa

P(A N B) = P(A)P(B), joka on aiemmin mainitun kanssa ekvivalentti, silld jos P(4|B) = P(A), niin
P(AnB) =P(A|B)P(B) = P(A)P(B),

jajos P(AN B) = P(A)P(B), niin
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P(ANB) _P(AP(B)
P(B) ~ P(B)

P(A|B) = = P(4).

Mairitelma 3.16 Tapaukset A ja B ovat riippumattomat, jos P(A N B) = P(A)P(B). Jos tapaukset
eivat ole riippumattomat, ne ovat riippuvat.
Tapausten A ja B riippumattomuutta voidaan merkita AL B.

Lause 3.13 Jos tapaukset A ja B ovat riippumattomat, niin riippumattomia ovat myos tapaukset A

jaB¢, A¢ ja B sekd A€ ja BC.
Todistus.
i. KoskaA4 = (4nB% U (An B),niin Lauseen 3.3 b-kohdan nojalla

P(A) =P(AnB‘)+P(ANB)
= P(AN B®) + P(A)P(B).

Tdten P(A N B€) = P(A)(1 — P(B)) = P(A) - P(B®) eli tapaukset A ja B¢ ovat

riippumattomat.
ii.  Vastaavasti, koska B = (B N A®) U (B N A), niin Lauseen 3.3 b-kohdan nojalla

P(B) =P(BNA“)+P(BnA)
=P(BnA%) + P(B)P(A).
Nyt P(B n AS) = P(B)(1 — P(A)) = P(B) - P(A®) eli tapaukset A® ja B ovat myds

riippumattomat.

ili.  Samalla lailla, koska A¢ = (A¢ n B) U (A€ N B®), niin Lauseen 3.3 b-kohdan nojalla
P(AY) = P(A° n B) + P(A® n B®) ja koska ii-kohdan nojalla A°_L B, niin
= P(A®)P(B) + P(A¢ n BY).
Siis P(A° N B¢) = P(A°)(1 — P(B)) = P(A®) - P(B®) eli tapaukset A¢ ja B

ovat rilppumattomat. m

Kahden tapauksen riippumattomuus voidaan yleistdd myo6s usean tapauksen

riippumattomuudeksi.
Maadritelma 3.17 Tapaukset 4;,i = 1, ..., n, ovat riippumattomat, jos seuraavat ehdot toteutuvat:
P(4; N A;) = P(ADP(A;) kaikilla i # j,

P(A; n Aj n Ay) = P(A;)P(4;)P(Ay) kaikilla erisuurilla i, j ja k.
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P(A;nA;Nn..nA,) = P(A)P(4;) - P(Ay).

Huomautus 3.2 Kertolaskusaantd (Lause 3.9) yksinkertaistuu siis riippumattomille tapauksille
muotoon P(ANB) =P(A)P(B), mikdi on myos riippumattomuuden maaritelma. Kaavasta
P(A n B) = P(A)P(B) kiytetddn usein nimityksia riippumattomien tapahtumien kertolaskusddnto,
kertolaskukaava ja (kahden tapauksen) tulokaava. Tata kaavaa sekd useamman tapauksen
riippumattomuuden kaavoja voidaan kayttda leikkausten todennédkdisyyksien laskemiseen, jos
tiedetddn satunnaiskokeen tapahtumien olevan toisistaan riippumattomia. Riippumattomuuden
madritelmien (Madritelmat 3.16 ja 3.17) avulla voidaan my®0s testata, ovatko annetut tapaukset

riippumattomat.

Lause 3.14 (Tulokaava l. yleinen riippumattomien tapausten kertolaskusddnté) Jos tapaukset

A; i =1, ...,n, ovat riippumattomat, niin
a) P(Njz; 4 = Iz, P(4).
b) P(U;4) = 1- T, P(AS).
Todistus.
a) Saadaan suoraan usean tapauksen riippumattomuuden maaritelmasta.
b) Oletetaan, ettd tapaukset 4;,i = 1, ..., n, ovat riippumattomat. Tall6in
P(UiL14) =1 - P[(UL,4)°]
=1-P(N{,4°)

Lause 3.13 c
~
2 1-[IL,P(A°).=

3.3.4 Toistokoe

Yhdistettyd satunnaiskoetta, jossa tdsmailleen samaa koetta toistetaan n kertaa ja seurataan
onnistuneiden kokeiden lukumdiras, kutsutaan toistokokeeksi. Toistokokeessa tuloksen X
esiintymistodenndkdisyys p on jokaisella toistolla sama ja riippumaton aiempien kierrosten
tuloksista. Tarkastellaan seuraavaksi toistokokeen todennékoisyytta (binomitodennakdisyyttd) eli

sitd, milla todennédkoisyydelld n-vaiheisessa toistokokeessa tapahtuma X toteutuu tasan k kertaa.
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Lause 3.15 (Binomitodenndkéisyys) Koe toistetaan riippumattomasti n kertaa. Kukin koe onnistuu
todenndkoisyydellda p; merkitddan epdonnistumisen todenndkoéisyyttd g =1 —p. Olkoon X
onnistuneiden kokeiden lukumaéaara. Talldin k onnistumista saadaan todennakdisyydella

n

P(X =k) = (k

)pkqn_k;k = 0; 1; 2, ey, N

Todistus.

Merkitadn onnistunutta koetta kirjaimella O ja epaonnistunutta koetta kirjaimella E. Yksi
sellainen koesarja, jossa on k onnistunutta ja n —k epdonnistunutta koetta on
(0,0,...,0,E,E, ...,E), missd onnistuneita kokeita O on k kappaletta ja epdonnistuneita
kokeita E n — k kappaletta. Koska kokeet ovat toisistaan riippumattomia, niin kyseisen
koesarjan todennakéisyys on p¥q™~*. Binomikertoimen jarjestystulkinnan (Huomautus 3.1

a) mukaan symbolit O ja E voidaan jarjestda jonoon (’;) eri tavalla. Koska kunkin koesarjan

todennikéisyys on p*q™" ¥ ja koesarjat ovat toisensa poissulkevat, niin P(X = k) =
(p g™ .m

3.4 Todennakoisyysjakauma

Luvussa 2 Kkerrottiin tilastoyksikk6on liitetyistd ominaisuuksista ja tilastojakaumien
tunnusluvuista. Tassa alaluvussa tutustutaan vastaavasti todenndkdisyyslaskennassa tutkittavien
satunnaismuuttujien ominaisuuksiin ja tutkitaan todennakéisyyden jakautumista tapahtuman eri

vaihtoehtojen kesken seka esitelldan todennékoisyysjakaumia kuvaavia tunnuslukuja.

3.4.1 Satunnaismuuttuja

Satunnaismuuttuja on funktio, jonka arvot maaraa jokin satunnaisilmio. Funktion maarittelyjoukko

on satunnaisilmion alkeistapausten joukko ja sen arvot ovat reaalilukuja.
Madritelma 3.18 Satunnaismuuttuja X otosavaruudessa Q on funktio X: Q — %.

Satunnaismuuttuja-funktio siis liittdd jokaiseen satunnaisilmion alkeistapaukseen jonkin

reaaliluvun, satunnaismuuttujan arvon.

Maadritelma 3.19 Satunnaismuuttuja X on diskreetti, jos se voi saada vain &arellisen tai

numeroituvasti ddrettdman madran arvoja.

Diskreetin satunnaismuuttujan saamat arvot x;, x,, ... ovat siis erillisid ja ne voidaan taten luetella.
Esimerkiksi 'COVID19-tartuntatapausten lukumaara Suomessa' on diskreetti satunnaismuuttuja,

joka saa yksittdisen (kokonaisluku)arvon joka kuukausi. Moni suure, kuten 'potilaan jonotusaika
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paivystyksessa', voi kuitenkin saada periaatteessa minka tahansa arvon tietylta reaalilukuvalilta.

Naiden suureiden mallintamisessa kdytetdan jatkuvia satunnaismuuttujia.

Maaritelma 3.20 Satunnaismuuttuja X on jatkuva, jos se voi saada ylinumeroituvan maaran arvoja:

tyypillisesti minka tahansa arvon joltain reaalilukuvalilta.

Maaritelma 3.20 on lukion opintojaksolla riittdvdn tarkka maaritelma jatkuvalle
satunnaismuuttujalle. Luvussa 3.4.3 esitellddn myods matemaattisempi maarittely (Maaritelma

3.28) jatkuvalle satunnaismuuttujalle niin kutsutun tiheysfunktion avulla.

Satunnaismuuttujan (todenndkéisyys)jakauma sisdltdda satunnaismuuttujan arvot ja niiden
todennakoisyydet. Kuten tilastoyksikoiden tilastollisilla muuttujilla, my6s satunnaismuuttujilla

jakauma ilmaisee, kuinka yleisid satunnaismuuttujan eri arvot ovat.

Diskreetin satunnaismuuttujan jakauma voidaan usein esittdd taulukkomuodossa. Eri arvojen
todenndkoisyydet muodostavat kyseisen muuttujan todenndkéisyysjakauman, jota voidaan
havainnollistaa esimerkiksi pylvdsdiagrammilla. Jatkuvan satunnaismuuttujan X arvot
muodostavat jonkin reaaliakselin vilin, joka sisdltdd ddrettoman madrdn lukuja. Tdmén vuoksi
jatkuvan satunnaismuuttujan jakauman esittdminen taulukossa ei ole luontevaa, vaan jakauma

esitetddn yleensa satunnaismuuttujan tiheysfunktion avulla. Tdhdn palataan luvussa 3.4.5.

3.4.2 Diskreetin satunnaismuuttujan todennakoéisyys- ja jakaumafunktio

Merkitddn diskreetin satunnaismuuttujan saamien arvojen joukkoa kirjaimella K. Diskreeteilla
satunnaismuuttujilla muotoa P(X = k), k € K, olevat todennakoisyydet ovat tarkeimpia ja naille

todenndkoisyyksille maariteldan oma funktionsa:

Mairitelma 3.21 Diskreetin satunnaismuuttujan X todenndkéisyysfunktio on p(k) = P(X = k),
k €K.

Todenndkodisyysfunktiosta kdytetddn yleisesti myOs nimityksid pistetodenndkoéisyysfunktio ja
tiheysfunktio. Todenndkodisyyden ominaisuuksien mukaisesti todenndkoéisyysfunktiolle p(k)
0 <p(k) <1,k € K (Lause 3.3 e) ja koska diskreetin satunnaismuuttujan X saamat arvot k ovat

toisensa poissulkevia tapauksia, niin Y ,cx p(k) = 1 (Lause 3.4 b).

Todennakodisyyslaskennassa ollaan usein kiinnostuneita todennakoéisyyksistd, jotka ovat muotoa
P(X <a),P(X >a)ja P(a<X <b). Muotoa P(X < a) olevat todennidkoisyydet ovat keskeisia,
silla kaikki muut muodot voidaan ilmaista muotoa P(X < a) olevien todenndkoisyyksien avulla

seuraavasti:

PX>a)=1-P(X<a)ja
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josa<b,niinP(X <b)=PX <a)+ P(a <X <bh),joten
Pla<X<b)=P(X<b)—PX<a).

Todenndkadisyyden P(X < a) keskeisyyden vuoksi sille on maaritelty oma funktio, joka kertoo
milld todenndkoisyydelld satunaismuuttujan X arvo on pienempi tai yhtd suuri kuin jokin

reaaliluku x.
Madritelma 3.22 Satunnaismuuttujan X jakaumafunktio on F(x) = P(X < x),x € .

Jakaumafunktiosta kdytetdadn myds nimityksid kumulatiivinen jakaumafunktio ja kertyméafunktio.
Seka diskreetin ettd jatkuvan satunnaismuuttujan jakaumafunktio on ei-negatiivinen ja kasvava
funktio, jonka arvojoukko on suljettu vali [0,1] eli 0 < F(x) < 1,x € ¥. Lisdksi diskreetin

satunnaismuuttujan jakaumafunktiolla F(x) on seuraavat ominaisuudet:
e F(x) on oikealta jatkuva porrasfunktio,

e lim F(x) =1,

X—00
e lim F(x)=0.
X——00

Todennidkdisyysfunktiosta saadaan jakaumafunktio ja jakaumafunktiosta todenndkoisyysfunktio

seuraavasti:

F(x) = Xi<x (k)
p(k) = F(k) = F(k - 1).

Huomautus 3.3 Todennikoisyysfunktio p(k) maédaritellidn vain pisteissa k € K, kun taas

jakaumafunktio F(x) kaikilla x € %7.

3.4.3 Diskreetin jakauman tunnusluvut

Tilastomuuttujan jakauman informaation tiivistimisessd kaytettiin tilastollisia tunnuslukuja,
kuten moodia ja aritmeettista keskiarvoa. Vastaavasti satunnaismuuttujan jakauman tietoa

tiivistetdan tunnusluvuin, joista keskeisimpia ovat odotusarvo, keskihajonta ja varianssi.

Jos lasketaan sellainen satunnaiskokeen tulosten painotettu keskiarvo, jossa kunkin tuloksen
painona on vastaavan tapauksen todenndkoisyys, niin saatua arvoa sanotaan koetuloksen
odotusarvoksi E(X). Merkinnan E(X) kaytto juontaa juurensa englannin kielen sanoihin "odotus"

expectation ja "odotusarvo" expected value.
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Maaritelma 3.23 Diskreetin satunnaismuuttujan X odotusarvo on
EX) = Xrex k p(k),
jos ek lklp(k) < co.

Odotusarvon maaritelmassa siis vaaditaan summan Y ,cxlk|p(k) suppenemista itseisesti, jotta
summan termit voidaan laskea yhteen missa jarjestyksessa tahansa samaan tulokseen paatyen. Jos
nimittdin summa Y,cx|k|p(k) ei suppenisi itseisesti, se voisi saada erilaisia arvoja riippuen siit3,
missa jarjestyksessd termit lasketaan yhteen. Niin ollen, jotta odotusarvo olisi hyvin maaritelty,
vaaditaan ettd summa suppenee itseisesti. Jos ndin ei toisaalta ole, niin sanotaan, ettd odotusarvoa

ei ole olemassa.

Jos diskreetin satunnaismuuttujan X arvojoukko K on &irellinen, niin myos odotusarvo E(X) on
adrellinen, kun taas arvojoukon ollessa numeroituvasti ddreton, voi odotusarvon maaritelma antaa

aarettoman tuloksen.

Lukion opintojaksolla esitelladn Maaritelmén 3.23 sijaan seuraava diskreetin satunnaismuuttujan

X odotusarvolle yksinkertaisempi maaritelma:

Maaritelma 3.24 Olkoot diskreetin satunnaismuuttujan X saamat arvot x;, x5, ..., X, ja ndiden

pistetodennékoéisyydet p; = P(X = x;),i = 1, ..., n. Talldin satunnaismuuttujan X odotusarvo on

k
E(X) = p1x1 + Daxy + -+ prXy = z piX;.
i=1
Odotusarvolle kaytetddn usein myods merkintdd p, jota kaytettiin myos tilastoaineiston
keskiarvosta. Itse asiassa satunnaismuuttujan odotusarvon kaava (Maaritelma 3.24) on sama kuin

frekvenssijakauman keskiarvon kaava (Maaritelma 2.19), nimittiin:

k

k k

=Somn= Yl =35

. [Ada % ' n L n ' |54 A
=1 i=1 i=1

Jos satunnaiskoetta toistetaan useita kertoja, niin koetulosten keskiarvo on lahelld odotusarvoa.

Satunnaismuuttujan odotusarvo siis kuvaa sen arvojen keskiarvoa, kun koetta toistetaan useita

kertoja.

Kun halutaan puolestaan Kkuvata satunnaismuuttujan arvojen vaihtelua, tutkitaan
todennikoisyysjakauman varianssia D?(X) ja keskihajontaa D(X). Miti lihempini nollaa
keskihajonta ja varianssi ovat, sitd todenndkoisempaa on, ettd satunnaismuuttujan arvo on lahella

odotusarvoa. Merkintdjen D(X) ja D?(X) taustalla on englannin kielen sana deviation, joka
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tarkoittaa poikkeamaa, hajontaa. Satunnaismuuttujan X varianssista kaytetdan yleisesti myos

merkintoji Var(X) ja o2, ja keskihajonnasta merkintia o.

Maaritelma 3.25 (Varianssi ja keskihajonta) Olkoot diskreetin satunnaismuuttujan X saamat arvot
X1,X2,...,X;x  ja  naiden  pistetodennikoéisyydet p;, =P(X =x;),i=1,..,n. Talloin

satunnaismuuttujan X varianssi on

k
D2(X) = p1(xg — W)* + -+ p(xp — p)* = Zpi(xi —w)? = E[(X — w?].

i=1

Josta saadaan ratkaistua satunnaismuuttujan X keskihajonta:

D(X) = ,/Var(X).

Maaritelman kaavaa ei itse asiassa todenndkoisyyslaskennassa juuri koskaan kaytetd, silla
varianssi saadaan mukavammin laskettua kaavoista D?(X) = E(X?) —u? ja D?(X) = E[X(X —
1)] + u — p?. Niiden kaavojen ymmarrys vaatisi kuitenkin satunnaismuuttujan X funktion g(X)
odotusarvon E[g(X)] sekd sen muunnosten E[g(X)] ja E[g(X)] johtamisen, minka vuoksi lukion

opintojaksolla maaritelman 3.25 kaavan tuntemus riittaa.

3.4.4 Joitakin diskreetteja jakaumia

Luvussa 3.3.4 kerrottiin toistokokeesta ja siihen liittyvastd binomitodenndkdisyydesta (Lause

3.15). Yksi tarkeimmista diskreeteistd jakaumista on juuri toistokokeeseen liittyva binomijakauma.

Madritelma 3.26 Merkitddn yksittdisen kokeen onnistumistodenndkoisyyttd Kkirjaimella p,
epdonnistumisen todennakoéisyytta kirjaimella g = 1 — p ja kokeen toistojen maaraa kirjaimella n.

. . . Y _ _ k _k . _
Jos satunnaismuuttujan X pistetodenndkdisyydet ovat P(X—k)—(z)p q" "%, jossa k=
0,1,2,...,n, niin sanotaan satunnaismuuttujan X noudattavan binomijakaumaa parametreilla

n ja p: merkitadn X ~ Bin(n, p).

X~Bin(10;0,9) X~Bin(10;0,5) X~Bin(10;0,8)
0,45 0,45 0,45
04 0,4 0,4
0,35 0,35 0,35
03 03 03
025 0,25 025
POXk) o PIXK) POX-K) "0
0,15 0,15 0,15
0,1 01 0,1
0,05 0,05 0,05
0 0 0

012345678 910 01234567 80910 01234567 8910
k k k

Kuva 3.3 Eradiden binomijakaumien pistetodennékdisyydet koordinaatistossa.
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Lause 3.16 (Binomijakauman odotusarvo) Oletetaan, ettd X ~ Bin(n,p). Talloin

satunnaismuuttujan X odotusarvo on
EX) =np.
Todistus.

Lasketaan odotusarvo maaritelmian 3.24 mukaisesti:

E(X) = Yoo k(3)p*q" ¥

n! k n—
k=1k Kin—rn P 4

— (n-1)! k-1,n—k
=P =GP

=npYi,(r )P re™

=np Xpss(" kg K

Binomikaava

2 nplp+"lm

Lause 3.17 (Binomijakauman varianssi ja keskihajonta) Oletetaan, ettd X ~ Bin(n,p). Talldin

satunnaismuuttujan X varianssi on
D:(X)=npq,

josta saadaan satunnaismuuttujan X keskihajonta:
D(X)=,npgq.

Todistus.

Satunnaismuuttujan X varianssi voidaan laskea kaavalla D?(X) = E[X(X — 1)] + u — p? eli

D2(X) = Yrex k(k — Dp(k) + u — u?, jota ei tissa yhteydessa todisteta.

Lasketaan odotusarvo:
E[X(X — 1] = Yokl — D()p g™ "
= Ehook(k = 1) =P "

(n-2)! — —
=n(=Dp* L2 P4
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=n(n - Dp*ZR=,(;5)r* ?q
=n(n— Dp? Zk2(")pkq Pk
=n(n—Dp*@p + "2
=n(n — 1)p2.

Nain ollen

D*(X) = E[X(X — D]+ p— p?

Lause 3.15
fan)

2 n(n—-1p*+np—(np)?

=np—np?
=np(l—-p)
=npgq.

Tasta saadaan satunnaismuuttujan X keskihajonnaksi D (X) = \/Var(X) = \/n pq.m

Diskreetti satunnaismuuttuja X voi saada myds ddrettdman monta arvoa. Ndin on esimerkiksi
seuraavaksi esiteltdvan Poissonin jakauman tapauksessa. Sanotaan ettd havaintojen lukumaara
tietyssa ajassa on Poisson-jakautunut parametrilla 4, jos jokin ilmi6 havaitaan keskimaarin 1 kertaa
kyseisessa ajassa ja havainnot ovat toisistaan riippumattomia. Poisson-jakauma (kuva 3.3) on
binomijakauman ohella yksi sovelletuimmista diskreetin satunnaismuuttujan
todenndkoisyysjakaumista, mutta siitd huolimatta sita ei kaikissa lukion todennakéisyyslaskennan

oppikirjasarjoissa esitella.

k
Maiaritelma 3.27 Jos satunnaismuuttujan X pistetodennikéisyydet ovat P(X = k) = e™* % jossa

k=0,1,2, .., niin satunnaismuuttuja X noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla A; merkitddn
X ~Po(A).

-1

k
Huomautus 3.4 Satunnaismuuttujan X todennikoisyysfunktio P(X = k) =e % on todella

todenndkoisyysfunktio, silla

Y oPX=k)=e ¥y ok' A
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Poissonin jakauman Poissonin jakauman kertymifunktio, kun

pistetodennikdisyyksid, kunA=15 A=15
0,12 1 ﬁ
0.1 ..o 0,8 :
0,08 o ® °
e ©® 0,6 ®
P(X=k) 0,06 . P(X<k) o
® 0,4
0,04 < ® ®
Y L]
0,02 ° ° 0,2 »
0 J E 0 J
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
k k

Kuva 3.4 Poisson-jakauman pistetodennakoisyyksia ja jakaumafunktio.
Lause 3.18 (Poisson-jakauman odotusarvo, varianssi ja keskihajonta) Oletetaan, ettd X ~ Po(A).
Talloin
EX)=14 D?*X)=1 ja DX)=+A
Todistus.

Lasketaan odotusarvo E (X):

Ak—l
(k—1)!

2 Ak - - Ak -
A = Qe YR, = e AZ,‘?:()F:/le tet = A

Jotta saadaan ratkaistua satunnaismuuttujan varianssi, lasketaan ensin odotusarvo

E[X(X — 1)]:
ad A;{k N had Ak—z
— = — A _— 32, S
EX(X — D)= ) k(k=De G =2e™ ) ooy,
k=0 k=2
A N Ak A,
— 12, =2, — 2
= A%e Z Tl = A%e et = 1°.
k=0

Lasketaan sitten satunnaismuuttujan X varianssi kaavalla D?(X) = E[X(X — 1)] + u — u*:
D?2(X)=A2+21—-2%2=A.

Tasta saadaan satunnaismuuttujan X keskihajonnaksi D(X) = /Var(X) = V1. m
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3.4.5 Jatkuvan satunnaismuuttujan jakauma- ja tiheysfunktio seka

todennikoisyyksien laskeminen

Jatkuvan satunnaismuuttuja voi saada ylinumeroituvan maaran arvoja ja on nimensa mukaisesti
jatkuvasti jakautunut eli sen jakaumafunktio F(x) = P(X < x),x € ¥, on jatkuva (vrt. diskreetin

satunnaismuuttujan jakaumafunktio on porrasfunktio-tyyppinen, siis epajatkuva; ks. kuva 3.5).

F(x) F(x)

X X

Kuva 3.5 Vasemmalla diskreetin satunnaismuuttujan jakaumafunktio F(x) ja oikealla jatkuvan

satunnaismuuttujan jakaumafunktio F(x), F(x) = P(X < x),x € #.
Jatkuva satunnaismuuttuja maaritelladn kuitenkin ns. tiheysfunktion avulla:

Maadritelma 3.28 Satunnaismuuttuja X on jatkuva, jos on olemassa sellainen ei-negatiivinen

funktio f{x), etti Kkaikille reaalilukujoukoille A on P(X € A) = | f(x)dx . Funktio f on

satunnaismuuttujan X tiheysfunktio.

Jatkuvan satunnaismuuttujan arvojen jakautumista ei voida kuvata pistetodennakdisyyksin p(k),
kuten voitiin tehdad diskreetin satunaismuuttujan tapauksessa, silld jatkuvasti jakautuneen
satunnaismuuttujan yksittaisen arvon todenndkoisyys on nolla; nimittdin P(X = x) = 0, silla

Px<X<x)= f; f(t)dt = 0. Taman vuoksi jatkuvan satunnaismuuttujan arvojen jakautumisen

kuvaamisessa kdytetaan tiheysfunktiota.

Jokainen tiheysfunktio on ei-negatiivinen (f(x) =0, x € %) ja tiheysfunktion kuvaajan ja x-
akselin véliin jdavan alueen pinta-ala on 1 (ffooof(x)dx = 1). Itse asiassa voidaan myos osoittaa,
ettd jos jokin funktio f toteuttaa kyseiset ehdot, niin on olemassa satunnaismuuttuja, jonka
tiheysfunktio on f. Ndin ollen ndma ehdot ovat valttdmattomat ja riittavat ehdot sille, ettd funktio
f on tiheysfunktio. On hyva huomata, ettd jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio voi hyvin
saada ykkosta suurempia arvoja ja ettd f(x) ei ole sama kuin P(X = x). Vain tiheysfunktion

madaratyilld integraaleilla on todenndkoisyystulkinnat.
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Lause 3.19 Jatkuvan satunnaismuuttujan jakauma- ja tiheysfunktioilla on seuraavat ominaisuudet:
a) [o f()dx=1.
b) F(0) = [7, f(®)dt.
c) f(x) = F'(x) pisteissa x, joissa f{x) on jatkuva.
Todistus.
a) PIX € (—0,00)] = 1= [ f(x)dx.
b) F(x) =P(X <x)=["_f()dt.

c) Koska F(x) = ffw f(t)dt, niin differentiaali- ja integraalilaskennan peruslauseen mukaan

siitd seuraa, ettd F'(x) = f(x). m

Jos siis tiheysfunktio on annettu, saadaan jakaumafunktio lauseen b-kohdan avulla. Tatd on
havainnollistaa kuva 3.6. Jos taas jakaumafunktio on annettu, niin tiheysfunktio saadaan lauseen
c-kohdan avulla; pisteissa, joissa F'(x) ei ole olemassa, voidaan maaritella f(x) = 0. Koska f(x) =
F'(x), niin f (x) ilmoittaa, kuinka voimakkaasti F (x) kasvaa pisteessa x. Mita voimakkaampi kasvu,

sitd nopeammin todenndkaisyytta kertyy funktioon F(x) = P(X < x), kun x kasvaa.

fv

Flx) = P(X = x}

Kuva 3.6 Todennékoisyyden laskeminen tiheysfunktion avulla; F(x) = f_xm f()dt.

Lauseen 3.19 b-kohdasta ndhddan, ettd jatkuvan satunnaismuuttujan jakaumafunktiolla on

seuraavat ominaisuudet:
o 0<Fx)<1lxe %

e F(x) onjatkuva,
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e F(x) onKkasvava,
e limF(x)=1ja
X—00

e lim F(x)=0.
X——00

Seka diskreetin ettd jatkuvan satunnaismuuttujan jakaumafunktion ominaisuudet ovat siis

jatkuvuutta lukuun ottamatta samat.

Jatkuvan satunnaismuuttujan todenndkoisyyksia voidaan laskea sekd jakauma- ettd tiheysfunktion

avulla seuraavasti:

Todennikdisyys F(x):n avulla f(x):n avulla
P(X <a) F(a) [2 fadt.
P(X > a) 1-F(a) . fDdt.

P(@a<X<bh) F(b) — F(a) [P fdt.

Jos jakaumafunktio on kaytettdvissd, niin sitd kannattaa kayttda, silla talloin valtytdadn
integroinnilta. Jos todenndkoisyys lasketaan tiheysfunktion avulla, niin silloin tulee itse asiassa
lasketuksi tiheysfunktion fja tarkasteltavan x-akselin osan valisen alueen pinta-ala (ks. kuva 3.6).
Kaavasta P(X =a) =0 seuraa, ettd laskettaessa vilien todenndkoisyyksid jatkuvalle
satunnaismuuttujalle ei ole merkitysta, ovatko valin paatepisteet mukana vai eivat. Esimerkiksi

Pla<X<b)=P@a<X<b)=Pla<X<b)=Pa<X<h)

3.4.6 Jatkuvan jakauman tunnusluvut

Diskreetin satunnaismuuttujan tapaan myos jatkuvalle satunnaismuuttujalle maaritelladn
jakaumasta saatavaa tietoa tiivistdvid tunnuslukuja, joita ovat muun muassa seuraavaksi
esiteltavat odotusarvo, keskihajonta ja varianssi. On hyva huomata, ettd jatkuvan jakauman
tunnusluvut ovat lukion todenndkéisyyslaskennan opintojaksolla syventdvaa tietoa, joita kaikki

oppikirjat eivat kasittele ollenkaan.

Madritelma 3.29 (Odotusarvo) Jatkuvan satunnaismuuttujan X odotusarvo on
EX) = [7 x f(x)dx,

jos [ |x| f(x)dx < oo.
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Diskreeteille satunnaismuuttujille esitetyt varianssin ja keskihajonnan maaritelmat patevat myos

jatkuville satunnaismuuttujille:

Maaritelma 3.30 (Varianssi ja keskihajonta) Jatkuvan satunnaismuuttujan X varianssi on
D*(X) = E[(X — )] = [, (x = )* f(0)dx,

josta saadaan ratkaistua satunnaismuuttujan X keskihajonta:

D) = JVarh) = [0 - w2 f@)d.

Odotusarvon madritys edellyttia siis tiheysfunktion f tuntemista. Varianssin ja keskihajonnan

madritys taas edellyttaa, etta seka tiheysfunktio f ettd odotusarvo E (X) ovat tiedossa.

Odotusarvo E(X) = u on kaikkein kdytetyin satunnaismuuttujan sijaintia ilmaiseva tunnusluku,
mutta sijaintia voidaan mitata muillakin tunnusluvuilla. Muistetaan Tilastot-luvusta, etta
tilastomuuttujille moodi on havaintoaineiston yleisin arvo eli arvo, jonka frekvenssi on suurin.
Vastaavasti satunnaismuuttujille moodi on satunnaismuuttujan todennakéisin arvo. Toki jatkuvan
satunnaismuuttujan yksittdisen arvon todennakéisyys on nolla, mutta talléinkin moodin ymparilla

on eniten ns. todenndkoisyysmassaa.

Madritelma 3.31 (Moodi) Diskreetin satunnaismuuttujan moodi on se muuttujan k arvo (tai ne
arvot), jossa (tai joissa) todennidkdisyysfunktio p(k) saa maksimiarvon. Jatkuvan
satunnaismuuttujan moodi on se muuttujan x arvo (tai ne arvot), jossa (tai joissa) tiheysfunktio f

saa maksimiarvon.

Tilastomuuttujilla  arvojen  keskimdardistd suuruutta kuvaa mediaani. Vastaavasti
satunnaismuuttujilla mediaani jakaa populaation kahteen yhta suureen osaan siten, etta se ala- ja

ylapuolella on yhta paljon todenndkoisyysmassaa.

Madritelma 3.32 (Mediaani) Diskreetin satunnaismuuttujan mediaani on se muuttujan k arvo (tai
. - . , 1

ne arvot), jossa (tai joissa) jakaumafunktio F toteuttaa ehdon F(k — 1) < SSF (k). Jatkuvan

satunnaismuuttujan mediaani on se muuttujan x arvo (tai ne arvot), jossa (tai joissa)

jakaumafunktio F toteuttaa ehdon F(x) = %

3.4.7 Normaalijakauma ja tasainen jakauma

Normaalijakauma on kaytetyin ja sovelletuin jatkuva jakauma ja keskeinen osa lukion

nykymuotoisen todenndkoisyyslaskennan opintojakson ydinainesta. Esimerkiksi monet ilmiot ja
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niihin liittyvat satunnaismuuttujat luonnossa riippuvat useista satunnaistekijoistd ja noudattavat

normaalijakaumaa.

Normaalijakauma tunnetaan myos nimilld Gaussin jakauma ja Gaussin kellokdyrd, jotka ovat
saaneet nimensa 1800-luvun alussa saksalaisen matemaatikko Karl Fridrich Gaussin mukaan ja
joista jalkimmadinen kuvaa normaalisti jakautuneen satunnaismuuttujan tiheysfunktion kuvaajan
symmetrisen kellomaista muotoa (Kuva 3.7). Normaalijakauma-nimen kaytté vakiintui, kun
huomattiin monien havaintoaineistojen noudattavan Gaussin jakaumaa ja alettiin ajatella timéan
olevan ikdian kuin "normaali" havaintojen jakauma. Normaalijakaumaa kaytetddn kuvamaan
ilmio6itd, joissa nk. todenndkoisyysmassa keskittyy ilmion keskialueen arvoihin ja maarittelyalueen

adripadiden arvot ovat harvinaisia.

Lause 3.20 (Standardoitu normaalijakauma) Jos satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

1o
p(x) =—e 2", —00 < x < 00,

V2m

niin sanotaan, ettd satunnaismuuttujalla X on standardoitu normaalijakauma; merkitddn

X~N(0,1). T4ll6in odotusarvo E(X) = 0 ja varianssi D?(X) = 1. Jakaumafunktiota merkitdin

——tz

d(x) = -0 < x < 00,

=)
On voimassa ®(—x) = 1 — ®(x).
Todistus.

Funktio ¢(x) on todella tiheysfunktio silla ffooo p(x)dx = 1.

Odotusarvoksi saadaan:

1.2

xe 7 dx = ——/%.e 2° =0.

EX) = f
X) = o o
Varianssiksi saadaan:

D*(X) = E(X?) — u* = E(X?)

2 1.2
, V= —e 2

N =
=

1 0 L2 . —
= ﬁf—mxze 2" dx,jossau =x,u' =1,v" = xe

\/_f 2 fdx + \/_f e_fxdx =1.

=0,koska E(X)=0. =1,koska f—oo @(x)dx=1.
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Todennikoisyys P(X < —x) = &(—x)

1 f - —3t2 dt it .
=— e merkitiddn s = —
V2m ) o '
-1 r* _%Szd
=— e S
V27T )
1 foo _%Szd
=— e S
V2 Jy
L PR f g
=— e s ——— e S
V2T J o V2 J-ow

=1-d(kx).m

Standardoidun normaalijakauman eli standardinormaalijakauman jakaumafunktiota ei voida
ilmaista alkeisfunktioiden avulla, minka vuoksi jakaumafunktion (Kuva 3.7) arvoja on taulukoitu.
Taulukoista saadaan yleensd todenndkdisyyksia @®(x) = P(X <x), kun x on positiivinen.

Negatiivisilla muuttujan x arvoilla voidaan kéayttda lauseen 3.20 kaavaa ®(—x) = 1 — ®(x).

0.3989 1
>
y
/ \
‘f" \

Kuva 3.7 Standardoidun normaalijakauman tiheysfunktio f{x) (vas.) ja jakaumafunktio F(x).

Seuraavaksi esitellddn standardoidun normaalijakauman lineaarinen muunnos, yleinen

normaalijakauma.

Lause 3.21 (Yleinen normaalijakauma) Jos Y ~N(0,1), niin sanotaan, ettd satunnaismuuttujalla X =

U+ oY, missa ¢ > 0, on normaalijakauma, X~N(y, 02). Talloin

Fo=o(), = G}Ee‘%(%z, o <x <o

E(X) =p, D?(X) = o°.
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Jos X~N(u,0?) ja Z~a + bX, niin myés satunnaismuuttujalla Z on normaalijakauma; Z~N(a +

bu, b%c?).
Todistus.
Tarkastellaan ensin jakaumafunktiota F (x):
F(x)=P(X <x)

=P(u+aY <x)

=P(st_“)

o

x—u
=<I>(Y< - )

Tiheysfunktiolle saadaan:

f(x) =F'(x)
1 x—u
=-o(—-)
L ey
oV2m

Odotusarvoksi E (X)saadaan:
EX)=E(u+oY)=u+0EXY) =p.
Varianssiksi D?(X) saadaan:
D2(X) = D?(u+ oY) =0?D3*(Y) =0’ m

Lukion MAOL-taulukoissa normaalijakauman N(u, c?) toinen parametri on hajonta ¢ lauseessa

3.21 kiytetyn varianssin o2 sijaan.

Yleisen normaalijakauman tiheysfunktion ja jakaumafunktion tarkan muodon maaraavat

satunnaismuuttujan X odotusarvo ja varianssi (Kuva 3.8).

Kun satunnaismuuttujasta X vahennetddn sen odotusarvo p, tiheysfunktion kuvaaja siirtyy

vaakasuunnassa w:n verran. Saadun satunnaismuuttujan X —pu odotusarvoksi tulee 0. Kun

: . . . . X-p o,
satunnaismuuttuja X — u jaetaan luvulla o, saadaan satunnaismuuttuja T”, jonka odotusarvo on

myos 0 ja varianssi 1 eli Tu ~N(0,1). Tallaisen muunnoksen tekemista kutsutaan normittamiseksi.
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Kuva 3.8 Normaalijakauman N (0, ¢2) tiheysfunktio (vas.) ja jakaumafunktio, kun ¢ =

=

,2,1,2ja 4.
2

Useille jakaumille voidaan johtaa normaalijakauma-approksimaatiot (keskeisen raja-arvolauseen
avulla). Koska lukion opintojaksolla binomijakauman arvioiminen normaalijakaumalla on

syventdvaa sisaltod, tyydytddn tdssa yhteydessa vain toteamaan hieman epatdsmallisesti:
e Jos X~Bin(n,p), niin X~N (np,npq), jos n on suuri,
e Jos X~Po(A), niin X~N(4, 1), jos A on suuri.

Normaalijakauma-approksimaatio on yleensa riittdvan tarkka binomijakaumalle, kun npq > 10, ja

Poisson-jakaumalle, kun 4 > 15.

Normaalijakaumassa kaikki reaalilukuarvot ovat mahdollisia. Kuitenkin monesti reaalimaailman
ilmioitd tarkasteltaessa, kuten henkilon painoa suuressa ihmispopulaatiossa tutkittaessa, osa
reaalilukuarvoista on kaytidnnossd mahdottomia. Ndin ollen normaalijakauman kayttdminen
aiheuttaa malliin ndiden arvojen kohdalle virheen. Virhe on kuitenkin merkityksettoman pieni
tulosten luotettavuuden kannalta todenndkéisyysmassan keskittyessd jakauman realististen

arvojen alueelle.

Jos todenndkoéisyys on jakautunut tasaisesti jollekin valille [a,b] eli tiheysfunktio on vakio
kyseisella valilla, niin kyseessa on tasaisesti jakautunut satunnaismuuttuja ja puhutaan tasaisesta

jakaumasta (Kuva 3.9).

Lause 3.22 (Tasainen jakauma) Jos satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

0, kunx < q,
1
f(x)={——,kuna<x<bh,
b—a
0,kunx > b,
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missd a < b, niin sanotaan, ettd satunnaismuuttujalla X on tasainen jakauma vaililld [a, b];

merkitddn X~U(a, b). Talloin

0,kunx < a,
P =1 "% na<x<b, B ="0L et
x—b_a,unax , == =10
0, kunx = b,
Todistus sivuutetaan.
1
— 1
b—a
a b a b

Kuva 3.9 Tasaisen jakauman tiheysfunktio f{x) (vas.) ja jakaumafunktio F(x).
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4 Terve! Terveysaiheinen tehtavapaketti opiskelijalle -materiaali

Terve! Terveysaiheinen tehtdvdpaketti opiskelijalle - oppimateriaali koostuu lukion matematiikan
pitkdn oppimddran todennidkoéisyyslaskennan opintojaksolle tarkoitetuista tehtdvistd, tehtdvien
aiheisiin liittyvasta asiatiedosta, sanallisista ratkaisuvihjeista (vain opiskelijan materiaalissa) seka
tehtdvien erdistd malliratkaisuista (vain opettajan materiaalissa). Kaikki tehtavat ovat
terveysaiheisia, osa hyvin spesifiin jakson aiheeseen liittyvid perustehtdvia ja osa laajojen
kokonaisuuksien hallintaa vaativia, soveltavia tehtdvid. Tehtdvien jarjestys on materiaalissa
satunnainen eika tehtdvananto kaikissa tehtdvissid anna opiskelijalle ilmeista vihjetta siitd, mita
laskennallisia keinoja hadnen tulisi tehtivan ratkaisussa kayttda. Materiaalin kaksi viimeista
tehtdvda ovat todennidkdisyyslaskennan opintojakson tietoja syventdvid tehtdvid, joiden
ratkaisemiseksi opiskelijan on tutustuttava kokonaistodenndkéisyyslauseeseen ja Bayesin

lauseeseen, jotka eivat kuulu lukion oppimaardan, mutta ovat esiteltyja opiskelijan materiaalissa.

Sekd opiskelijamateriaali (Liite1l) ettd malliratkaisut sisiltdvd opettajan materiaali (Liite 2) on
kaytettavyyden ja selkeyden vuoksi sijoitettu tutkielman liitteisiin. Opettaja voi kdyttda materiaalia
todennakoisyyslaskennan opintojakson opetuksessa monella tavalla: sen voi jakaa opiskelijoille
itsendiseksi kurssityoksi opintojakson alussa, sitd voi kayttdd opintojakson kertauksessa tai
yksittdisid tehtavia voi esittdd eldvoittavind esimerkkeinad oppitunneilla. Koska tehtdviin on
saatavilla malliratkaisut, niitd on helppo kayttdd koetehtdvind tai opintojakson aikaisen

formatiivisen arvioinnin tukena - esimerkiksi vertaisarvioitavina kotitehtavina.
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5 Pohdinta

Terve! Terveysaiheinen tehtdvdpaketti opiskelijalle -materiaalin tehtdvissa havainnollistetaan
useita terveyteen liittyvia ilmi6itd todennakoisyyslaskennan keinoin. Terveysilmi6iden tutkiminen
matemaattisesti luo opiskelijalle mahdollisuuden oivaltaa uutta tehtavan terveysaiheesta seka
matemaattisen ratkaisun rakentamisesta. Opiskelija saattaa oppia esimerkiksi Rokotteen rooli
taudin levidmisen ehkdisyssd — tehtavasta (Tehtava 11), ettd tehokaskaan rokote ei riitid suojaamaan
rokottamattomia, jos rokotettuja ei ole tarpeeksi. Jotta tauti ei paise levidmadian populaatiossa
eksponentiaalisesti, yksi sairastunut ei saa tartuttaa kahta tai useampaa ei-immuunia henkil6a.
Nain kuitenkin padsee tapahtumaan, jos rokotekattavuus ei ole riittdvan suuri. Kansallisilla
rokotusohjelmilla on siis terveydellisten, inhimillisten ja yhteiskunnallisten syiden lisdksi myos
matemaattiset perusteet. Tautien ehkaisyn lisdksi Terve! -materiaalissa tutkitaan muun muassa
taudin havaitsemista tautitestilla (Tehtdva 12). Intuitiivisesti luotettavalta vaikuttava HIV-testi,
joka kertoo 95% varmuudella tartunnan saaneelle oikean tuloksen, on osoittautunut ehdollisia
todennakoisyyksia laskemalla ylldttden huonoksi tavaksi seuloa tartuntoja. Kun terveitd testin
tekijoita on paljon, syntyy suuri maird virheellisid positiivisia tuloksia. Monesti
todenndkoisyyslaskennassa onkin niin, ettd intuitiivinen kuvitelma tilanteesta ei vastaa
todellisuutta. Ongelman ratkominen ohjaa sekd suhtautumaan kriittisen uteliaasti "lilan hyvin"
markkinoitujen testien luotettavuuteen ettd oivaltamaan todenndkoisyyslaskennan jekuttavan

perusluonteen.

Useimpia Terve! -materiaalin aiheita, kuten terveystottumuksia, kestdvyysharjoittelua ja
kansantauteja, kasitellaan lukiossa terveystiedon oppiaineessa. Siina terveyteen liittyvia ilmioita
tarkastellaan terveysosaamisen osa-alueiden eli terveyteen liittyvien tietojen, taitojen,
itsetuntemuksen, kriittisen ajattelun ja eettisen vastuullisuuden kautta [3, s. 328]. Terve! -
materiaalin tehtdvien aiheiden tarkastelu matemaattisesti voi auttaa opiskelijaa kehittimaan omaa
terveysosaamistaan. Toisaalta ajankohtaisen, reaalimaailman ongelman ratkominen elavéittda
matematiikan opiskelua ja mielenkiintoinen tehtdva voi herattda opiskelijan kiinnostuksen
matemaattiseen ongelmanratkaisuun. Opiskelijat pitdvat kiinnostavina sekd ymparoivaan
maailmaan liittyvia ettd siihen liittymattomia matematiikan tehtdvia [10]. Pelkat tehtavat eivat
yksinddn riitd innostamaan opiskelijaa matematiikan opiskeluun, vaan ne elavoityvat ja saavat
merkityksen oppimisympariston vuorovaikutussuhteissa [11]. Tehtdvien innostavuuteen
vaikuttavat mm. opettajan pedagogiset ratkaisut: tutkitaanko tehtdvia oppitunneilla vai kotona,
yksin vai ryhmissd, osissa vai kokonaisuuksina, visualisoidaanko niita tai kasitellddnko niiden
erilaisia ratkaisuvaihtoehtoja. Schukajlowin ja Krugin tutkimusten [12] mukaan opiskelijoiden
rohkaisuun erilaisten ratkaisutapojen esiin tuomiseksi tulisi kiinnittda nykyistd enemmaén

huomiota erityisesti soveltavia tehtdvid tarkastettaessa. Tama voi tarkoittaa opettajalle
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opiskelijoiden kanssa yhteista keskustelua tai heidan ohjaamistaan keskustelemaan pienryhmissa
tehtdavien erilaisista ratkaisutavoista. Terve!-oppimateriaalin malliratkaisuissa esitellaan
useimmiten vain yksi tapa ratkaista kukin tehtdva. On toivottavaa, ettd opiskelijoille kerrotaan
valmiin ratkaisun olevan yksi monista mahdollisista vaihtoehdoista ldhestyd tehtdvaa ja ettd
muiden ratkaisutapojen tutkimiselle varataan aikaa. Sdannoéllinen erilaisten ratkaisuvaihtoehtojen
tutkiminen vahvistaa opiskelijan kokemusta omasta matemaattisesta kyvykkyydestddn, mika

mahdollistaa kiinnostuksen kehittymisen matematiikkaa kohtaan.

Tervel-materiaalin malliratkaisut on rakennettu hyvidn matemaattisen vastauksen piirteiden ja
kaytanteiden mukaisesti. Todenndkoisyyden laskukaavojen kaytto perustellaan tarkasti ja laskujen
vdlivaiheita on ndkyvissi runsaasti. Vastauksen etenemistda kuvataan materiaalissa
yksityiskohtaisesti, jotta ratkaisua olisi helppo lukea myds silloin, kun tehtavan ratkaisemisesta on
kulunut paljon aikaa tai kun opiskelija on itse ratkaissut tehtidvan eri tavalla ja haluaa ymmartaa
vaihtoehtoisen laskutavan. Tehtdvdnannon tilannetta on useissa malliratkaisuissa pyritty
visualisoimaan esimerkiksi Venn-diagrammin, taulukon, piirroksen tai sanallisen kuvailun avulla.
Selvitettdvdn ongelman visualisointi on tutkimusten [13,14] mukaan avainasemassa

matemaattisessa paattelyssd, ongelmanratkaisussa ja jopa todistamisessa.

Kansallisen koulutuksen arviointikeskuksen raportin [15] mukaan hyvin ja heikosti
matematiikassa menestyneiden peruskoulun 9. Iluokkalaisten oppilaiden matematiikan
osaamisessa on useiden vuosien taitotasollinen ero. Laskeva trendi matematiikan osaamisen
tasossa yhdeksasluokkalaisilla on jatkunut vuodesta 2000, mutta tulos on silti aiempiin vuosiin
verrattuna poikkeava: osaaminen on polarisoitunut. Parhaat oppilaat pystyvat ratkaisemaan
ylioppilaskokeen lyhyen oppimddran tehtdvid, heikoimmilla oppilailla on vaikeuksia jopa
alakoululuokkien tehtdvissa. Syyt osaamisen eriytymisen taustalla saattavat liittya
koronapandemian aikaiseen pahoinvointiin perheissd, etdopetukseen sekd aiempaa suurempiin
eroihin oppilaiden vastausteknisissa taidoissa [15]. Matematiikan osaamisen eriytyminen ja suuret
koulujen viliset erot asettavat opiskelijat eriarvoiseen asemaan toisen asteen opintoihin
hakeuduttaessa seka opintojen aikana. Erilaiset ldhtokohdat haastavat myo6s lukion matematiikan

opettajia opetuksen suunnittelussa ja toteutuksessa.

Opiskelijoiden osaamisen hajonta oli 2021 julkaistun raportin [15] mukaan suurinta juuri
tilastollisten tunnuslukujen ja todenndkdisyyden sisdltdalueella seka tavoitteiden toteutumisessa
todenndkoisyys- ja prosenttilaskennassa. Eniten huolestuttavaa laskua kahdenkymmenen vuoden
aikana on tapahtunut matematiikan ajattelun taidoissa ja menetelmissd. Minapystyvyys, eli
kokemus itsestd matematiikan osaajana sekd luottamus omiin kykyihin suoriutua erilaisissa
tilanteissa ja tehtdvissa, on heikentynyt erityisesti hyvin menestyneilld oppilailla [15]. Opettajan

merkitys rohkaisijana ja kannustajana on ilmeinen opiskelijan mindpystyvyyden ja matemaattisen
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itseluottamuksen vahvistumiselle. Myonteinen kasitys omista matematiikan taidoista nakyy
opiskelijan uskona parjatd matematiikan tehtavissa myos tulevaisuudessa [16, s. 11]. Lukinin
tutkimuksen [17, s. vi] mukaan opiskelijan menestymistd matematiikassa selittdvatkin eniten
vahva mindpystyvyys ja oppimisorientaatio. Lisdksi menestystd matematiikassa selittda
opiskelijan ja  opettajan kohtaaminen ilman ulkoiseen motivaatioon nojaavan
suoritusorientaatioon liittyvid viestejd opettajalta opiskelijalle [17]. Opiskelijan sitoutuminen
matematiikan opiskeluun pitkijanteisesti tapahtuu matematiikan merkitykselliseksi kokemisen

kautta, eikd suoritusorientaatio tue tata kehityskulkua.

2020-luku on ollut tdhan asti tartuntatautien uutta kulta-aikaa. Terveyteen ja sairauteen liittyvan
asiatiedon maara lisddntyy jatkuvasti - se on yha helpommin ja yha useamman saavutettavissa.
Tastd huolimatta misinformaatio, huhut ja salaliittoteoriat tuntuvat levidavin oikeaa tietoa ja
apinarokkoakin nopeammin. Ymmarrys terveysilmididen matematiikasta parantaa opiskelijan
mahdollisuuksia navigoida turvallisesti ja lahdekriittisesti nailld haastavilla informaatiokentilla.
Tervel-oppimateriaalin tehtavien ratkaisutapojen tutkiminen ja vastausten luotettavuuden,
merkityksen ja seurausten pohdinta yhdessd vertaisten ja kannustavan opettajan kanssa

vahvistavat opiskelijan matemaattista itseluottamusta ja oppimissuuntautunutta orientaatiota.
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Terveysaiheinen tehtavapaketti opiskelijalle
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KAYTTAJALLE

Todennakoisyyslaskenta on suhteellisen nuori, noin 400-vuotias, matematiikan osa-alue, joka on
perinteisesti  keskittynyt erilaisten rahapelien voiton todennakdisyyden laskemiseen. Lukion
todennéakdisyyslaskennan opintojaksolla huomataankin todennakdisyyslaskennan olevan kateva valine muun
muassa useiden kortti- ja noppapelien mallinnuksessa, mutta laskennan keinot taipuvat oivallisesti myds
useiden arjen, luonnon ja yhteiskunnan ilmididen ja tapahtumien mallintamiseen. Taman materiaalin tehtavat
liittyvat ajankohtaisiin  arkiymparistén ja yhteiskunnan terveysilmidihin, kuten treenaamiseen,
ensiaputaitoihin, rokotteisiin, punkkien levittamiin tauteihin ja vaestoryhmien vélisiin terveyseroihin. Kunkin
tehtavan yhteydessad kerrotaan hieman tehtdvan aiheesta ja annetaan vinkkeja asiallisen lisatiedon
|6ytamiseen. Tehtavissa on tarkoitus tutustua erilaisten terveysilmididen syihin ja seurauksiin, ymmartaa ja
kehittaa niihin liittyvaa matemaattista ajattelua seka oppia analysoimaan saatujen tulosten mielekkyytta ja
luotettavuutta. Tavoitteena on harjoitella pohtimaan saatujen tulosten merkitysta terveydelle yksilé-, yhteiso-
ja yhteiskuntatasolla.

Tehtévissa on kaytetty seuraavia symboleja, joiden merkitys on tassa selitetty:

(2 Tokkaako ratkaiseminen? Vihjeita on saatavilla.

a Laskinohjelmistoja saa kayttaa tehtavan ratkaisemiseksi.

O Laskinohjelmistoja ei saa kayttdd tehtdvan ratkaisemiseksi. Funktiolaskin, kuten
-_’_J SpeedCrunch, KCalc ja Gnome, ovat kaytdssa.

Vihjeet tehtavien ratkaisemiseksi I16ytyvat materiaalin takaosasta. Malliratkaisut saat opettajaltasi.

Innostavia hetkia tehtavien ratkaisemiseen toivoo!

ANNINARUOKONEN
Tekij



TEHTAVAT

JOHDANTOTEHTAVA:

TERVEYTEEN LITTYVIEN [LMIOIDEN RIIPPUMATTOMUUS

Todennakoisyyslaskennassa kahden tapahtuman riippumattomuus tarkoittaa, ettd jonkin tapahtuman
todennakoisyys ei riipu toisen tapahtuman toteutumisesta ja toisin pain. Toisinaan tapahtumien
riippumattomuus on ilmeista tai asiayhteydesta helposti ymmarrettavissa. Nain on esimerkiksi silloin, kun
heitetdan kahta noppaa: toisen nopan silmaluku ei riipu siita, mita ensimmaisella nopalla saatiin silmaluvuksi.
Terveyteen liittyvat tapahtumat ovat kuitenkin usein monisyisia, minka vuoksi tapahtumien
riippumattomuuden tarkastelu on tarkeaa ja tehtavissa on syyta mainita, voidaanko tapahtumat olettaa
riippumattomiksi vai ei.

Pohdi itsendisesti tai keskustele parin kanssa, milla tavoin seuraavat asiat voivat liittya toisiinsa ja ovatko
ilmi6t toisistaan riippumattomia:

e ilmastonmuutos ja tartuntatautien leviaminen

e sosioekonominen asema ja terveydentila

e lapsitydvoima ja tupakkatuotteet

o rokotteet ja kuolleisuus

o liikuntaja stressi

e ylipaino ja tyypin 2 diabetes

e ravitsemusjauni

e mielialaja ystdvyyssuhteet

e tupakointi ja masennus

e aktiivisuusmittari ja unen laatu

e ilmaston l[&mpeneminen ja lonkkamurtumat 2
o pyorailykyparan kayttaminen ja turvavyon kayttaminen e



TENTAVA 1 LUKIOLATSEN TERVEYSTOTTUMUKSIA

Vuonna 2019 turkulaisista 1. ja 2. vuosikurssin lukio-opiskelijoista 33,8 % ei syonyt koululounasta paivittain ja
85,4 % liikkui paivassa alle tunnin (Kouluterveyskysely 2019). Oletetaan, etta neljasosa opiskelijoista seka jatti
koululounaan valiin etta liikkui alle tunnin paivan aikana. Milla todennakoisyydella sattumanvaraisesti valittu
turkulaisopiskelija sy6 koululounaan ja liitkkuu vahintaan tunnin joka paiva?

-]
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Kouluruokailu on niin opiskelijoiden kuin muun koulun henkilékunnan terveytta ja hyvinvointia tukeva tekija. Koululounas
on suunniteltu monipuoliseksi ateriaksi, joka kokonaisuudessaan nautittuna on ravitsemuksellisesti taysipainoinen ja
terveellinen. Kyllaisend ihminen jaksaa keskittya paremmin opiskeluun ja siet&a arjen kiireisyytta. Kouluruokailu myds lisaa
yhteisid ruokailuhetkid ja ruoan arvostusta. Ruokailu antaa mahdollisuuden pieneen hengahdyshetkeen hektisen
koulupaivan keskella ja silla on samalla sosiaalinen merkityksensa koulun arjessa.

Sosiaali- ja terveysministerion asiantuntijakeskus UKK-instituutin laatimien, laajaan tutkimustietoon perustuvien
liikkumissuositusten tarkoituksena on tiivistaa terveyden kannalta tarvittavan viikoittaisen lilkkumisen maara sekéa antaa
esimerkkeja eri liikkumisen muodoista kaikenikaisille kansalaisille. Instituutin suosituksen mukaan 7-17-vuotiaiden lasten
ja nuorten tulisi liikkua reippaasti ja rasittavasti tunti pdivdssa. Tunti voi kertyd useista liilkuntahetkista péivan aikana ja
tarkeda olisi vaIttaa pitk&kestoista paikallaanoloa, kuten istumista.

Lisaa aiheesta:

Kouluruokailun merkityksesta, Opetushallitus.

Lasten ja nuorten liilkkumissuositus, UKK-instituutti.

Terveelliset vélipalat voivat edistd4 jaksamista, Valtioneuvoston selvitys- ja tutkimustoimikunta.



https://www.oph.fi/fi/koulutus-ja-tutkinnot/kouluruokailun-merkityksesta
https://ukkinstituutti.fi/liikkuminen/liikkumisen-suositukset/lasten-ja-nuorten-liikkumissuositus/
https://tietokayttoon.fi/-/koulupaivan-valipalat-edistamaan-jaksamista

TENTAVA 2: VERENLUOVUTUS

Veriryhmat ovat tapa ryhmitelld verityyppejé ominaisuuksineen. Erilaisia veriryhmaluokitteluja on
maailmassa yli 30, mutta yleisimmin kaytdssa ovat ABO- ja reesusveriryhmajarjestelmat. Ihmisella veri kuuluu
yhteen neljastd ABO-veriryhmastad (A, B, AB ja 0) ja on luokiteltavissa edelleen reesusnegatiivisiin ja
reesuspositiivisiin: A-, A+, B-, B+, AB-, AB+, 0- tai O+. Verenluovutuksessa potilaalle annetaan hanen
veriryhmansa kanssa yhteensopivaa verta alla olevan taulukon (Veripalvelu, SPR) mukaisesti. Verentarve
noudattaa keskimaarin suomalaisten veriryhmajakaumaa.

Luovuttajan veriryhma suomalaisten
O- O+ B B+ A A+ AB- AB+ veriryhmdjakauma
o ABH vV v v v v ivlv v Blodgruppsfordelningen bland finlandarna
E ne v v v v |
g vV v
S A Vv v
5 B+ v & vV |V
% B- v v
@ o+ vV |V
o-

A+35% 0+28% B+16% AB+7%
A-6% 0-5% B-2% AB-1%

Epéasopivan veren saaminen voi johtaa potilaan omien punasolujen rikkoutumiseen, millé voi olla vakavia
seurauksia.

a) Kuinka suuri ryhman suomalaisia tulee olla, jotta todennakoisyys, ettd ainakin yksi heistd kuuluu
veriryhmaan B+, ylittaa 995 %o?

b) Kuinka suuri satunnaisesti valituista henkildista koostuvan ryhman tulee olla, jotta veriryhméaan AB-
kuuluvalle henkildlle 16ytyy sopiva luovuttaja yli 950 %00:n todennakoisyydella?

Q (o)

4
X1

Lisaa aiheesta: PSS.“

Veriryhmat, niiden periytyvyys ja verenluovutus, Tiesitkd, ettd verenluovutus on helppo tapa auttaa? Se vie vain noin
Veripalvelu (Suomen Punainen Risti, SPR). 10 minuuttia. Luovutetusta veresta tehtyja verivalmisteita tarvitaan
muun muassa leikkauspatilaiden, onnettomuusuhrien, sydpaa
Mit4 verenluovutuksessa tapahtuu? Veripalvelu. sairastavien  ja  keskoslasten ~ hoidossa.  Suomessa
verenluovutustoiminta on perustunut aina vapaaehtoisuuteen ja
Voittoa tavoittelematon verenluovutus Euroopassa, EBA. maksuttomuuteen. Luovuttaja auttaa potilasta ilman korvausta,

mika on tarked asia verivalmisteen turvallisuuden kannalta. Joissain
maissa verenluovutuksesta maksetaan korvaus, mika voi aiheuttaa
vakavia, jopa kuolemaan johtavia terveys- ja turvallisuusriskeja
luovuttajan tavoitellessa palkkiota.



https://www.veripalvelu.fi/verenluovutus/veren-matka/veriryhmat
https://www.veripalvelu.fi/verenluovutus/luovuta-verta/miten-luovutat
https://europeanbloodalliance.eu/

TENTAVA 3: TARTUNTALAHTEET

Yle Uutisten 5.11.2020 mukaan Covid-19-viruksen tartunnan jaljittdminen on aiempaan verrattuna helpottunut
janoin 60 % tartuntaldhteistd selvida. Terveyden ja hyvinvoinnin laitoksen (THL) tietojen mukaan selvinneiden
tartuntojen lahteet ovat seuraavat:

Covid-19-epidemian tartuntaldhteet

Perhepiiri
Yksityistilaisuudet, ldhipiiri
Tyopaikka

Harrastukset

Oppilaitokset

LAHDE: THL

Tarkastellaan viitta satunnaisesti valittua tartunnan saanutta henkilda. Milla todennakoisyydella
a) heilld kaikilla on eri tartuntalahde?
b) he kaikki ovat saaneet tartunnan perhepiirista?

c) kaksi henkilda on saanut tartunnan perhepiirista ja kolme muualta?

X1

557!

Covid-19-taudin, kansanomaisesti koronan, aiheuttaja on koronaviruksiin kuuluva SARS-CoV-2-virus. Virus todettiin
ensimmaisen kerran Kiinassa joulukuussa 2019 ja se levisi maailmanlaajuisesti alkukevaalld 2020. Maailman terveysjarjesto
WHO julisti 11.3.2020 taudin levinneen pandemiaksi.

Koronaviruksia tunnetaan useita kymmenia erilaisia, mutta vain pienehkd osa niistd voi tarttua ihmiseen ja aiheuttaa
vakavia, jopa kuolemaan johtavia infektioita. Tallaisia ovat aiheuttaneet SARS-CoV-2-koronaviruksen liséksi vain kaksi:
SARS-CoV- ja MERS-CoV-koronavirukset, jotka levisivat kumpainenkin vakaviksi epidemiaksi asti. SARS vuonna 2003 ja
MERS vuonna 2012. Tavallisesti koronavirukset aiheuttavat lievid hengitystieinfektioita erityisesti syys- ja talvikaudella.
Yleensa oireina on jonkinlainen yhdistelma yskaa, nuhaa sekd muita flunssan oireita.

Lisaa aiheesta:
Koronavirus, Terveyden ja hyvinvoinnin laitos (THL).

Ajankohtaista tietoa Covid-19-taudista, THL.



https://thl.fi/fi/web/infektiotaudit-ja-rokotukset/taudit-ja-torjunta/taudit-ja-taudinaiheuttajat-a-o/koronavirukset
https://thl.fi/fi/web/infektiotaudit-ja-rokotukset/ajankohtaista/ajankohtaista-koronaviruksesta-covid-19

TENTAVA & SEKSUAALTVAREMMISTOT

Vuoden 2017 kouluterveyskyselyn mukaan toisen asteen opiskelijoista noin 11 % (15 % tyttéoletetuista, 7 %
poikaoletetuista) kokee kuuluvansa seksuaalivahemmistdihin. Suomalaisten lukiolaisten keskuudesta
arvotaan 30 henkilon otos. Milld todennakdisyydella naista henkildista johonkin seksuaalivahemmistdon
kuuluu:

a) puolet b) ainakin 28 c) enintaan yksi d) ainakin yksi?

591!

HLBTIQ on seksuaali- ja sukupuolivdhemmistdista kdytetty lyhenne, joka tulee sanoista homo, lesbo, bi, trans, inter ja
queer. Seksuaalinen suuntautuminen on ominaisuus, joka kertoo siitd, kehen ihminen ihastuu, rakastuu tai tuntee vetoa
tunnetasolla tai eroottisessa mielessa. Monesti seksuaalinen suuntautuminen maaritellddn oman sukupuolen ja
tunteiden kohteen sukupuolen perusteella, mikda on toisinaan ongelmallinen maarittelytapa niin seksuaalisen
suuntautumisen kuin sukupuolien moninaisuuden kannalta. Puhuttiin sitten sukupuolesta tai seksuaalisesta
suuntautumisesta, jokaisella ihmiselld on oikeus maaritelld, kuka on ja kuinka haluaa tulla ndhdyksi. Jokaisella on myds
taysi oikeus olla tietamatta. Itsensa saa maaritelld, olla maaritteleméatta ja muuttaa mielensad maaritelmien suhteen.

Kouluterveyskyselyssd kartoitetaan myds sukupuoli- ja seksuaalivdhemmistdon kuuluvien nuorten hyvinvointia ja
yhdenvertaisuuden toteutumista. Vuoden 2019 kyselyn tulokset osoittavat, ettd ndihin vdhemmistdihin kuuluvilla nuorilla
oli muihin ikatovereihinsa verrattuna huomattavasti enemman terveyteen ja hyvinvointiin sekd koulunkayntiin ja
kouluyhteisdssa elamiseen liittyvia haasteita, kuten yksindisyyden, kiusaamisen ja uupumuksen kokemuksia. Erityisen
ongelmallista on sateenkaarinuorten kohtaaman vékivallan ja mielenterveyden ongelmien yleisyys sekd tarvitun avun
ulkopuolelle jadmisen kokemukset muita nuoria useammin. Seksuaalivéahemmistgjen syrjintasuoja ja yhdenvertaisuuden
edistamisvelvoite viranomaisille on kirjattu yhdenvertaisuuslakiin, mutta siitd huolimatta jokaisella meistd on myds
yksilona vastuu yhdenvertaisuuden toteutumisessa.

Lisaa aiheesta:

Seksuaalinen suuntautuminen, Seta ry.

[tsemaarittelyoikeus ja normit, Setary.

Ensimmaéinen HLBTIQ-henkildiden tasa-arvoa koskeva EU:n strategia, Euroopan komissio.

Sukupuoli- ja seksuaalivahemmistoihin kuuluvien nuorten hyvinvointi, THL.



https://seta.fi/sateenkaaritieto/seksuaalinen-suuntautuminen/
https://nuoret.seta.fi/nuorille/itsemaarittely-ja-normit/
https://ec.europa.eu/commission/presscorner/detail/fi/ip_20_2068
https://www.julkari.fi/handle/10024/140742

TENTAVA S: KANSANTAUDIT

Sybpasairaudet ja diabetes ovat Suomessa kansantauteja. Yksil6llisten ja inhimillisten haittojen lisaksi
kansantaudit vaikuttavat vdestdtasolla terveydentilaan, kuolleisuuteen ja tydkykyyn seka kuormittavat rajusti
terveydenhuoltoa vaikuttaen samalla my6s kansantalouteen.

Sydpajarjestdjen tiedon mukaan joka kolmas suomalainen sairastuu jossakin elamansa vaiheessa sydpaan.
Lahes kaksi kolmesta kuitenkin paranee. FinTerveys 2017-tutkimuksen mukaan tyypin 2 diabetekseen
sairastuu eldménsa aikana n. 13% véestdstd (10 % naisista ja 15 % miehistd). Hiljattain todetusta
diabeteksesta on mahdollista parantua taysin ja pitkdan sairastanutkin voi saada sairauden remissiotilaan eli
piilloon eldméantaparemontilla (terveellinen ravinto ja liikunnan lisddminen: eroon ylipainosta). Dataa
remissioon paasseista suomalaisista diabeetikoista ei ole keratty, mutta brittitutkimuksessa* kahden vuoden
seurannan jalkeen ilman painonhallintaohjelmaa remissioon paasi 3 %, kun taas painonhallintaohjelman
saaneista 36 % paasi remissioon. Voidaan olettaa, ettd elintapaohjauksella on sama vaikutus myos
suomalaisiin diabeetikoihin ja etta sairaudesta parantuminen ei riipu sairastumisesta, vaan muista asioista
(esim. hoidon onnistuminen ja yleiskunto).

Ladketieteellisissd tutkimuksissa** on havaittu voimakas yhteys syopien ja tyypin 2 diabeteksen
sairastavuuden valilla. Tama johtuu erityisesti siita, ettd molemmilla sairauksilla on yhteisia riskitekijoita.
Tarkkaa arviota siita, kuinka suuri osa potilaista sairastaa molempia samanaikaisesti, ei ole. Oletetaan tassa
tehtavassa, ettd itse sairastumistapahtumat ovat toisistaan riippumattomia.

Laske, kuinka suurella todennakdisyydella satunnainen suomalainen elamassaan:
a) sairastuu sekd sydpasairauteen ettd 2-tyypin diabetekseen
b) eisairastu kumpaankaan
c) sairastuu ainakin toiseen
d) sairastuu enintdan toiseen
e) sairastuu vain toiseen
f) sairastuu sydpaan ja paranee siitd

g) sairastuu diabetekseen ja padsee remissioon, kun
han on saanut painonhallintaohjelman.

* https://www.thelancet.com/journals/landia/article/P11S2213-8587(19)30068-3/fulltext
** https://pubmed-ncbi-nim-nih-gov.ezproxy.utu.fi/27219686/

Lisa3 aiheesta

Syopa, Kaikki sydvasta (Sydpajarjestot).

Diabeteksen ilmenemismuodot, Suomen Diabetesliitto ry.

Huonosti hoidettuna diabetes kuormittaa munuaisia
diabetes ja munuaiset & munuaisten tehtavat, Diabetesliitto ja Munuais- ja maksaliitto.

b



https://www.thelancet.com/journals/landia/article/PIIS2213-8587(19)30068-3/fulltext
https://pubmed-ncbi-nlm-nih-gov.ezproxy.utu.fi/27219686/
https://www.kaikkisyovasta.fi/tietoa-syovasta/
https://www.diabetes.fi/diabetes/yleista_diabeteksesta
https://www.diabetes.fi/diabetes/tyypin_1_diabetes/diabetes_ja_munuaiset
http://www.supersankarimunuainen.fi/

TENTAVA 6 PUUTIATSATVOTULEHDUKSET SAARISTOMEREN ALUEELLA

Arviolta noin 500 000:ta suomalaista puree vuosittain punkki. Puutiaisaivokuumetta aiheuttavaa virusta
kantaa noin 1-2 % riskialueiden™ punkeista. Puutiaisaivotulehdus (TBE) on punkin kaikkien kehitysmuotojen
(toukka, nymfija aikuinen)valityksella tarttuva virustauti, jolle ei ole olemassa ladkehoitoa. Siihen on kuitenkin
olemassa rokote, joka suojaa taudilta. Virus tarttuu punkista ihmiseen minuuteissa, minkd vuoksi ihon
tarkastaminen punkkien varalta ei auta. Lahivuosina Suomessa on raportoitu vuosittain keskimaéarin 60-80
puutiaisaivotulehdustapausta, mutta esimerkiksi vuonna 2020 diagnosoitiin 91 tapausta, mikd on enemman
kuin koskaan aikaisemmin. Maarita alla olevasta puutiaisaivotulehduksen esiintyvyys -taulukosta™*

a) tapausaineiston moodiseka
b) tapausten lukumaarien keskiarvo ja otoskeskihajonta

vuonna 2020 taulukossa nimetyilld paikkakunnilla. Selita, kuinka hyvin keskiarvo mielestési kuvaa aineistoa
ja mita keskihajonnan arvo tarkoittaa tassa tilastossa.

* Eteldinen Suomi saaristoineen sekd Ahvenanmaan saaristo.
**Taulukko supistettu Varsinais-Suomeen ja Ahvenanmaahan Puutiaisaivokuumeen esiintyvyys ja rokotussuositukset
tartuntapaikkakunnittain-taulukosta (THL, 2021).

Kunta tai Tapausten lkm
kaupunki vuonna 2020

Parainen 7
Ahvenanmaa 15
Kustavi
Naantali
Uusikaupunki
Kaarina
Turku
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Puutiaiset, tuttavallisemmin punkit, ovat levinneet yha laajemmalle alueelle Suomessa ja samalla punkkien vélittdmat
borrelioosi- ja puutiaisaivotulehdustartuntojen maarat ovat kasvaneet. Yhtena syyna siihen, ettd punkkeja tavataan yha
pohjoisemmilla leveysasteilla sekd yha varhaisemmin kevaalla ja myéhemmin syksylld, pidetdan ilmaston ldmpenemista.
Uusia punkkiriskialueita on syntynyt jopa aivan kaupunkien puisto- ja viheralueille. T&man vuoksi on hyddyllista tietda, milla
alueilla punkkeja on havaittu ja kuinka niilta voidaan suojautua.

—_ NN OO

Lisaa aiheesta:

Tietoa TBE-viruksesta: puutiaisaivotulehdus ja TBE:n esiintyvyys kartalla, THL

Tietoa borrelia-viruksesta ja oireista: borrelioosi, THL =

Punkkien levinneisyys ja seuranta: punkkilive, Turun yliopisto

Punkkien levinneisyyttd kartoitetaan kansalaistutkimuksen avulla: mediatiedote, Turun yliopisto


https://thl.fi/fi/web/infektiotaudit-ja-rokotukset/taudit-ja-torjunta/taudit-ja-taudinaiheuttajat-a-o/puutiaisaivotulehdus
https://www.thl.fi/ttr/gen/atlas/html/atlas.html?show=tbe_riskienarviointi
https://thl.fi/fi/web/infektiotaudit-ja-rokotukset/taudit-ja-torjunta/taudit-ja-taudinaiheuttajat-a-o/borrelia
https://www.punkkilive.fi/
https://www.utu.fi/fi/ajankohtaista/mediatiedote/puutiaisten-levinneisyytta-selvitetaan-kansalaistutkimuksen-avulla

TENTAVA T: KESTAVYYSTREENT

Matalatehoisessa aerobisessa harjoittelussa liikutaan sykkeelld, joka on noin 60-70% maksimisykkeesta.
Eradssa tutkimuksessa todettiin, ettd matalatehoisessa aerobisessa harjoittelussa koehenkildiden sykkeen
keskiarvo oli 130 bpm (beats per minute) ja keskihajonta 8 bpm. Syke on kutakuinkin normaalisti jakautunut.

a) Kuinka monella prosentilla koehenkilGista syke oli alle 120 lydntia minuutissa?

b) Milla todennakdisyydella satunnaisesti valitun koehenkilon syke oli valilld 120-140 lyontia
minuutissa?

c) Milla sykevalilla syke oli 95,0 %:lla koehenkilGista?

157!

Ihmisen syke kertoo, montako kertaa sydan lyd yhden minuutin aikana. Syke vaihtelee ennen muuta kehon fyysisen
aktiivisuuden ja rasituksen mukaan: mitd enemman keho rasittuu, sitd enemman sydamen on pumpattava verta tyota
tekeville lihaksille. Syke on alhaisimmillaan levossa (nukkuessa) ja korkeimmillaan voimakkaassa fyysisessa
rasituksessa esim. HIIT-harjoituksessa. Sykkeeseen vaikuttaa myds henkildn psyyke, kuten mielialan muutokset, stressi
jajannitys, seka tupakka, alkoholi ja kofeiinipitoiset juomat.

Maksimisyke tarkoittaa sykettd, jonka henkild voi saavuttaa kovassa fyysisessd suorituksessa ilman, ettd sen
hetkellisestd saavuttamisesta on hanelle vaaraa. Maksimisyke on yksildllinen ominaisuus, joka riippuu muun muassa
henkildn idsta ja sukupuolesta. Vanhemmiten maksimisyke laskee. Yksi yleinen tapa arvioida henkilon maksimisyketta
on vahentaa henkilon ika luvusta 220.

Leposyke tarkoittaa nimensa mukaisesti syketta henkilon ollessa levossa, mutta kuitenkin hereilla. Tyypillisesti leposyke
on aikuisella noin 50-90 lydntia minuutissa, mutta maksimisykkeen lailla leposyke on yksiléllinen ja myds geneettinen
ominaisuus. Aktiiviliikkujilla leposyke voi hyvin olla alle viitearvon, silla kestavyysliikunta ja -urheilu laskevat leposyketta.
Jannittavid huhuja liilkkuu juoksijalegendojen historiallisen alhaisista leposykkeistd 25-30 lyénnin valilla. Kuitenkin
esimerkiksi Paavo Nurmella oli nykytiedon valossa normaali sydan ja syke, vaikka aikanaan Amerikassa vérikkaasti
tokaistiin "alhaisin pulssi, korkein taksa".

Lisaa aiheesta

Syke-késitteistd kuntoilijalle, Polar.

Matalatehoinen peruskestavyysharjoittelu rakentaa kuntopohjaa ja auttaa palautumaan arjesta,
Liikunta & Tiede 2-3/2019.
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https://www.polar.com/fi/smart-coaching/heart-rate-the-essentials
https://www.lts.fi/media/liikunta-tiede-lehden-artikkelit/2-3_2019/lt_2-3_19_31-35_lowres.pdf
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tuloksia tutkiskellen.

Aerobisella liilkunnalla on tutkitusti monia terveyshydtyja. Aerobisen harjoittelun seurauksena mm. kehon kyky vastustaa vasymysta
paranee ja verenkiertoelimiston kyky kuljettaa happea paranee mm. hiussuoniston tilavuuden kasvaessa, happea sitovan
hemoglobiinin maaran lisdantyessa verenkierrossa, punasolujen maaran lisdantyessa sekd sydamen iskutilavuuden laajentuessa.
Toistuvassa kestédvyystyyppisessa harjoittelussa keho oppii myds kayttdmaan rasvoja paremmin energiakseen silloin, kun
hiilihydraatteja (glykogeenivarastot) ei ole kdytossa. Aerobisella harjoittelulla on myds mydnteisia hermostollisia ja hormonaalisia
vaikutuksia. Tunnetuimpia lienee endorfiinin lisddntynyt eritys, josta aiheutuu liilkunnan jélkeinen hyva olo ja mieli. Matalatehoiseen
aerobiseen harjoitteluun liittyen puhutaan kansanomaisesti myds rasvanpolttoliikunnasta tai liikkumisesta rasvanpolttosykkeell3,
jolla tarkoitetaan noin 60-70 %:lla maksimisykkeestd tehtdvaa harjoitusta. Tdssé esseessd pureudutaan erityisesti aamulla ennen
aamiaista tehtavaan aerobiseen harjoitteluun liittyviin myytteihin ja totuuksiin.

Aamulla tehtdvan aerobisen harjoituksen vaikutuksia paiva- tai ilta-aerobiseen treeniin verrattuna

Younen aikana ihmiselld verenpaine alenee verrattuna diurnaaliseen eli paivanaikaiseen verenpaineeseen, mika laskee
verenkiertoelimiston stressia. Seka akuutista aerobisesta harjoituksesta aiheutuva madaltunut verenpaine ettéd unen laatu voivat
vaikuttaa tahan luontaiseen alenemisreaktioon. Kimberly Fairbrotherin ym. (2014) tutkimuksessa selvitettiin aerobisen harjoituksen
ajoituksen vaikutusta elimist6n sisdiseen vuorokausirytmiin liittyviin verenpaineen muutoksiin ja unen struktuuriin. Tutkimuksessa
saatiin selville, ettd harjoitus aamuseitsemalta (klo 7) aiheutti suuremman pudotuksen diseen systoliseen verenpaineeseen kuin jos
sama harjoitus tehtiin iltap&ivalla (klo 13) tai illalla (klo 19). litap&ivén harjoitukseen verrattuna aamuharjoitus pidensi syvan unen
vaihetta. Myds Yamanakan ym. (2015) tutkimuksessa aamulla ja illalla tehdylld harjoituksella huomattiin olevan erilaisia vaikutuksia.
Aamulla tehty harjoitus tehosti pitkalla aikavalilld parasympaattisen hermoston toimintaa, mit4 osoitti syd@men sykkeen vaihteluvalin
laajeneminen ydunien aikana. lltaharjoittelu aktivoi sympaattisen hermoston toimintaa, mitd indikoi syddmen sykkeen nousu
harjoitusta seuraavan yon unen aikana. Nama aamu- ja iltaharjoittelun erilaiset vaikutukset heijastuvat sykemuutosten lisaksi mm.
melatoniinin erityksen vuorokausirytmiin (iltaharjoitus siirsi melatoniinin erityksen aloitusvaihetta mydhemmaksi). Aamulla tehty
harjoitus rauhoittaa sydanta ja auttaa lihaksia palautumaan yon aikana, kun taas iltaharjoittelu kiihdyttaa sydan- ja verisuonielimiston
toimintaa ybunien aikana.

Harjoituksen jalkeinen verenpaineen lasku on suurempi ilta/iltapdiva- kuin aamuharjoituksen jalkeen. Toisaalta tdma harjoituksen
jalkeinen laskuefekti voi aamuisin naamioitua verenpaineen vaihtelun normaaliin vuorokausirytmiin, jossa aamuisin verenpaine on
iltaa korkeammalla. De Briton yms. (2015) tutkimuksessa selvisi, ettd aamuharjoituksessa systolisen verenpaineen laskuefekti on
suhteessa suurempi huomioitaessa verenpaineen luontainen vuorokausivaihtelu. Tahan aamutreenin jalkeiseen laskuefektiin liittyy
myds sydamen sykkeen maltillisempi nousu sekd pienempi nousumuutos sympaattisen hermoston ja vagus hermon
(parasympaattisen hermoston kehoa rauhoittava ja stressia vahentdva hermo) tasapainotilassa treenin jalkeen. litatreenin jalkeiseen
verenpaineen laskuun liittyi verisuonien valitont4 laajenemista, minka seurauksena aamutreenia voidaan pitda iltatreenid parempana
vaihtoehtona stressin vahentamisessa.

Arjessa puhutaan usein aamuaerobisen treenin hyddyistd painonhallinnassa ja laihduttamisessa. Alizadehin yms. (2015)
tutkimuksessa kuitenkin havaittiin, ettd aamulla tehtdvasta aerobisesta treenistad ei ole iltapaivalla tehtyyn treeniin verrattuna
merkittdvia painonhallinnallisia etuja ylipainoisilla. Harjoitusaika ei siis vaikuttanut ruokahaluun ja ruoan vetoisuuteen. Toisaalta
kyseisessa tutkimuksessa selvisi, ettd aamuaerobinen treeni saattaa lisata kyllaisyydentunnetta hieman péaivélla tehtavaa harjoitusta
enemman. Tama ei kuitenkaan vaikuttanut tutkittavien kokonaisenergiankulutukseen.

Toisessa hyvin spesifiin ryhmaan, vaihdevuotisiin naisiin, kohdistuvassa Ammarin (2015) tutkimuksessa saatiin tuloksia, joiden
mukaan aamulla tehdyn aerobisen harjoituksen mydnteiset terveysvaikutukset eivat ylla mydhaan iltapaivalla (klo 17) tehdyn aerobisen
harjoituksen vaikutuksiin. Vaihdevuodet saattavat nostaa riskia korkeaan verenpaineeseen ja verenpainetautiin seka epétavalliseen
lipidiprofiiliin (kokonaiskolesteroli-, SBP-, DBP-, HDL-, LDL- & TG-arvot). Tutkimuksessa tutkittiin pelkén laakityksen, ladkityksen ja
aamuaerobisen harjoittelun, seka ladkityksen ja iltapaivaaerobisen harjoittelun vaikutuksia verenpaineeseen ja lipidikoostumukseen
43-60-vuotiailla naisilla. Tutkimuksen tulokset osoittivat tilastollisesti merkitsevét erot kaikkien em. ryhmien valilla. Eniten systolinen
ja diastolinen verenpaine laskivat iltapdivélld harjoitelleilla naisilla. Myds lipiditasot olivat tilastollisesti merkittavén erilaiset kaikilla
ryhmilla - jalleen iltapaivatreenaajien eduksi.
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https://www-ncbi-nlm-nih-gov.ezproxy.utu.fi/pubmed/?term=Fairbrother%20K%5BAuthor%5D&cauthor=true&cauthor_uid=25540588

Aamuaeraobinen treeni - aamiaisella vai ilman

Ajatus tyhjalla vatsalla tehdyn aamuaerobisen harjoituksen tehokkuudesta rasvanpoltossa perustuu yén aikana tapahtuvaan elimistén
hiilihydraattivarastojen tyhjenemiseen, jolloin aamulla tyhjalla vatsalla tehdyssd aerobisessa treenissa elimiston on otettava
energiansa muualta eli muutettava rasvaa treenissa tarvitsemakseen energiaksi. Kuitenkin Hulmin (2013) mukaan rasvanpolttoa
ajatellen on tyhjélld vatsalla tehdyn aamuaerobisen treenin etu varsin vahdinen. Seuraavassa esittelen Hulmin blogikirjoitusta
mukaillen muutamia argumentteja tyhjalla vatsalla tehdyn aamuaerobisen treenaamisen puolesta ja vastaan.

Aamuaerobinen treeni ennen aamiaista voi olla miellyttdvampaa kuin taydelld vatsalla aamiaisen jalkeen: olo on kevyt ja treenilld on
virkistdvampi vaikutus. Treenaaminen ennen aamiaista saattaa olla myds ajankaytdllisesti katevaa, silla aikaa ruoan sulatteluun ei
tydaamuina ennen harjoitusta valttamatta ole. Younien eli pienimuotoisen paaston jélkeen treenaaminen saattaa ainakin
epaterveelliselld ruokavaliolla tehostaa glukoositoleranssia ja insuliiniherkkyytta, mika esim. Van Proeyenin (2011) tutkimuksen
mukaan edistda terveyttd. Samassa tutkimuksessa havaittiin myds, ettd rasvojen hapetuskapasiteetti eli tuttavallisemmin
rasvanpoltto tehostui ja harjoitusvaste parantui joillain kestavyysurheilijoilla tyhjalla vatsalla treenatessa. Nama ilmiot perustuvat
pitkalti juuri lihasten glykogeenivarastojen keskimaaraista tyhjempéaan tilaan aamulla. Samanaikaisesti treenissa tarvittu energia
kehossa saadaan tehostamalla ja lisd@malla rasvojen hapetusta. Gonzalesin ym. (2013) tutkimuksessa selvisi, ettd osalla tutkittavista
ruoan kulutus oli pienempaa paiving, joina he olivat tehneet aamuaerobisen harjoituksen ilman aamiaista. Aamiaisen nauttineilla ei
tallaista eroa ollut eli jonkinlaista yhteytta nalantunteen véhenemiseen saattaa paastossa tehdyllé aerobisella aamutreenilla olla.

Tyhjalla vatsalla tehdyn aerobisen aamutreenin lisdhyddyt aamiaisen jalkeen tehtyyn vastaavaan treeniin verrattuna ovat padosin
I&hes olemattomia ja joissain tapauksissa tyhjélla vatsalla treenaamisesta voi olla jopa haittaa. Tyhjalla vatsalla treenatessa huono olo
saattaa yll4ttaa ja harjoituksen teho laskea. Pienikin energia- tai proteiinilataus ennen harjoitusta tai sen aikana mahdollistaa treenin
tehostumisen. Aamuisin suorituskyky on alhaisempi kuin muina vuorokauden aikoina. Toisaalta aamuaerobisessa treenissa ei
monesti tarkoituksena ole kovatehoisen treenin tekeminen. Paastotilassa tehdyn aamuaeraobisen harjoituksen haittana on se, etta
lihaskatabolia ei lihasproteiinin kayttd energiaksi lisdantyy (Lemmon & Mullin 1980). Wilsonin ym. (2012) tutkimuksessa selvisi, etta
monta kertaa viikossa kovaa aerobisesti treenaavilla lihasmassa karsii: usein, kovaa ja aerobisesti liikkuvilla voimaharjoittelijoilla
lihasten kasvu vahenee.

Liikunnan aikainen rasvan hapetus energiaksi on lopputuloksen eli kehon rasvavarastojen vdhenemisen kannalta varsin pikkuruisessa
roolissa. Lopputulos eli harjoituksen jélkeisten péivien ja viikkojen aikana kehossa tapahtuneet muutokset rasvan maarassa
ratkaisevat. Esimerkiksi korkeaintensiteettinen intervalliharjoittelu (HIIT-High Interval Training) nayttdisi Gibalan ym (2012)
tutkimuksen mukaan toimivan elimistdn rasvan vahentamisessa yhta hyvin kuin pidempikestoinen rasvanpolttosyketreeni. Paastossa
tehty aamuaerobinen harjoitus ei merkitsevissd maarin tehosta rasvanpolttoa pitkalld aikavalilld verrattuna harjoitukseen, jota
edeltda ruokailu. Shimadan ym (2013) tutkimuksessa havaittiin, ettei 24 tunnin aikaisessa energiankulutuksessa ollut eroa aamiais- ja
paastotreenaajilla. Tutkimuksessa havaittiin pieni ero harjoituksen aikaisessa rasvanpoltossa paastoajien eduksi. Toisaalta
tutkimukset (Paoli ym. 2011 & Hulmi ym. 2005) osoittavat, ettd harjoitusta edeltdvan ravinnon, etenkin proteiinin, nauttiminen lisaa
liikunnan aikaista ja sen jalkeista energiankulutusta, sekd kohottaa proteiinisynteesia, johon toisaalta myds kuluu energiaa. Van
Proyenin (2011) kuusiviikkoisella tutkimusjaksolla osoittautui, ettei yon jalkeisessd paastossa tehty aamuaerobinen harjoitus
vahentanyt kehon painoa enempéaa kuin sokeripitoisen aamiaisen jalkeen tehty. Tassa tutkimuksessa kehon koostumusta ei tutkittu.

Paastolla aamuaerobiseen treeniin I3htevien, painonpudotuksesta haaveilevien harjoittelijoiden on hyva pitda mielessd, ettd pelkan
likunnan merkitys laihdutuksessa on vahainen. Liikunnan liséksi tarvitaan ravintosuositusten mukaista ravitsemusta ja itsekuria
sydmisen suhteen, jos mielessd on laihduttaminen. Ravinnon ja ruokailutottumusten muutokset ovat painonpudotuksessa
merkittavassa roolissa. Liikunta on hyva apukeino saavutettujen laihdutustulosten ylldpitdmisessa ja itsessdan terveytta edistavaa
riippumatta siitd, harrastaako sitad syomisen jalkeen tai paastossa.

Mitd tista kaikesta pitaisi ajatella?

Kaikkiaan ei nayttaisi olevan merkittavaa vaikutusta silla, tekeekd aamuaerobisen harjoituksen tyhjalla vatsalla vai aamiaisen jalkeen.
Painonhallinnan nakdkulmasta kyse on kokonaiskulutuksesta eli siita, ettd energian saanti ja kulutus ovat tasapainossa. Harjoittelun
tavoitteet (esim. kunnon kohentuminen, kiinteytyminen tai painonpudotus) ratkaisevat, kannattaako ennen treenia sy6da vai ei.
Tutkimuksissa havaittiin myds yksilllisia eroja rasvanpolttotehokkuudessa harjoituksen aikana sen mukaan, tehtiinkd treeni tyhjalla
vai taydelld vatsalla. Oman kehon tuntemuksia on tarkeda treenatessa kuunnella. Rasvanpoltto on suhteellisesti tehokkainta, kun
tehd&an t6ita sykkeen aerobisella alueella (ns. rasvanpolttosyke). Absoluuttisesti eniten rasvaa palaa silti kovatehoisessa lilkunnassa.

Liikuntasuositusten mukaan (UKK-instituutin liikuntapiirakka 18-64-vuotiaille) aikuisen tulisi harrastaa kestévyyskuntoa parantavaa
aerobista lilkuntaa vahintdan tunnin ja 15 minuuttia viikossa rasittavasti tai kaksi ja puoli tuntia reippaasti. Aerobinen harjoittelu on
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harjoitteluajankohdasta riippumatta terveyttd edistavaa ja tekee hyvaa niin keholle kuin mielelle. Aerobisen treenin ajankohdan
valinnalla voi olla yksildllinen merkitys ihmiselle riippuen siitd, miten hdnen arkensa aikataulut rakentuvat. Harjoituksen tekeminen
aamulla voi olla paiva- ja iltatreeniin verrattuna suositeltavaa matalamman stressitason, rauhoittumisen, nukahtamisen ja levollisen
unen kannalta.

Lahteet:

Kimberly Fairbrother, Ben Cartner, Jessica R Alley, Chelsea D Curry, David L Dickinson, David M Morris and Scott R Collier: Effects of exercise timing on
sleep architecture and nocturnal blood pressure in prehypertensives. Vasc Health Risk Manag. 2014; 10: 691-698.

Yamanaka Y, Hashimoto S, Takasu NN, Tanahashi Y, Nishide SY, Honma S, Honma K: Morning and evening physical exercise differentially regulate the
autonomic nervous system during nocturnal sleep in humans. Am J Physiol Requl Integr Comp Physial. 2015 Nov 1;309(9):R1112-21

Alizadeh Z, Mostafaee M, Mazaheri R, Younespour S.: Acute Effect of Morning and Afternoon Aerobic Exercise on Appetite of Overweight Women. Asian
J Sports Med. 2015 Jun;6(2):e24222.

Ammar T.: Effects of aerobic exercise on blood pressure and lipids in overweight hypertensive postmenopausal women. J Exerc Rehabil. 2015 Jun
30:11(3):145-50.

de Brito LC, Rezende RA, da Silva Junior ND, Tinucci T, Casarini DE, Cipolla-Neto J, Forjaz CL.: Post-Exercise Hypotension and Its Mechanisms Differ
after Morning and Evening Exercise: A Randomized Crossover Study. PLoS One. 2015 Jul 17;10(7):e0132458.

Juha Hulmi: Tyhjélla mahalla tehty aamuaerobinen - totuus? 2013. Blogikirjoitus. https://lihastohtori.wordpress.com/2013/02/17/tyhjalla-mahalla-
aamuaerobinen-j/ Luettu 16.10.2021

. Gibala MJ, Little JP, Macdonald MJ, Hawley JA: Physiological adaptations to low-volume, high-intensity interval training in health and
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. Lemon PW, Mullin JP: Effect of initial muscle glycogen levels on protein catabolism during exercise. J Appl Physiol Respir Environ Exerc
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. Van Proeyen K, Szlufcik K, Nielens H, Ramaekers M, Hespel P: Beneficial metabolic adaptations due to endurance exercise training in the
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TEHTAVA §: ENSTAPUTAIDOT

Ensiapu on loukkaantuneelle tai sairastuneelle henkildlle tapahtumapaikalla usein nopeasti annettavaa apua,
jolla pyritddn turvaamaan autettavan peruselintoiminnot seka estdamaan hanen tilansa paheneminen.
Ensiavun kasite pitaa sisalladn monenlaisia auttamisen taitoja; se voi olla tilanteesta riippuen esimerkiksi
hatakeskukseen soittamista, tilannearvion tekemista onnettomuuspaikalla, sairauskohtauksissa auttamisen
taitoja, haavojen sidontaa, henkistd tukemista, tukehtumisen estamista tai paineluelvytysta. Ensiapua ja
hatdensiapua voidaan antaa, vaikka antajalla ei olisi erityista ammattitaitoa tai valineitd. Usein maallikon
antama apu parantaa huomattavasti apua saavan mahdollisuuksia selviytya ja toipua.

LahiTapiolan Arjen katsaus -kyselyn (n=1026) tulosten mukaan noin 36% ihmisistd osaisi oman arvionsa
mukaan antaa ensiapua liikenneonnettomuuden sattuessa. Valitaan viiden hengen satunnainen otos
suomalaisia. Asetetaan satunnaismuuttujaksi X otokseen valittujen liilkenneonnettomuustilanteessa
ensiaputaitoisten henkildiden lukumaara.

a) Perustele, mita jakaumaa satunnaismuuttuja X noudattaa ja miksi.
b) Muodosta satunnaismuuttujan X jakauma, esita se taulukossa ja selvitd, mikd on sen todennakdisin

arvo.
Toiminta liikenneonnettomuuden sattuessa 2
(%), n=1026 ° =X
Osaisin hdlytt&a apua 7

Tied&n missé jarjestyksessd soittaa
apua, auttaa muita henkildita ja
varoittaa muuta litkennetta

Tied@an, mité varusteita autostani
tai ajoneuvoista yleensa 15yt

onnettomuuden varalle

Tieddn, kuinka voisin

varoittaa muuta liikkennettd

Osaisin antaa ensiapua

En ole koskaan ajatellut asiaa 6

En osaa sanoa I 3

Léhde: LahiTapiolan Arjen katsaus -kysely

tammikuu 2021, Kantar TNS 0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70%

591!

Bee Gees yhtyeen Stayin' Alive -kappaleessa on oikea rytmi
(104 lydntida minuutissa) paineluelvytyksen antamiseen.
Kappale on esimerkiksi Amerikan sydénliiton (the American
Heart Association) suosittelema elvytyksen taustalle.

Lisa3 aiheesta:

Ensiapuohjeita eri tilanteisiin, Suomen Punainen Risti.

Maailman elvytyspaiva 16.10.(WorldRestartAHeart) ja biiseja elvytystilanteeseen, SPR ja Sydanliitto.

Arjen katsaus -kysely 2021: Miten suomalaiset toimivat lilkenneonnettomuuden sattuessa, L&hiTapiola.



https://www.punainenristi.fi/ensiapu/ensiapuohjeet/
https://rednet.punainenristi.fi/node/52890
https://open.spotify.com/playlist/4vJjiSth32W3IkI8dMfQgt?si=zrgKynndTsiDcyoZxpMeWA&nd=1
https://www.lahitapiola.fi/tietoa-lahitapiolasta/uutishuone/uutiset-ja-tiedotteet/uutiset/uutinen/1509570931695
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TERTAVA 5: KOULUKIUSAAMINEN 2 B

Koulukiusaaminen on koulussa tai muussa oppilaitoksessa tapahtuvaa psyykkista, sosiaalista tai fyysista
vakivaltaa, joka on tarkoituksellista ja toista vahingoittavaa. Kiusaaminen on sen uhrille henkisesti
vahingollista ja voi aiheuttaa traumoja, jotka saattavat jatkua lapi eldman. Kouluterveyskyselyssa 2021
yhteensa 91560 8. ja 9. luokkalaiselta kysyttiin: "Kuinka usein sinua on kiusattu koulussa taman lukukauden
aikana?” Merkitdan edelld mainittua kiusaamisen yleisyyttd kartoittavaa kysymysta diskreetilla
satunnaismuuttujalla X. Alla olevan taulukon jakauma mukailee saatuja tuloksia.

a) Laadijakaumasta pylvasdiagrammi.

b) Maérita suhteellinen frekvenssi f%, summafrekvenssi sf ja suhteellinen summafrekvenssi sf%.

c) Selvitd, milld todenndkdisyydelld 8. tai 9. luokan opiskelija on joutunut kiusaamisen uhriksi
lukukauden aikana.

X f

useita kertoja viikossa 2106
noin kerran viikossa 3388
harvemmin 17213
ei lainkaan 68 853

Alla olevat kuvat Unescon Behind the numbers: Ending school
violence and bullying -raportista (2019).

Figure 21. Differences in mental health status and the prevalence of risk behaviours between i who were bullied

and those who were not bullied

X
qr
Felt lonely . 8.2%
BULLYING g Were so worried they could not sleep at night . 70%

Seriously considered attempting suicide ]20%
Current tobacco use . 86%
Current alcohol use 186%

Current marijuana use 1 7%
Early sexual intercourse 189%
SEXUM U,QL@\CQ @ Bulliedinthepast30days @ Notbullied in the past 30 days

Lisaa aiheesta: Source: Secondary analysis calculations based on GSHS data.
Tietoa koulukiusaamisesta, KiVa Koulu

Niko Tiuraniemen tarina kiusatuksi joutumisesta, Yle 20.2.2022

Kiusaamisen yleisyys ylakoulussa ja toisella asteella vuosina 2006-2021, THL Kouluterveyskysely

Kiusaamisen vastainen toimenpidechjelma KiVa Koulu, KiVA Koulu -ohjelma ja Turun yliopisto

Koulukiusaamisen vastaisten ohjelmien arviointi, Yle 20.10.2021

Harjoituksia mielenterveyden vahvistamiseen, Suomen Mielenterveys ry

Koulukiusaaminen on maailmalla ja sitd ehkaisevia asioita, Unesco, The Global Education 2030 Agenda -hanke
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TENTAVA10: TERVEYSPALVELUIDEN KAYTTO ERT TKARYHMISSA

Tutkitaan ian ja terveyskeskuskdyntien valistd yhteyttd. Alla olevassa kuviossa on esitetty
perusterveydenhuollon kaynnit** palvelumuodoittain ja ikdryhmittain vuonna 2017 (Lahde: Suomalaisten
sosiaali- ja terveyspalveluiden kaytto tilastojen valossa).

a) Laadi pylvaskuvion pohjalta taulukko perusterveydenhuollon kdyntien lukumaarista eri ikdryhmissa
100 000 kaynnin tarkkuudella. Muodosta taulukon pohjalta hajontakuvio.

b) Sovita aineistoon lineaarinen malli ja toisen asteen polynominen malli.

c) Maarita mallien selitysasteet ja lineaarisesta mallista idn ja terveyskeskuskdyntien valinen
korrelaatiokerroin. Tulkitse riippuvuuden voimakkuutta ja pohdi tulosta mahdollisesti vaaristavia
tekijoita.

Kayntien lukumaara

5 000 000 B Mot * Sisiltad paihdetydn,
4500000 el perhesuunnittelu-, ehkaisy-, kasvatus-
Mielenterveystyd ja perheneuvolapalvelut sekd muut
4 000 000 Fysioterapia neuvolapalvelut, seulonnat ja
Kotisairaanhoit joukkotarkastukset, apuvalinepalvelut,
I1sairaan I .. . .
3 500 000 © orte puhe- toiminta-, jalka- ja
dterveyshuolto ravitsemusterapian,
Ml Tyterveyshuolt t t
3 000 000 I Opickeluterveydenhuolto terveyssosiaalityn, muut kuntoutus-
¥ ja erityisterapiat, paivatoiminnan,
2 500 000 Kouluterveydenhuolto paivésairaalatoiminnan seka muun
2000 000 M Lastenneuvola palvelutoiminnan.
1500 000 | Il Aitiysneuvola ** Perusterveydenhuollon avohoidon
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Ikdryhma

M

Suomalaisten terveys on parantunut viime vuosikymmenind paljon, mutta siitd huolimatta terveyserot eivat ole kaventuneet eri
vaestdryhmien valilld. Muun muassa henkilén ikd, sukupuoli, asuinalue, siviilisaaty, aidinkieli ja sosioekonominen asema vaikuttavat kukin
osaltaan yksilon terveyteen, mutta myds terveyteen véestotasolla luoden eriarvoisuutta vaestdryhmien vélille. Esimerkiksi terveys- ja
toimintakyky heikkenevat ian my6ta, miehet sairastavat naisia enemman sydan- ja verisuonitauteja, asuinalueiden erilaiset elinolosuhteet
(kuten tydllisyystilanne, eldmanmeno, sosiaali- ja terveyspalveluiden saavutettavuus) heijastuvat kansantautien sairastavuuteen,
parisuhteessa eldvien koettu terveys on parempi ja elinikd pidempi kuin yksineldjilld ja suomenruotsalaiset ovat suomenkielisia
terveempid. Mité parempi on henkilén sosioekonomisen asema, sitd terveempi ja hyvinvoivempi han todennakdisesti on. Vahainen
koulutus, epdvarma ja heikko ammatillinen asema (pienituloisuus) seka vahainen varallisuus ovat vahvasti yhteydessa toisiinsa seké
huonon terveyden ja pahoinvoinnin kasaantumiseen. Erot terveyskayttdytymisessa, kuten tupakoinnissa ja alkoholinkdytdssa, selittavat
arviolta noin puolet terveyden sosioekonomisista eroista.

Sosioekonomiseen asemaan liittyvat terveyserot ovat monimutkainen toisiinsa linkittyvien syiden ja seurausten vyyhti. Yhteiskunnalliset
rakenteet vaikuttavat sosioekonomisen aseman muotoutumiseen ja terveyttd heikentévan sosiaalisen eriarvoisuuden syntyyn. Kuitenkin
yksi suomalaisen terveyspolitiikan perusperiaatteista on tarjota jokaiselle terveydentilan edellyttdmat riittavat ja laadukkaat palvelut
sosioekonomisesta asemasta, taloudellisista edellytyksista tai asuinalueesta riippumatta. Kaytanndssa erot terveysosaamisessa sekd
terveyteen liittyvissé tiedoissa ja taidoissa aiheuttavat sen, etta eri sosioekonomisessa asemassa olevat henkilét eivat ole yhdenvertaisia
palveluihin hakeuduttaessa. Lisaksi esim. asuinalue ja iké vaikuttavat palveluiden saatavuuteen ja saavutettavuuteen. Edelld mainituista
syista perusterveydenhuollon palveluiden kaytto vaihtelee eri vaestdryhmissa.


https://www.julkari.fi/bitstream/handle/10024/137690/SH%202018_11%20Suomalaisten%20sosiaali-%20ja%20terveyspalvelujen%20k%c3%a4ytt%c3%b6%20tilastojen%20valossa%20_%20L%20Kestil%c3%a4%20et%20al.pdf?sequence=1&isAllowed=y
https://www.julkari.fi/bitstream/handle/10024/137690/SH%202018_11%20Suomalaisten%20sosiaali-%20ja%20terveyspalvelujen%20k%c3%a4ytt%c3%b6%20tilastojen%20valossa%20_%20L%20Kestil%c3%a4%20et%20al.pdf?sequence=1&isAllowed=y

TIETOTOOTTAYS

ROKOTE - MIKST

Rokotteista, rokottautumisesta ja rokoteohj i vat saaneet
muun muassa 2009-2010 Pandemix-sikai

Kevaalla 2017 keskustelua heratti Keski-Euroopasta matkailijoide
on ikdvia jalkitauteja ja jota vastaan suomalaisia 60- ja 70- luv
medioissa hetki hetkeltad seurattu Covid=19-viruksen leviamista maailmallj

1 ‘ tarinat n ovat saaneet ju

20 |ahtien on

Rokotteista saadut sivuoireet seka mediassa.
Qireiden ja tarinoiden on arveltu vz isyyden lisdantymiseen ja rokot a Suomea.
Rokotteista kieltaytymista perustel ismm. taipumuksella lievaoireis titartunnan

elimiston
eydestd ja
saaneet

saaneista saa vain lievia oireita, tamat oireet ‘Saattavat olla
immuunijarjestelman heikon tilan, vuoksi. Rokottamisessa
mukavuudesta, vaan laheisten ja td ja toisinaan jopa el

asiantuntijoilta tiukkaa palautetta ro 1santerveydellisesti va

Rokotekielteisyys on huolestuttava tre
rokotetulla, niin myds laumasuojaan eli
taudin leviamisen estyessa populaatio
kuvittelevan rokottautumisen estavén ta
tartunnan todennékdisyyden pienenemises
joten rokotuskaan ei takaa taydellista suojaa
jotta myos ne, joiden ei ole mahdollista otta
turvassa taudilta. Monissa infektiotaudeissa la
vaihtelee taudin tarttuvuuden mukaan.

"Vauva rokotettavana aitiysneuvolassa vuonna 1961", Museoviraston kuvakokoelmat (Museiverkets Bildsamlingar). Kuvakokoelman
Mlisenssi: CC BY-NC-ND 2.0. Lisenssikopio saatavilla osoitteessa: https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.0/
4 . - -
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http://www.goodmath.org/blog/2015/02/05/quick-vaccine-math/

TEORIATAUSTAA TEHTAVIIN 11JA 12:

EHDOLLINEN TODENNAKDISYYS JA KERTOLASKUSAANTO

Ehdolliseen todennakdisyyteen liittyvdstd ongelmasta on kyse, kun halutaan laskea jonkin tapauksen 4 todennékdisyys silloin, kun
tapaus Bon jo sattunut. Ehdollista todennakdisyytta merkitaadn A/4/B) jonka voi lukea esimerkiksi seuraavasti: "todennakoisyys, etta
A tapahtuu, kun B on tapahtunut’. Ehdollinen todennakdisyys A/4/B) voidaan maaritelld kahdella tavalla: joko tapahtuman 4
todennakdisyytena supistetussa otosavaruudessa B tai alkuperaisen otosavaruuden €2 todennakdisyyksien avulla.

Maaritelma 1Jos A/B)> 0, niin ehdollinen todennékdisyys PIA/B)on tapauksen Atodennékdisyys otosavaruudessa 5.

Maaritelma 2 Jos A/B)> 0, niin ehdollinen todennékdisyys PIAIB)on

P(ANB)

P(AIB) = —5 g

Jalkimmaisen méaarittelytavan avulla voidaan johtaa seuraavaksi esiteltavat ehdolliseen todennédkdisyyteen liittyvat tulokset.

Lause 1(Aertolaskusééntd) Tapausten A ja B leikkauksen todennakoisyys toteuttaa kaavat
P(ANB) = P(A|B)P(B),jos P(B) > 0 ja

P(An B) = P(BIA)P(A),ios P(A) > 0.

Todistus (SYVENTAVAA TIETOA

Leikkauksen todennékdisyys saadaan ratkaisemalla ehdollisen todennakdisyyden A/4/B) kaavasta leikkauksen P(ANB)
todennakdisyys. Vastaavasti leikkauksen P(ANB) todenndkoisyys saadaan myGs ratkaistua ehdollisen todennakgisyyden
P(B/4)kaavasta seuraavasti

P(ANB) .
P(B|A) = b ,jos P(A) > 0

jolloin
P(ANB) = P(B|A)P(A). m
Seuraavaksi esiteltavat Maaritelma 3 ja Lauseet 2 ja 3 eivat yleensa kuulu lukion pitkdn matematiikan Tilastot ja todennékdisyys -
opintojakson siséltéon. Ne ovat kuitenkin ehdollisen todenndkdisyyden yleistyksid, joiden tuntemus lis@a aihepiirin soveltamisen
mahdollisuuksia.
Maéritelma 3 Tapaukset 4y, ..., A,, muodostavat otosavaruuden Q osituksen, jos tapaukset ovat
e  toisensa poissulkevat
e Q=UL 4ja

e P(A4;) > Okaikillai



Todistus (SYVENTAVAA TIETOA

Osituksen maaritelmaa (Maaritelma 3) ja summakaavaa apuna kayttden saadaan:
P(B)=P(BNQ)
=P(B n (UL, 4)
= P(UiL1 (B N 4))
=X P(BNAY
=X P(BIAD) P(A).m

Lauseen 2 kokonaistodennakdisyyskaavalla kokonaistodenndkdisyys A/B) saadaan koottua ehdollisista todenndkdisyyksista
painottamalla kutakin itse ehdon todennékdisyydella.

Seuraava keksijansa mukaan nimetty, 1700-luvulla eldneen matemaatikon Thomas Bayesin kehittdma kaava on monesti hyddyllinen
ehdollisia todennakdisyyksia laskettaessa.

Todistus (SYVENTAVAA TIETOA

Ehdollisen todennakadisyyden maaritelmasta (Maaritelma 2) ja Lauseesta 1 seuraa

P(BNAY _P(BIAY P(Ay)

PABY==3@ —— p®

Koska tapaukset muodostavat otosavaruuden osituksen, niin Ackonaistodennékdisyyslauseen (Lause 2) mukaan A/B)
voidaan koota ehdollisista todennakdisyyksistd P(B|A;) painottamalla kutakin ehdollista todennakdisyyttd ehdon
todenndkdisyydelld P (4;). Siis

P(BIAY P(AY) _ _P(BIA) P(AY)
P(B) L PGIA) P(A)

P(AIB) =



TENTAVA 1L ROKOTTEEN ROOLL TAUDIN LEVIAMISEN EHKALSYSSA

Yksittaiset tautitartunnat puhkeavat populaatiossa tautiaalloksi tartunnan saaneiden méaaran kasvaa. Jos
jokainen sairastunut tartuttaa enemméan kuin yhden ihmisen, tauti alkaa levitd populaatiossa
eksponentiaalisesti. Kuinka suuresta tautiaallosta populaatiossa on kyse, riippuu siita, kuinka monta kukin
sairastunut tartuttaa.

Oletetaan, etta tauti X on erittdin helposti tarttuva ja jokaista sataa ei-immuunia ihmista kohden 96 sairastuu
kohdatessaan tautia sairastavan henkiln. Oletetaan myds, ettd tautiin X kehitetty rokote on 95 %:n varma el
95 ihmistd 100:sta ovat taysin immuuneja taudin tarttumiselle.

a)

b)

c)

Oletetaan, ettd ensimmainen tautiin sairastunut henkild on tekemisissd kahdenkymmenen terveen
kanssa. Tutki, montako ihmista yksi sairastunut keskimaarin altistaa taudin tartunnalle. Pohdi,
paaseekd tauti leviamaan populaatiossa epidemiaksi jokaisen populaation jasenen otettua
rokotteen.

Tutki a-kohdan oletuksin tilannetta, jossa 5 % populaatiosta on jattanyt rokotteen ottamatta.

Tutkitaan taudin X leviamista rokottamattomien, ei-immuunien ihmisten n-henkisessa ketjussa
sairastuneelta taudinkantajalta S terveelle, ketjun viimeiselle henkildlle T,,, kun S tapaa ensin
henkildn T;, sitten T; tapaa henkilon T, ja niin edelleen, kunnes jonon toiseksi viimeinen, n-1:s
henkilé T,,_; kohtaa viimeisen henkildén T,. Oletetaan kohtaamisaikavélien olevan tarttumisen
kannalta suotuisat. Vertaile 100 %-rokottautuneen yhteison tilannetta taysin rokottautumattoman
yhteison tilanteeseen tutkimalla henkilon T,, tartunnan saamisen todennakdisyyttd eri jonon
pituuksilla n=5, n=20 ja yleisessa tapauksessa n.

-]

591!

Taudin yleiselld levidmiskyvylld kuvataan sitd, kuinka monta uutta henkildd yksi sairastunut keskimaarin tartuttaa
ymparistossaan. Esimerkiksi tuberkuloosipotilas tartuttaa keskimdarin 0,5 henkildd ja tuhkarokkopotilas 18. Tata
levidmiskyvyn ilmoittamisessa kaytettya lukua kutsutaan Ro-luvuksi, joka on sita suurempi, mitd helpommin tauti leviaa.
Ro-luvun ollessa pienempi kuin 1tauti ei yleensa aiheuta epidemioita.

Ké&ytanndssa siihen, kuinka paljon uusia tapauksia kukin sairastunut tartuttaa ja kuinka tehokkaasti tauti levida yhteisssa,
vaikuttaa myds ihmisyhteisdn tiiviys, ihmisten kayttdytyminen ja minka pituisesta tartuttavavasta vaiheesta on kyse.
Tietyissa yhteisoissa, kuten perheissa, paivakodeissa ja puolustusvoimien kasarmeissa, levidvat herkasti sellaisetkin
taudit, joiden levidmiskyky muuten on vahainen esim. kausi-influenssat.

Lisaa aiheesta:

Infektioiden tartunta, taudin synty ja levidminen, Duodecim.



https://www.terveyskirjasto.fi/dlk00569

TENTAVA 12: TAUTITESTIN LUOTETTAVUUSTARKASTELU

Moni virus, kuten tassd tehtdvassa tutkittava Hl-virus, voidaan havaita pddosin terveyskeskuksissa ja
sairaaloissa tehtavilla testeilld. Tallaisia ovat esimerkiksi verindytteestd tehtavat vasta-aine- ja
antigeenitestit.

Oletetaan, etta HI-virusta kantaa vaestdssa kolme ihmista tuhannesta. Jos ihmisella on HI-virus, tietty testi
ilmoittaa 95 % varmuudella, etta ihmiselld on kyseinen virus. Jos taas ihmisella ei ole virusta, testi ilmoittaa
95 % varmuudella, ettd ihmisella ei ole virusta. Oletetaan myos seka vaarien positiivisten etta vaarien
negatiivisten testituloksien osuuden olevan kummankin 5 %. Milla todennakoisyydella

a) testitulos on positiivinen,

b) testitulos on negatiivinen,

c) ihmisella on virus, jos tiedetaan testituloksen olevan positiivinen,

d) ihmiselld ei ole virusta, jos tiedetaan testituloksen olevan positiivinen? Pohdi testin luotettavuutta.

e) Tarkastellaan tilannetta Eteld-Karjalassa, jossa oli vuonna 2017 Suomen korkein HIV-ilmaantuvuus
(6,1/100 000). Oletetaan muutoin tehtdvanannon tiedot testista oikeiksi. Milld todennédkdisyydella
positiivisen testituloksen saaneella henkildlla ei ole virusta?

55T <

HIV on krooninen autoimmunologinen sairaus, jonka aiheuttaa Hl-virus. Viruksen aiheuttamille haitoille ei Lis3s aiheesta:
toistaiseksi ole Idydetty parannuskeinoa, mutta ladkehoidoilla pystytdan pitdmaan viruksen aiheuttamat
vauriot hallinnassa. Taudin varhainen toteaminen on térke&a, jotta hoito toteutuu parhaalla mahdollisella HIV sairautena, Hivpoint

tavalla eikd infektoituneen elimistdn puolustuskyky laske viruksen tuhotessa valkosoluja, jotka suojaavat
elimistdd taudinaiheuttajilta. Hoitamattomana HIV-infektio voi edetd pahimmillaan henked uhkaavaan
AIDS-vaiheeseen, jossa elimiston puolustusjérjestelmd heikentyy vakavasti. Hl-viruksen aiheuttama
tartunta voidaan havaita verindytteestd tehtavalla vasta-ainetestilla.

(Hiv-s&atio).



https://hivpoint.fi/tietoa-hivista/

VIHTEET JA VINKIT <

JOHDANTOTEHTAVA:

TERVEYTEEN LITTYVIEN [LMIOIDEN RIIPPUMATTOMUUS

Harjoituksen tarkoituksena on huomata, etta terveyteen liittyvat ilmict ovat usein monisyisia ja voivat liittya
toisiinsa suoraan tai valillisesti. Terveysaiheisia tai muutoin ympéardivan maailman ilmidihin linkittyvia
todennakoisyyslaskennan tehtavia ratkoessa on siis paikallaan pysahtya hetkeksi pohtimaan aihetta itseaan.
Nain pystyy mahdollisesti valttamaan tehtavan ratkaisun miinakohdat seké lopuksi pohtimaan perustellusti
saadun tuloksen jarkevyytta ja merkitysta.

TENTAVA 1: LUKTOLAISTEN TERVEYSTOTTUMUKSIA

“Neljasosa opiskelijoista seka jatti koululounaan sydmatta etta liikkui alle tunnin paivan aikana”. MNejasosaeli

yksi neljasosavoidaan tulkita todennékﬁisyydeksi% = 12—050 = 0,25.

Tilannetta kannattaa hahmotella kuvan (Venn-diagrammi) avulla.

Tehtavassa halutaan ratkaista, kuinka todennakdisesti satunnaisesti valittu opiskelija kuuluu joukkoon, joka
koostuu niista opiskelijoista, jotka seka sydvat koululounaan etta liikkuvat vahintadan tunnin joka paiva. Tahan
joukkoon kuulumisen todenndkdisyys voidaan ratkaista sen vastatapahtuman todenndkdisyyden avulla.
Tassa vastatapahtuma on tapaus, jossa opiskelija jattdd koululounaan syomattd tai lilkkuu alle tunnin
paivassa. Kun vastatapahtuman todenndkgisyys vahennetaan koko otosavaruudesta, saadaan selville kysytyn
tapahtuman todennakaisyys.

TEHTAVA 2: VERENLUOVUTUS

a) Promillet ovat tuhannesosia (ﬁ) ja prosentit sadasosia (ﬁ). Yksi promille (merkitdan 1 %o) on siis

prosentin kymmenesosa eli 1%0=0,1%.
Todennakoisyys sille, ettd suomalainen kuuluu veriryhmaan B+ saadaan suoraan ympyrakaaviosta.

Tapahtuman, jossa ainakin yksi suomalaisryhmasta kuuluu veriryhmaan B+, todennakoisyytta on
luontevaa tarkastella sen vastatapahtuman todennakdisyyden avulla. Tapahtuman “ainakin yksi
suomalainen kuuluu veriryhméaan B+" vastatapahtuma on tapahtuma, jossa yksikadan henkild ei kuulu
veriryhmaan B+. Kun vastatapahtuman todennakdisyys vahennetdan koko otosavaruudesta, saadaan
selville kysytyn tapahtuman todennakgisyys.

On hyvd huomata, ettd satunnaisesti valitussa suomalaisryhmassa henkildiden kuuluminen tiettyyn
veriryhmaan ei riipu ryhman muiden henkildiden veriryhmista.



b) Verenluovutuksessa potilaalle annetaan hdnen veriryhméansa kanssa yhteensopivaa verta tehtdvanannon
taulukon mukaisesti. Ympyrakaaviosta saadaan ratkaistua, paljonko sopivia luovuttajia AB- -
ryhmalaiselle on vaestdssa yhteensa prosentuaalisesti.

Ratkaisussa voidaan a-kohdan tapaan hyddyntaa vastatapahtuman todennakdisyytta.

TENTAVA 3: TARTUNTALAHTEET

Eri tartuntaldhteet ovat toisensa poissulkevia, silla tartunta on saatu tietylta tartuttajalta tietylla hetkella.
Esimerkiksi jos tartunta on saatu perhepiirista, niin sita ei ole voitu saada muista tartuntalahteista. Lisaksi,
koska viisi sairastunutta henkilda on valittu satunnaisesti, voidaan naiden henkildiden tartunnat lahteineen
olettaa toisistaan riippumattomiksi.

P(“tartunnan saanut henkild on saanut tartunnan jostain tartuntaldhteesta”) =1, silla jokaisella tautitartunnalla
on aina jokin lahde. Taten kuvan histogrammi on todennakdisyysjakauma ja eri tartuntaldhteiden
todennakoisyyksien summa on 1eli 100%. Nain ollen kunkin tartuntalahteen todennakoisyys saadaan suoraan
histogrammista.

HUOMAUTUS!

Yle Uutisten grafiikassa eri tartuntaldhteiden todennakoisyyksien pyoristys on tehty prosentin
tarkkuudella, jonka vuoksi saadaan

0,6 +0,15+0,10+ 0,08 + 0,08 = 1,01,

mika on ristiriidassa todenndkdisyyden perusominaisuuksien kanssa; todennakaisyys kuuluu aina valille
[0,1]. Tassad tehtdvdssd voidaan kuitenkin olettaa kyseessd olevan todennakoisyysjakauma. Edelld
mainittu virheldhde on hyva ottaa huomioon vastauksen mielekkyytta ja pyoristystarkkuutta pohdittaessa.

TENTAVA §: SEKSUAALTVAREMMISTOT

a) Tilannetta voidaan ajatella toistokokeena, jossa tdsmaélleen samaa koetta toistetaan 30 kertaa ja
seurataan onnistuneiden kokeiden lukum&araa. Tassd 30 henkildd valitaan satunnaisesti ja tapahtuman
“henkild kuuluu seksuaalivahemmistddn” todenndkdisyys on jokaisella valinnalla sama ja riippumaton
aiempien valintojen tuloksista. Kyseinen tapahtuma joko tapahtuu tai ei tapahdu. N&in ollen
seksuaalivahemmist66n kuuluvien henkildiden lukumaara noudattaa siis binomijakaumaa.

b) Tapahtuma, jossa ainakin 28 henkil6a 30 henkildsta kuuluu seksuaalivahemmistgihin, voidaan ajatella
tapahtumana “seksuaalivahemmistdihin kuuluu joko 28 tai 29 tai 30 henkilod 30:std". Tapahtumat
“seksuaalivahemmistdihin kuuluu 28 henkil6d", “seksuaalivahemmistdihin kuuluu 29 henkilod” ja
“seksuaalivahemmist6ihin kuuluu 30 henkil6a” taas ovat toisensa poissulkevia eli erillisia tapahtumia.



c) Téassa tapahtuma “enintdan yksi 30:std henkilostd kuuluu seksuaalivdhemmistddn” voidaan ajatella
tapahtumana “seksuaalivahemmistdihin kuuluu yksi tai ei yksikaan 30:sté henkilosta”.

d) Tapahtuman, jossa ainakin yksi henkild 30:std kuuluu seksuaalivahemmistdon, vastatapahtuma on
tapahtuma, jossa yksikdan henkild ei kuulu seksuaalivahemmistoon. Kun vastatapahtuman
todennakoisyys vahennetddn koko otosavaruudesta, saadaan selville kysytyn tapahtuman
todennakoisyys.

TENTAVA S: KANSANTAUDIT

Tehtavanannosta l6ydetaan todennakoisyydet tapahtumille "henkild sairastuu sydpaan”, “henkild sairastuu
diabetekseen”, "sydpaan sairastunut henkilé paranee sydvastad” ja “painonhallintaochjelmaan osallistunut
diabeetikko pédasee remissioon”. Lisdksi vastatapahtuman todenndkdisyyden avulla saadaan muotoiltua

todennakoisyydet tapahtumille “henkild ei sairastu sydpaan” ja "henkil ei sairastu diabetekseen”.

a-b) Koska tehtdvéssa oletetaan, ettd sydpaan ja diabetekseen sairastuminen ovat toisistaan riijppumattomat
tapahtumat, saadaan a- ja b-kohdat laskettua kertolaskusaant6a kayttamalla.

c) Tapahtuma "henkild sairastuu ainakin toiseen kyseisista sairauksista” tarkoittaa, ettd henkild sairastuu
syOpaan tai diabetekseen tai molempiin. Tdman tapahtuman todennakdisyys saadaan ratkaistua mukavasti
hyodyntamalla sen vastatapahtuman todennakdisyytta.

d) Tapahtuma “henkild sairastuu enintdan toiseen kyseisistd sairauksista” tarkoittaa sitd, ettd henkilo
sairastuu syopaan, mutta ei tyypin 2 diabetekseen tai han sairastuu tyypin 2 diabetekseen, mutta ei sy6paan
tai hén ei sairastu kumpaankaan”.

e) Tapahtuma "henkild sairastuu vain toiseen kyseisistd sairauksista”, tarkoittaa sitd, ettd han sairastuu
sydpaan, mutta ei tyypin 2 diabetekseen tai han sairastuu tyypin 2 diabetekseen, mutta ei sydpaan.

f-g) Sairastuminen ja siitd paraneminen eivét ole toisistaan riippumattomia tapahtumia, silld paraneminen voi
tapahtua vain silloin, kun henkild on ensin sairastunut. Tapahtuma "henkild paranee” tarkoittaa siis itse
asiassa tapahtumaa "henkild paranee, kun han on ensin sairastunut”. Nain ollen todennakdisyys tapahtumalle
“henkild ensin sairastuu ja sitten paranee” saadaan laskettua yleista kertolaskusaantoa kayttaen.

TENTAVA T KESTAVYYSTREENT

Merkitdan sykettd satunnaismuuttujalla X. Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa parametrein
130 (odotusarvo, joka on normaalijakaumalle sama kuin keskiarvo) ja 8 (keskihajonta). Koska odotusarvo
poikkeaa nollasta ja keskihajonta on erisuuri kuin 1, tulee suorittaa normittaminen. Satunnaismuuttujan arvoa
xvastaava normitettu arvo zon

X—U

zZ = )
g

jossa  on keskiarvo ja o on keskihajonta.



Normaalijakauma on symmetrinen jakauma, jossa ns. todenndkdisyysmassa on keskittynyt odotusarvon
laheisyyteen. Todennakdisyyden laskemisessa kaytetddn apuna normaalijakauman kertyméafunktion
taulukkoa, joka 16ytyy MAOL-taulukkokirjasta.

TEHTAVA 3 ENSTAPUTAIDOT

a)

b)

Jokainen viidesta henkildsta joko on tai ei ole ensiaputaitoinen. Jokaisen henkilén valitseminen viiden
joukosta on itsendinen, muiden henkildiden valinnoista riippumaton tapahtuma. Nain ollen tilannetta
voidaan ajatella toistokokeena, jossa valintatilanteita eli toistoja on viisi. Ensiaputaitoisen henkildn
|6ytymisen todennakoisyys on jokaisen viiden henkilon kohdalla sama 36%. Todennakdisyys, etta valittu
henkilo ei ole ensiaputaitoinen saadaan laskettua vastatapahtuman avulla.

Ensiaputaitoisia henkildita voi olla viiden henkildn joukossa 0, 1, 2, 3, 4 tai 5. Kaikkien nédiden tapausten
todenndkdisyydet on selvitettavd, jotta jakauma saadaan selvitettyd. Esimerkiksi jos joukossa on yksi
ensiaputaitoinen henkild, niin siind on nelja ensiaputaidotonta henkilda.

TEHTAVA 1 KOULUKIUSAAMINEN

c)

TENTAVA11: ROKOTTEEN ROOLL TAUDIN LEVIAMISEN EHKATSYSSA

Oletetaan, etta 8. tai 9. luokan opiskelija on joutunut kiusaamisen uhriksi lukukauden aikana, jos han on
vastannut kysymykseen “Kuinka usein sinua on kiusattu koulussa taman lukukauden aikana?” joko “useita

"o

kertoja viikossa“, “noin kerran viikossa” tai “harvemmin”.

a) Tauti voi tarttua vain rokotuksen jaljiltd ei-immuuneihin henkilihin.

b) Tauti voi tarttua vain kahdenlaisiin ihmisiin: rokottamattomiin ja sellaisiin rokotettuihin, jotka eivat
ole saaneet riittdvaa immuniteettia rokotteesta.

c) Jottajononviimeinen jasen saisi taudin X, on taudin pitanyt tarttua kaikkiin hanta edeltéviin jaseniin.

ﬁm%% P ¥ %




TENTAVA 12: TAUTITESTIN LUOTETTAVUUSTARKASTELU

a)

b)

c)

d)

e)

Henkilon testitulos voi olla positiivinen, kun hanella on HI-virus, mutta on myds mahdollista, etta testitulos
on positiivinen, kun henkildlla ei ole virusta.

Tapaukset "henkildlla on virus” ja “henkildlla ei ole virusta” muodostavat otosavaruuden osituksen, silla ne
ovat toisensa poissulkevat, niiden summa muodostaa koko otosavaruuden Q (nimittain henkildlld joko on
tai ei ole virusta) ja kummankin tapauksen todennakdisyys on suurempi kuin 0 (annettu
tehtdvanannossa).

Henkildn testitulos voi olla negatiivinen, kun hanell ei ole Hl-virusta, mutta on myds mahdollista, etta
testitulos on negatiivinen, kun henkil6ll& on virus.

Tapaukset "henkil6lla on virus” ja "henkildll& ei ole virusta” muodostavat otosavaruuden osituksen ja ovat
paitsi toisensa poissulkevat, niin myds toistensa vastatapahtumat.

Koska tapaukset "henkildlla on virus” ja "henkildlla ei ole virusta” muodostavat otosavaruuden osituksen
ja tapahtuman "henkild saa positiivisen testituloksen” todennakoisyys on suurempi kuin 0, niin saadaan
ehdollisen tapahtuman “henkil6lld on virus, kun tiedetddn testituloksen olevan positiivinen”
todennakoisyys ratkaistua ehdollisen todennakdisyyden méaaritelman ja kertolaskusaanndn avulla.

Vastaavaan tapaan kuin c-kohdassa.

Vastaavaan tapaan kuin c-kohdassa.






LUKTON MATEMATIIKAN PLTKA OPPIMAARA
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Terveysaiheinen tehtavapaketti opiskelijalle

OPETTAJAN MATERIAALI

ANNINA RUOKONEN
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Tehtavat ja ratkaisut



KAYTTAJALLE

Todennakoisyyslaskenta on suhteellisen nuori, noin 400-vuotias, matematiikan osa-alue, joka perinteisesti
on keskittynyt erilaisten rahapelien voiton todennakdisyyden laskemiseen. Myds useiden lukion
todennakoisyyslaskennan oppikirjojen tehtdvat ovat keskittyneet pelisovelluksiin, kuten noppa- ja
korttipeleihin seka erilaisiin arvontoihin. Tehtavat ovat monesti melko irrallaan todellisen maailman
sovelluskohteista ja aiheiltaan opiskelijalle etdisia. Tama on saali, silld todennakdisyyslaskennan keinot
taipuvat useiden arjen, luonnon ja yhteiskunnan ilmididen ja tapahtumien mallintamiseen, jotka kiinnostavat
nuoria ja saattavat sopia paremmin heidan kokemusmaailmaansa. Mielenkiintoinen tehtéva voi innostaa
opiskelijaa matemaattisen ongelmanratkaisuun.

Taman materiaalin tehtavat liittyvat ajankohtaisiin arkiympariston ja yhteiskunnan terveysilmidihin, kuten
treenaamiseen, ensiaputaitoihin, rokotteisiin, punkkien levittamiin tauteihin ja vaestoryhmien valisiin
terveyseroihin. Kunkin tehtavan yhteydessa kerrotaan myds hieman tehtavan aiheesta ja annetaan vinkkeja
asiallisen lisatiedon I6ytamiseen. Tehtdvien tavoitteena on, ettd opiskelija tutustuu erilaisten
terveysilmididen syihin ja seurauksiin, ymmartaa ja kehittaa niihin liittyvaa matemaattista ajattelua seka oppii
analysoimaan saatujen tulosten mielekkyyttd ja luotettavuutta. Tarkoituksena on harjoitella pohtimaan
saatujen tulosten merkitysta terveydelle yksilo-, yhteiso- ja yhteiskuntatasolla.

Tama materiaali on tarkoitettu ensisijaisesti lukion pitkdn matematiikan todennakdisyyslaskennan
opintojaksolle (MAA8 Tilastot ja todenndkéisyys, LOPS 2021), mutta osa tehtdvistd® soveltuu myds
matematiikan lyhyttd oppimaaraa opiskeleville (MAB5 Tilastot ja todennakdisyys ja MAB9 Tilastolliset ja
todennakdisyysjakaumat, LOPS2021).

Tehtévissa on kaytetty seuraavia symboleja, joiden merkitys on tassa selitetty:

(2 Tokkaaka ratkaiseminen? Vihjeita on saatavilla.

Laskinohjelmistoja saa kayttaa tehtavan ratkaisemiseksi.

O Laskinohjelmistoja ei saa kayttaa tehtdvan ratkaisemiseksi. Funktiolaskin, kuten
+_’_‘_J SpeedCrunch ja KCalc ovat kaytdssa.

Opiskelijan materiaalista I6ytyvat sanalliset vihjeet tehtavien ratkaisemiseksi. Tassa materiaalissa on esitetty
jokaiselle tehtavalle eras malliratkaisu.

Innostavia hetkia tehtavien tutkailuun!

ANNINA RUOKONEN

Tekija *MAB5: 1,3,(5),6,9ja10 & MAB9: 2,3,4,7ja8



TEHTAVAT JA RATKALSUT

JOHDANTOTEHTAVA:

TERVEYTEEN LITTYVIEN [LMIOIDEN RIIPPUMATTOMUUS

Todennakoisyyslaskennassa kahden tapahtuman riippumattomuus tarkoittaa, ettd jonkin tapahtuman
todennakoisyys ei riipu toisen tapahtuman toteutumisesta ja toisin pain. Toisinaan tapahtumien
riippumattomuus on ilmeista tai asiayhteydesta helposti ymmarrettavissa. Nain on esimerkiksi silloin, kun
heitetdan kahta noppaa: toisen nopan silmaluku ei riipu siita, mita ensimmaisella nopalla saatiin silmaluvuksi.
Terveyteen liittyvat tapahtumat ovat kuitenkin usein monisyisida, minkda vuoksi tapahtumien
riippumattomuuden tarkastelu on tarkeaa ja tehtavissa on syytd mainita, voidaanko tapahtumat olettaa
riippumattomiksi vai ei.

Pohdi itsendisesti tai keskustele parin kanssa, milla tavoin seuraavat asiat voivat liittya toisiinsa ja ovatko
ilmiot toisistaan riippumattomia:

¢ ilmastonmuutos ja tartuntatautien levidminen

e sosioekonominen asema ja terveydentila

e lapsitydvoima ja tupakkatuotteet

o rokotteet ja kuolleisuus

e liikunta ja stressi

o ylipaino ja tyypin 2 diabetes

e ravitsemusjauni

e mielialaja ystavyyssuhteet

e tupakointija masennus

e aktiivisuusmittari ja unen laatu

e ilmaston [&mpeneminen ja lonkkamurtumat 2
e pyorailykyparan kayttaminen ja turvavydn kayttdminen °

RATKALSUN IDEA:

Harjoituksen tarkoituksena on huomata, etta terveyteen liittyvat ilmi6t ovat usein monisyisia ja voivat liittya
toisiinsa suoraan tai valillisesti. Terveysaiheisia tai muutoin ympardivén maailman ilmidihin linkittyvia
todennakdisyyslaskennan tehtavia ratkoessa on siis paikallaan pysahtya hetkeksi pohtimaan aihetta itseaan.
Nain pystyy mahdollisesti valttamaan tehtavan ratkaisun miinakohdat seké lopuksi pohtimaan perustellusti
saadun tuloksen jarkevyytta ja merkitysta.



TENTAVA 1 LUKIOLATSEN TERVEYSTOTTUMUKSIA

Vuonna 2019 turkulaisista 1. ja 2. vuosikurssin lukio-opiskelijoista 33,8 % ei syonyt koululounasta paivittain ja
85,4 % liikkui paivassa alle tunnin (Kouluterveyskysely 2019). Oletetaan, etta neljasosa opiskelijoista seka jatti
koululounaan valiin etta liikkui alle tunnin paivan aikana. Milla todennakoisyydelld sattumanvaraisesti valittu
turkulaisopiskelija sy6 koululounaan ja liitkkuu vahintaan tunnin joka paiva?

-]

591!

Kouluruokailu on niin opiskelijoiden kuin muun koulun henkilékunnan terveytta ja hyvinvointia tukeva tekija. Koululounas
on suunniteltu monipuoliseksi ateriaksi, joka kokonaisuudessaan nautittuna on ravitsemuksellisesti téysipainoinen ja
terveellinen. Kyllaisena ihminen jaksaa keskittya paremmin opiskeluun ja sietda arjen kiireisyytta. Kouluruokailu myds lisda
yhteisid ruokailuhetkia ja ruoan arvostusta. Ruokailu antaa mahdollisuuden pieneen hengahdyshetkeen hektisen
koulupdivan keskelld ja silld on samalla sosiaalinen merkityksensé koulun arjessa.

Sosiaali- ja terveysministerion asiantuntijakeskus UKK-instituutin laatimien, laajaan tutkimustietoon perustuvien
liilkkumissuositusten tarkoituksena on tiivistaa terveyden kannalta tarvittavan viikoittaisen liikkumisen m&ara sekd antaa
esimerkkeja eri liikkumisen muodoista kaikenikaisille kansalaisille. Instituutin suosituksen mukaan 7-17-vuotiaiden lasten
ja nuorten tulisi liikkua reippaasti ja rasittavasti tunti paivassa. Tunti voi kertya useista liikuntahetkista paivan aikana ja
tarkeaa olisi valttaa pitkakestoista paikallaanoloa, kuten istumista.

Lisaa aiheesta:

Kouluruokailun merkityksesta, Opetushallitus.

Lasten ja nuorten liilkkumissuositus, UKK-instituutti.

Terveelliset vélipalat voivat edistd4 jaksamista, Valtioneuvoston selvitys- ja tutkimustoimikunta.



https://www.oph.fi/fi/koulutus-ja-tutkinnot/kouluruokailun-merkityksesta
https://ukkinstituutti.fi/liikkuminen/liikkumisen-suositukset/lasten-ja-nuorten-liikkumissuositus/
https://tietokayttoon.fi/-/koulupaivan-valipalat-edistamaan-jaksamista

ERAS MALLIRATKALSU

Hahmotellaan tilannetta Venn-diagrammin avulla:

Jattaa Jattaa

koululounaan koululounaan

sydmatta syomatta ja Liikkuu alle
liikkuu alle tunnin paivassa
tunnin

paivassa

Syo koululounaan ja liikkuu
vahintdan tunnin péivéssa

Tehtavassa halutaan siis ratkaista, kuinka todennakoisesti satunnaisesti valittu opiskelija kuuluu joukkoon,
joka koostuu niista opiskelijoista, jotka seka syovat koululounaan etta liikkuvat vahintaan tunnin joka paiva.
Merkitaan tata joukkoa/tapahtumaa A:lla:

A =" opiskelija syd koululounaan ja liilkkuu vahintaan tunnin joka paiva".

Ratkaistaan tapahtuman A todenndkdisyys sen vastatapahtuman avulla. Nimittdin P(A) = 1 — P(B), jossa
tapahtuma B on tapahtuman A vastatapahtuma. Venn-diagrammi auttaa hahmottamaan tapahtuman A
vastatapahtuman B:

B ="opiskelija jattada koululounaan sydmatta tai liikkkuu alle tunnin paivassa”.
Na&in ollen tapahtuman A todennékdisyys P(A) saadaan seuraavasti
P(A) =1—-P(B),

josta  P(B):n todenndkdisyys saadaan mukaanlukemis-poissulkemis-periaatteen eli  yleisen
yhteenlaskusaanndn mukaisesti:

P(A) =1-(0.338+40.854 — 0.25) =1 —0.942 = 0,058 (5,8%).

Siis todennakoisyys sille, etta satunnaisesti valittu turkulaislukiolainen syd koululounaan ja liikkuu vahintaan
tunnin paivittain on 0,058 eli 5,8 %.



TEHTAVA 2: VERENLUOVUTUS

Veriryhmat ovat tapa ryhmitelld verityyppejé ominaisuuksineen. Erilaisia veriryhmaluokitteluja on
maailmassa yli 30, mutta yleisimmin kaytdssa ovat ABO- ja reesusveriryhmajarjestelmat. Ihmisella veri kuuluu
yhteen neljastd ABO-veriryhmasta (A, B, AB ja 0) ja on luokiteltavissa edelleen reesusnegatiivisiin ja
reesuspositiivisiin: A-, A+, B-, B+, AB-, AB+, 0- tai O+. Verenluovutuksessa potilaalle annetaan hanen
veriryhmansa kanssa yhteensopivaa verta alla olevan taulukon (Veripalvelu, SPR) mukaisesti. Verentarve
noudattaa keskimaarin suomalaisten veriryhmajakaumaa.

Luovuttajan veriryhma suomalaisten
O- O+ B B+ A A+ AB- AB+ veriryhmdjakauma
o ABH vV v v v v ivlv v Blodgruppsfordelningen bland finlandarna
E ne v v v v |
g vV v
S A Vv v
5 B+ v & vV |V
% B- v v
@ o+ vV |V
o-

A+35% 0+28% B+16% AB+7%
A-6% 0-5% B-2% AB-1%

Epéasopivan veren saaminen voi johtaa potilaan omien punasolujen rikkoutumiseen, millé voi olla vakavia
seurauksia.

a) Kuinka suuri ryhman suomalaisia tulee olla, jotta todennakdisyys, ettd ainakin yksi heistd kuuluu
veriryhmaan B+, ylittaa 995 %o?

b) Kuinka suuri satunnaisesti valituista henkildista koostuvan ryhman tulee olla, jotta veriryhméaan AB-
kuuluvalle henkildlle 16ytyy sopiva luovuttaja yli 950 %00:n todennakoisyydella?

Q (o)

4
X1

Lis44 aiheesta: P S ST ’

Veriryhmat, niiden periytyvyys ja verenluovutus, Tiesitko, etta verenluovutus on helppo tapa auttaa? Se vie vain noin
Veripalvelu (Suomen Punainen Risti, SPR). 10 minuuttia. Luovutetusta verestd tehtyja verivalmisteita tarvitaan
muun muassa leikkauspotilaiden, onnettomuusuhrien, sydpaa
sairastavien ja keskoslasten hoidossa. Suomessa

Mitd verenluovutuksessa tapahtuu? Veripalvelu.

verenluovutustoiminta on perustunut aina vapaaehtoisuuteen ja
maksuttomuuteen. Luovuttaja auttaa potilasta ilman korvausta,
mika on tarkea asia verivalmisteen turvallisuuden kannalta. Joissain
maissa verenluovutuksesta maksetaan korvaus, mika voi aiheuttaa
vakavia, jopa kuolemaan johtavia terveys- ja turvallisuusriskeja
luovuttajan tavoitellessa palkkiota.

Voittoa tavoittelematon verenluovutus Euroopassa, EBA.



https://www.veripalvelu.fi/verenluovutus/veren-matka/veriryhmat
https://www.veripalvelu.fi/verenluovutus/luovuta-verta/miten-luovutat
https://europeanbloodalliance.eu/

ERAS MALLIRATKALSU

a)

b)

Suomalaisten veriryhméajakaumasta (ympyrakaavio) nahdaan, ettd B+ veriryhmaan kuuluu 16 %
suomalaisista. Siis tapahtuman A = "henkild kuuluu veriryhmaan B+" todennakdisyys P(4) = 0,16.
Tapahtuman A vastatapahtuman A¢ = "henkild ei kuulu veriryhmaan B+" todennakdisyys P(A¢) = 1 —
0,16 = 0,84.

Olkoon suomalaisryhman koko n henkil6a. Tapahtuman B = "ainakin yksi henkild ryhmasta kuuluu
veriryhmaan B+" todennakdisyys saadaan laskettua sen vastatapahtuman B¢ = “yksikdan henkild
ryhmasta ei kuulu veriryhmaan B+" todennakdisyyden avulla. Koska kunkin ryhman henkilon kuuluminen
tiettyyn veriryhmaan ei riipu toinen toisistaan (erilliset tapahtumat), saadaan:

P(B) =1-P(BY

=1-—P(A°) - P(A%)-..- P(A©)
n kpl

=1-0,84"
Etsitaan sitten pienin luku n, jolle todennakdisyys P(B¢) > 0,995 eli
1-0,84" > 0,995
0,84™ < 0,005.
Ratkaistaan yhtalé 0,84™ = 0,005 logaritmin avulla:
0,84™ = 0,005
n = 10gg40,005
n = 30,3883 ...

Nain ollen 30 henkiléd ei aivan riitd ryhméakooksi, vaan tarvitaan vahintdan 31 henkiloa, jotta
todennakoisyys sille, ettd ryhmassa on ainakin yksi veriryhmaan B+ kuuluva henkild, on yli 995 promillea.
Mitd enemman ryhmdassad on henkil6ita, sitd todenndkdisempaa on, ettd heistd ainakin yksi kuuluu
veriryhmaan B+.

Verenluovutuksessa potilaalle annetaan hanen veriryhménsa kanssa yhteensopivaa verta. Taulukon
mukaan veriryhmaan AB- kuuluvalle henkildlle verta voi luovuttaa veriryhmiin A-, B-, 0- ja AB- kuuluvat
henkildt. N&in ollen kaikki reesusnegatiiviset henkildt kelpaavat luovuttajiksi. Heitd on
veriryhméjakauman mukaan vaestdsta yhteensd 6 % +5 % +2 % +1% =14 %. Tapahtuman A = "henkild
on sopiva luovuttaja” todennakdisyys on siis P(A) = 0,14. Tapahtuman A vastatapahtuman A¢ =

"henkild ei ole sopiva luovuttaja” todennakdisyys P(A¢) = 1 — 0,14 = 0,86.

Olkoon suomalaisryhméan koko n henkilda. Tapahtuman B = “ainakin yksi henkilé ryhmasta on sopiva
luovuttaja” todennakdisyys saadaan laskettua sen vastatapahtuman B¢ = “yksikaan henkild ryhmasta ei
ole sopiva luovuttaja” todenndkdisyyden avulla. Koska kunkin henkilén kuuluminen tiettyyn veriryhmaan
ei riipu toinen toisistaan (erilliset tapahtumat), saadaan:

P(B) =1-P(BY



=1—P(A%)-P(A®) - ...- P(A%)
n kpl

=1-0,86™
Etsitaan sitten pienin luku n, jolle todennékdisyys P(B¢) > 0,950 eli
1-0,86m"> 0,950
0,86™ < 0,050.
Ratkaistaan yhtald 0,84™ = 0,050 logaritmin avulla:
0,86™ = 0,050
n = logy g60,050
n = 19,8625 ...

Nain ollen, kun ryhmassa on vahintaan 20 henkilda, todennakdisyys sille, ettd ryhmassa on ainakin yksi
sopiva luovuttaja veriryhmaan AB- kuuluvalle henkildlle, on yli 950 promillea. Mitd enemman ryhméssa on
henkildita, sita todennakdisempaa on, etta heista I6ytyy ainakin yksi sopiva luovuttaja.



TENTAVA 3: TARTUNTALAHTEET

Yle Uutisten 5.11.2020 mukaan Covid-19-viruksen tartunnan jaljittdminen on aiempaan verrattuna helpottunut
janoin 60 % tartuntaldhteistd selvida. Terveyden ja hyvinvoinnin laitoksen (THL) tietojen mukaan selvinneiden
tartuntojen lahteet ovat seuraavat:

Covid-19-epidemian tartuntaldhteet

Perhepiiri
Yksityistilaisuudet, ldhipiiri
Tyopaikka

Harrastukset

Oppilaitokset

LAHDE: THL

Tarkastellaan viittd satunnaisesti valittua tartunnan saanutta henkil6a. Milla todenndkoisyydella
a) heilld kaikilla on eri tartuntalahde?
b) he kaikki ovat saaneet tartunnan perhepiirista?

c) kaksi henkilda on saanut tartunnan perhepiirista ja kolme muualta?

X1

557!

Covid-19-taudin, kansanomaisesti koronan, aiheuttaja on koronaviruksiin kuuluva SARS-CoV-2-virus. Virus todettiin
ensimmaisen kerran Kiinassa joulukuussa 2019 ja se levisi maailmanlaajuisesti alkukevaalla 2020. Maailman terveysjarjestd
WHO julisti 11.3.2020 taudin levinneen pandemiaksi.

Koronaviruksia tunnetaan useita kymmenia erilaisia, mutta vain pienehkd osa niistd voi tarttua ihmiseen ja aiheuttaa
vakavia, jopa kuolemaan johtavia infektioita. Tallaisia ovat aiheuttaneet SARS-CoV-2-koronaviruksen liséksi vain kaksi:
SARS-CoV- ja MERS-CoV-koronavirukset, jotka levisivat kumpainenkin vakaviksi epidemiaksi asti. SARS vuonna 2003 ja
MERS vuonna 2012. Tavallisesti koronavirukset aiheuttavat lievid hengitystieinfektioita erityisesti syys- ja talvikaudella.
Yleensa oireina on jonkinlainen yhdistelma yskaa, nuhaa sekd muita flunssan oireita.

Lisaa aiheesta:
Koronavirus, Terveyden ja hyvinvoinnin laitos (THL).

Ajankohtaista tietoa Covid-19-taudista, THL.



https://thl.fi/fi/web/infektiotaudit-ja-rokotukset/taudit-ja-torjunta/taudit-ja-taudinaiheuttajat-a-o/koronavirukset
https://thl.fi/fi/web/infektiotaudit-ja-rokotukset/ajankohtaista/ajankohtaista-koronaviruksesta-covid-19

ERAS MALLIRATKALSU

a)

b)

Kuvan vaakapylvasdiagrammi (histogrammi) on todennakoisyysjakauma, jossa eri tartuntaldhteiden
todennakoisyyksien summa on 1. Merkitaan tapahtumia seuraavasti:

A ="Tartuntaldhteena on perhepiiri”
B ="Tartuntalahteena on yksityistilaisuus/lahipiiri”
C =" Tartuntaldhteena on tydpaikka”
D ="Tartuntalahteena on harrastus”
E ="Tartuntalahteena on oppilaitos”

Yle Uutisten grafiikassa kyseisten tapahtumien todennakdisyyksien pydristys on tehty prosentin
tarkkuuteen, jolloin satunnaismuuttujan X = "tautildhde” jakauman muodostavien tapahtumien A, B, C, D
ja E todennakaisyyksien summa onkin 101 % eli 1,01. Tama virhelahde on hyva ottaa huomioon vastauksen
mielekkyytta ja pyoristystarkkuutta pohdittaessa.

Tapahtumat A, B, C, D ja E ovat toisensa poissulkevia, silld tartunta on saatu tietylta tartuttajalta tietylla
hetkellda. Esimerkiksi jos tartunta on saatu perhepiiristd, niin sitd ei ole voitu saada muista
tartuntalahteista. Koska viisi sairastunutta henkilda on valittu satunnaisesti, voidaan nédiden henkiliden
tartunnat lahteineen olettaa toisistaan riippumattomiksi. Tapahtumien poissulkevuuden ja
riippumattomuuden nojalla todennakdisyys, ettd kaikki viisi henkilod ovat saaneet tartunnan eri
tartuntalahteistd, voidaan laskea kertolaskusdanndn avulla:

P ("kaikilla eri tartuntaldhde”) = P ("yksi saanut tartunnan perhepiirista ja toinen lahipiirista ja
kolmas tyOpaikalta ja neljas harrastuksista ja viides
oppilaitoksesta”)

=P(A)-P(B) P(C)-P(D)-P(E)
=0,6-0,15-0,10-0,08- 0,08
=0,0000576

~6-107°,

Tehtdvanannon jakauman virheldhteen vuoksi té&mé& vastaus antaa vain suuruusluokan
todennakoisyydestd, jolla viidelld satunnaisesti valitulla sairastuneella henkildlld on eri tartuntalahde.
Tama todennakaisyys on hyvin pieni - suuruusluokaltaan noin kuusi sadastuhannesosaa.

Kaytetaan ratkaisussa a-kohdan merkintdja. Koska satunnaisesti valittujen viiden henkildn tartunnat
voidaan olettaa toisistaan riippumattomiksi, saadaan

P ("kaikki saaneet tartunnan perhepiiristd”) = P ("yksi saanut tartunnan perhepiirista ja toinen
ja kolmas ja neljas ja viides myds”)

=P(A) - P(A) - P(A) - P(A) - P(A)
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c)

=P(A)°>=0,6> =0,07776 =~ 0,08.

Siis tehtadvanannon histogrammin todennakdisyyksien pydristyksen vuoksi todennakaisyys, jolla viidella
satunnaisesti valitulla sairastuneella henkildlld on kaikilla tartuntaldhteena perhepiiri, on 0,08 eli 8 % (l.
kahdeksan sadasosaa |. kaksi kahdeskymmenesviidesosaa) tai vastaavaa suuruusluokkaa (0,05-0,10).
Tama todennakdisyys on joka tapauksessa merkittava.

Tapahtuma A = "Tartuntaléhteena on perhepiiri” a-kohdan merkintdjen mukaisesti. Todennakoisyytta,
jolla kaksi henkilod on saanut tartunnan perhepiiristd ja kolme muualta, voidaan tarkastella
binomitodennakdisyytend, jossa satunnaisen tartunnansaajan valinta toistetaan riippumattomasti viisi
(5) kertaa. Kukin valinta onnistuu, eli sen seurauksena valitaan perhepiirista tartunnan saanut henkilg,
todennakdisyydelld p=P(A)=0,6. Merkitdan epaonnistumisen todenndkdisyyttd q=1-p=1-0,6=0,4.
Todennakoisyys g on siis tapahtuman A vastatapahtuman "tartunta saatu perhepiirin ulkopuolelta”
todennakoisyys. Olkoon satunnaismuuttuja X perhepiirista saatujen tartuntojen lukumaara. Talloin kaksi
perhepiiritartuntaa saadaan todennakdisyydella

— — 5 . 2. 3
P(X=2)=,) 0604

5! 2, 3
_ﬁ 06 0,4

_ot -0,6%-0,43
T21-3-2-%

=10-0,6%-0,43
= 0,2304
=~ (,23.

Siis tehtavanannon histogrammin todennékdisyyksien pydristyksen vuoksi todenndkaisyys, jolla kaksi
henkil6d on saanut tartunnan perhepiiristd ja kolme muualta, on 0,23 (eli 23 %) tai vastaavaa
suuruusluokkaa (n. 0,20-0,25).

HUOMAUTUS RATKATSUSTA

Toinen tapa ratkaista tehtavé jakauman virhe huomioiden on skaalata jakaumassa esitetyt todennakdisyydet:

P ("tartuntaldhteend perhepiiri’) = To1

P (“tartuntaldhteena yksityistilaisuudet/|ahipiiri") = 11751

Kayttamalla skaalattuja todennakoisyyksia myos véltetdan virhemarginaalin pohdinta ratkaisun yhteydessa.
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TENTAVA 4 SEKSUAALTVAREMMISTOT

Vuoden 2017 kouluterveyskyselyn mukaan toisen asteen opiskelijoista noin 11 % (15 % tyttdoletetuista, 7 %
poikaoletetuista) kokee kuuluvansa seksuaalivahemmistdihin. Suomalaisten lukiolaisten keskuudesta
arvotaan 30 henkilon otos. Milld todennakdisyydella naista henkildista johonkin seksuaalivahemmistdon
kuuluu:

a) puolet b) ainakin 28 c) enintaan yksi d) ainakin yksi?

551!

HLBTIQ on seksuaali- ja sukupuolivahemmistdista kaytetty lyhenne, joka tulee sanoista homo, lesbo, bi, trans, inter ja
queer. Seksuaalinen suuntautuminen on ominaisuus, joka kertoo siit4, kehen ihminen ihastuu, rakastuu tai tuntee vetoa
tunnetasolla tai eroottisessa mielessa. Monesti seksuaalinen suuntautuminen maaritellddn oman sukupuolen ja
tunteiden kohteen sukupuolen perusteella, mikd on toisinaan ongelmallinen maarittelytapa niin seksuaalisen
suuntautumisen kuin sukupuolien moninaisuuden kannalta. Puhuttiin sitten sukupuolesta tai seksuaalisesta
suuntautumisesta, jokaisella ihmiselld on oikeus maaritelld, kuka on ja kuinka haluaa tulla n&hdyksi. Jokaisella on myds
taysi oikeus olla tietdmatta. Itsensd saa maéritell3, olla maarittelematta ja muuttaa mielensd méaéritelmien suhteen.

Kouluterveyskyselysséd kartoitetaan my6s sukupuoli- ja seksuaalivdhemmistdon kuuluvien nuorten hyvinvointia ja
yhdenvertaisuuden toteutumista. Vuoden 2019 kyselyn tulokset osoittavat, ettd naihin vdhemmistéihin kuuluvilla nuorilla
oli muihin ikdtovereihinsa verrattuna huomattavasti enemmén terveyteen ja hyvinvointiin sekéd koulunkayntiin ja
kouluyhteis6ssa elamiseen liittyvid haasteita, kuten yksinaisyyden, kiusaamisen ja uupumuksen kokemuksia. Erityisen
ongelmallista on sateenkaarinuorten kohtaaman vékivallan ja mielenterveyden ongelmien yleisyys seka tarvitun avun
ulkopuolelle jadmisen kokemukset muita nuoria useammin. Seksuaalivahemmistdjen syrjintasuoja ja yhdenvertaisuuden
edistamisvelvoite viranomaisille on kirjattu yhdenvertaisuuslakiin, mutta siitd huolimatta jokaisella meistd on myds
yksilona vastuu yhdenvertaisuuden toteutumisessa.

Lisaa aiheesta:

Seksuaalinen suuntautuminen, Seta ry.

[tsemaarittelyoikeus ja normit, Setary.

Ensimmaéinen HLBTIQ-henkildiden tasa-arvoa koskeva EU:n strategia, Euroopan komissio.

Sukupuoli- ja seksuaalivahemmistoihin kuuluvien nuorten hyvinvointi, THL.



https://seta.fi/sateenkaaritieto/seksuaalinen-suuntautuminen/
https://nuoret.seta.fi/nuorille/itsemaarittely-ja-normit/
https://ec.europa.eu/commission/presscorner/detail/fi/ip_20_2068
https://www.julkari.fi/handle/10024/140742

ERAS MALLIRATKALSU

Tilannetta voidaan ajatella toistokokeena, jossa toistoja eli tdssa yhteydessa henkildita on 30 ja onnistunut
toisto on tapahtuma A:

A ="henkild kuuluu seksuaalivahemmistoon”.

Tapahtuman A todennakdisyys p on jokaisella toistolla 11% eli 0,11. Nain ollen tapahtuman A vastatapahtuman
"henkild ei kuulu seksuaalivahemmistddn” todennakdisyys q saadaan laskettuag =1 — p eli

q=1-011=0,89.

Merkitddn seksuaalivdhemmistdihin  kuuluvien henkildiden lukum&ardd 30 henkilon otoksessa
satunnaismuuttujalla  X. Seksuaalivahemmist6on kuuluvien henkildiden lukumdard X noudattaa
binomijakaumaa Bin(30; 0,11), jolloin

P(X =k) = (})p*q™ %, missdan = 30,p = 0,11, = 0,89jak =0, 1,2, ..., 30.

Kolmellakymmenella toistolla k onnistumista saadaan siis todennakdisyydella

P(X=k) = (30

f ) +0,11%-0,893%°k k =0,1,2, ..., 30.

a) Binomitodennadkdisyyden mukaisesti puolet 30:std eli 15 henkilod kuuluu seksuaalivdhemmistgihin
todennakoisyydella:

30
P(X = 15) = (15

) -0,11%5-0,891> = 155117 520-0,1115 - 0,891>
= 0,0000001128....
~ 0,00000011.

Siis  30:std satunnaisesti valitusta lukiolaisesta puolet kuuluu seksuaalivdhemmistddon
todennakdisyydella 0,00000011 eli 0,000011 % (yksitoista miljoonasosaa).

b) Tapahtuma, jossa ainakin 28 henkilod 30:std kuuluu seksuaalivahemmistdihin, voidaan ajatella
tapahtumana “seksuaalivahemmistihin kuuluu joko 28 tai 29 tai 30 henkilda 30:std", joka taas koostuu
kolmesta erillisestd tapahtumasta. Binomitodennakdisyytta ja erillisten tapausten yhteenlaskusaant6a
kayttaen saadaan laskettua todennakdisyys, jolla ainakin 28 kuuluu seksuaalivahemmistoihin.

P(X >28) = P(X = 28) + P(X = 29) + P(X = 30)

30 30
= ( ) +0,11%%-0,89% + (

30
) 29, 1
28 29) 0,11%7-0,89" + (

+0,113°.0,89°
30)

=435-0,11%%-0,892 +30-0,11%°-0,89 + 0,113°
=5,011...-10725

~5,1-1072°,
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c)

d)

Siis  30:stéd satunnaisesti valitusta lukiolaisesta ainakin 28 kuuluu seksuaalivahemmistdon
todennakdisyydelld 5,1 - 10725 eli 0,00000000000000000000000050 %. Tama todennakdisyys on niin
l&helld nollaa, etté voidaan puhua melkein mahdottomasta tapahtumasta.

Samoin kuin b-kohdassa, saadaan binomitodennakdisyyden ja erillisten tapausten yhteenlaskusaannon
avulla  laskettua  todennadkdisyys, jolla  enintddn  yksi  kolmestakymmenestd  kuuluu
seksuaalivahemmistoihin. Tapahtuma “enintaan yksi 30:std henkildstd kuuluu seksuaalivdhemmistéon”
voidaan ajatella tapahtumaksi “0 tai 1 henkil6d kolmestakymmenestd kuuluu seksuaalivahemmistoon”.
Taten

PX<1)=P(X=0)+P(X=1)

30 30
= ( 0 ) +0,11°-0,8930 + ( 1 ) 0,111 -0,892°

= 0,893 +30-0,11-0,89%°
=0,1427 ...
~ 0,14.

Siis  kolmestakymmenestd  satunnaisesti  valitusta lukiolaisesta enintdan  yksi  kuuluu
seksuaalivahemmistddon todennakoisyydelld 0,14 eli 14 % (neljatoista sadasosaa).

Tapahtuman, jossa ainakin yksi henkild 30:sta kuuluu seksuaalivahemmistdon, todennakoisyys saadaan
laskettua sen vastatapahtuman "yksikaan henkil ei kuulu seksuaalivahemmistdon” avulla:

PX>1)=1-P(X =0)
=1-0,893°
= 0,9696 ...
~ 0,97.

Siis  kolmestakymmenestd  satunnaisesti  valitusta lukiolaisesta  ainakin ~ yksi  kuuluu
seksuaalivahemmistdon todennadkdisyydelld 0,97 eli 97 %. On siis erittdin todennakdista (Iahes varmaa),
ettd esimerkiksi 30 opiskelijan ryhmassa on ainakin yksi seksuaalivahemmistdon kuuluva opiskelija.

HUOMAUTUS RATKATSUSTA

Edeltavien b- ja c-kohtien tavoin kysytty tapahtuma voitaisiin paloitella erillisiksi tapauksiksi: yksi tai
kaksi tai kolme tai ... tai 29 tai 30 henkilda kolmestakymmenesta kuuluu seksuaalivahemmistoihin.
Tama tapa olisi kuitenkin esimerkiksi ylioppilaskokeen A-osiossa ylla esitettyad ratkaisua alttiimpi
virheille, silla laskettavaa on enemman.



TENTAVA S: KANSANTAUDIT

Sybpasairaudet ja diabetes ovat Suomessa kansantauteja. Yksil6llisten ja inhimillisten haittojen lisaksi
kansantaudit vaikuttavat vaest6tasolla terveydentilaan, kuolleisuuteen ja tydkykyyn seka kuormittavat rajusti
terveydenhuoltoa vaikuttaen samalla my6s kansantalouteen.

Sydpajarjestdjen tiedon mukaan joka kolmas suomalainen sairastuu jossakin elamansa vaiheessa sydpaan.
Lahes kaksi kolmesta kuitenkin paranee. FinTerveys 2017-tutkimuksen mukaan tyypin 2 diabetekseen
sairastuu eldménsa aikana n. 13% véestdstd (10 % naisista ja 15 % miehistd). Hiljattain todetusta
diabeteksesta on mahdollista parantua taysin ja pitkdan sairastanutkin voi saada sairauden remissiotilaan eli
piilloon eldméantaparemontilla (terveellinen ravinto ja liikunnan lisddminen: eroon ylipainosta). Dataa
remissioon paasseista suomalaisista diabeetikoista ei ole keratty, mutta brittitutkimuksessa* kahden vuoden
seurannan jalkeen ilman painonhallintaohjelmaa remissioon paasi 3 %, kun taas painonhallintachjelman
saaneista 36 % paasi remissioon. Voidaan olettaa, ettd elintapaohjauksella on sama vaikutus myos
suomalaisiin diabeetikoihin ja etta sairaudesta parantuminen ei riipu sairastumisesta, vaan muista asioista
(esim. hoidon onnistuminen ja yleiskunto).

Ladketieteellisissd tutkimuksissa** on havaittu voimakas yhteys syopien ja tyypin 2 diabeteksen
sairastavuuden valilla. Tama johtuu erityisesti siita, ettd molemmilla sairauksilla on yhteisia riskitekijoita.
Tarkkaa arviota siita, kuinka suuri osa potilaista sairastaa molempia samanaikaisesti, ei ole. Oletetaan tassa
tehtavassa, ettd itse sairastumistapahtumat ovat toisistaan riippumattomia.

Laske, kuinka suurella todennakdisyydella satunnainen suomalainen eldmassaan:
a) sairastuu sekd sydpasairauteen ettd 2-tyypin diabetekseen
b) eisairastu kumpaankaan
c) sairastuu ainakin toiseen
d) sairastuu enintdan toiseen
e) sairastuu vain toiseen
f) sairastuu sydpaan ja paranee siitd

g) sairastuu diabetekseen ja padsee remissioon, kun
han on saanut painonhallintachjelman.

* https://www.thelancet.com/journals/landia/article/P11S2213-8587(19)30068-3/fulltext
** https://pubmed-ncbi-nim-nih-gov.ezproxy.utu.fi/27219686/

Lisa3 aiheesta

Syopa, Kaikki sydvasta (Sydpajarjestot).

Diabeteksen ilmenemismuodot, Suomen Diabetesliitto ry.

Huonosti hoidettuna diabetes kuormittaa munuaisia
diabetes ja munuaiset & munuaisten tehtavat, Diabetesliitto ja Munuais- ja maksaliitto.

Iy


https://www.thelancet.com/journals/landia/article/PIIS2213-8587(19)30068-3/fulltext
https://pubmed-ncbi-nlm-nih-gov.ezproxy.utu.fi/27219686/
https://www.kaikkisyovasta.fi/tietoa-syovasta/
https://www.diabetes.fi/diabetes/yleista_diabeteksesta
https://www.diabetes.fi/diabetes/tyypin_1_diabetes/diabetes_ja_munuaiset
http://www.supersankarimunuainen.fi/

ERAS MALLIRATKALSU

Merkitaan tehtdvanannon tapahtumia ja niita vastaavia todennakdisyyksia seuraavasti:

1

S ="Henkil6 sairastuu syopaan”, P(S) = 3

2

E = S¢="Henkilt ei sairastu syopaan”, P(E) =1 — P(S) = 3

K ="Sairastunut paranee sydvastd”, P(K|S) = g

="Henkild sairastuu diabetekseen”, P(D) = 0,13
T =D¢="Henkil¢ ei sairastu diabetekseen’, P(T) = 1 — P(D) = 0,87
R ="Painonhallintaohjelmaan osallistunut diabeetikko paasee remissioon”, P(R|D) = 0,36.
Oletetaan, etta syopaan ja diabetekseen sairastuminen ovat toisistaan riippumattomat tapahtumat.

a) Todennakdisyys, jolla henkild sairastuu seka sydpasairauteen ettd 2-tyypin diabetekseen, saadaan
laskettua seuraavasti:

1
P(SjaD) = P(S)- P(D) =3 0,13 = 0,043333..~ 0,04,

Siis todenndkoisyys, etta henkild sairastuu eldamansé aikana molempiin sairauksiin, on noin 4 %.

b) Todennakoisyys, ettd henkild ei sairastu kumpaankaan, saadaan laskettua seuraavalla tavalla:
2
P(EjaT) =P(E)-P(T) = 3 0,87 = 0,58.

Siis todennadkoisyys, etta henkild ei sairastu elamansa aikana kumpaankaan sairauteen, on 58 %.

c) Todennakoisyys, ettd henkild sairastuu ainakin toiseen kyseisistad sairauksista, voidaan laskea
vastatapahtuman todennakdisyytta hyodyntaen seuraavasti:

P(sairastuu ainakin toiseen) = 1 — P(ei sairastu kumpaankaan)
=1-0,58
= 0,42.
Siis todennakdisyys, etta henkild sairastuu eldménsa aikana ainakin toiseen kansantautiin, on 42 %.

d) Todennakdoisyys, ettd henkild sairastuu enintdan toiseen kyseisista sairauksista, tarkoittaa sita, ettd
henkild sairastuu joko sydpaan, mutta ei tyypin 2 diabetekseen tai tyypin 2 diabetekseen, mutta ei
syopaan tai han ei sairastu kumpaankaan. Saadaan téaten

P(sairastuu enintaan toiseen) = P(S)+ P(T) + P(D) - P(E) + P(E) - P(T)

_2 0,87+ 0,13 2+2 0,87
_3 ) ) 3 3 )



= 0,956666 ...
~ 0,96.
Siis todennadkoisyys, etta henkild sairastuu elamansa aikana enintaan toiseen taudeista, on 96 %.

e) Todennakoisyys, ettd henkilG sairastuu vain toiseen kyseisista sairauksista, tarkoittaa sita, ettd han
sairastuu joko sydpaan, mutta ei tyypin 2 diabetekseen tai tyypin 2 diabetekseen, mutta ei syopaan.
Saadaan siis

P(sairastuu vain toiseen) = P(S) - P(T) + P(D) - P(E)
1 0,87 + 0,13 :
=30, 133

= 0,376666 ...
~ 0,38.
Eli todenndkoisyys, ettd henkild sairastuu elaméansé aikana vain toiseen taudeista, on 37 %.

f) SyOpaan sairastuminen ja siitd paraneminen eivat ole toisistaan riippumattomia tapahtumia, silld
paraneminen voi tapahtua vain silloin, kun henkild on ensin sairastunut. Tapahtuma “henkilé paranee
syovasta” tarkoittaa siis itse asiassa tapahtumaa "henkild paranee sydvasta, kun han on sairastunut
syopaan”. Nain ollen tapahtuman "henkild sairastuu sydpaan ja paranee siitd” laskemisessa kaytetaan
yleista kertolaskusaantda ja saadaan

P(hl6 sairastuu syopaan ja paranee) = P(S) - P(K|S)

Wl =
Wl N

=0,222222 ...
~ 0,22.
Eli todenndkdisyys, ettd henkild sairastuu eldaménsa aikana syopaan ja paranee siit, on 22 %.

g) Kuten edeltdvassd kohdassa, myds tdssd on huomattava, ettd diabetekseen sairastuminen ja
remissiotilaan paaseminen eivat ole toisistaan riippumattomia tapahtumia, silld remissioon voi
paasta vain silloin, kun henkild on ensin sairastunut. Tapahtuma “henkilé paasee remissioon”
tarkoittaa siis itse asiassa tapahtumaa "henkild paasee remissioon, kun han on ensin sairastunut
diabetekseen”. Nain ollen kayttamalla yleista kertolaskusaantoa saadaan

P(hlo sairastuu diabetekseen ja paiasee remissioon) = P(D) - P(R|D)
=0,13-0,36
= 0,0468
~ 0.05

Eli todenndkdisyys, ettd henkild sairastuu eldménsd aikana diabetekseen ja tauti saadaan
remissiotilaan, on 5 %.



TENTAVA 6 PUUTIATSATVOTULEHDUKSET SAARISTOMEREN ALUEELLA

Arviolta noin 500 000:ta suomalaista puree vuosittain punkki. Puutiaisaivokuumetta aiheuttavaa virusta
kantaa noin 1-2 % riskialueiden* punkeista. Puutiaisaivotulehdus (TBE) on punkin kaikkien kehitysmuotojen
(toukka, nymfija aikuinen)valityksella tarttuva virustauti, jolle ei ole olemassa ladkehoitoa. Siihen on kuitenkin
olemassa rokote, joka suojaa taudilta. Virus tarttuu punkista ihmiseen minuuteissa, minkd vuoksi ihon
tarkastaminen punkkien varalta ei auta. Lahivuosina Suomessa on raportoitu vuosittain keskimaarin 60-80
puutiaisaivotulehdustapausta, mutta esimerkiksi vuonna 2020 diagnosoitiin 91 tapausta, mika on enemman
kuin koskaan aikaisemmin. Maarita alla olevasta puutiaisaivotulehduksen esiintyvyys -taulukosta™*

a) tapausaineiston moodiseka
b) tapausten lukumaarien keskiarvo ja otoskeskihajonta

vuonna 2020 taulukossa nimetyilld paikkakunnilla. Selitd, kuinka hyvin keskiarvo mielestasi kuvaa aineistoa
ja mita keskihajonnan arvo tarkoittaa tassa tilastossa.

* Eteldinen Suomi saaristoineen seka Ahvenanmaan saaristo.
**Taulukko supistettu Varsinais-Suomeen ja Ahvenanmaahan Puutiaisaivokuumeen esiintyvyys ja rokotussuositukset
tartuntapaikkakunnittain-taulukosta (THL, 2021).

Kunta tai Tapausten lkm
kaupunki vuonna 2020

Parainen 7
Ahvenanmaa 15
Kustavi
Naantali
Uusikaupunki
Kaarina
Turku

591!

Puutiaiset, tuttavallisemmin punkit, ovat levinneet yha laajemmalle alueelle Suomessa ja samalla punkkien vélittdmat
borrelioosi- ja puutiaisaivotulehdustartuntojen maarat ovat kasvaneet. Yhtena syyna siihen, ettd punkkeja tavataan yha
pohjoisemmilla leveysasteilla sekd yha varhaisemmin kevaalla ja myéhemmin syksylld, pidetdan ilmaston ldmpenemista.
Uusia punkkiriskialueita on syntynyt jopa aivan kaupunkien puisto- ja viheralueille. T&man vuoksi on hyddyllista tietda, milla
alueilla punkkeja on havaittu ja kuinka niilta voidaan suojautua.

—_ NN OO

Lisaa aiheesta:

Tietoa TBE-viruksesta: puutiaisaivotulehdus ja TBE:n esiintyvyys kartalla, THL

Tietoa borrelia-viruksesta ja oireista: borrelioosi, THL =

Punkkien levinneisyys ja seuranta: punkkilive, Turun yliopisto

Punkkien levinneisyyttd kartoitetaan kansalaistutkimuksen avulla: mediatiedote, Turun yliopisto


https://thl.fi/fi/web/infektiotaudit-ja-rokotukset/taudit-ja-torjunta/taudit-ja-taudinaiheuttajat-a-o/puutiaisaivotulehdus
https://www.thl.fi/ttr/gen/atlas/html/atlas.html?show=tbe_riskienarviointi
https://thl.fi/fi/web/infektiotaudit-ja-rokotukset/taudit-ja-torjunta/taudit-ja-taudinaiheuttajat-a-o/borrelia
https://www.punkkilive.fi/
https://www.utu.fi/fi/ajankohtaista/mediatiedote/puutiaisten-levinneisyytta-selvitetaan-kansalaistutkimuksen-avulla

ERAS MALLIRATKALSU

a)

b)

Moodi eli tyyppiarvo on havaintoaineistossa yleisimmin esiintyva tilastomuuttujan arvo eli se arvo, jolla
on suurin frekvenssi. Taman aineistoin tyyppiarvo on “"Ahvenanmaa”, silla sen frekvenssi on 15 eli siella
puutiaisaivokuume- eli TBE-tapauksia on ollut 15 vuonna 2020.

Keskiarvo kuvaa, kuinka paljon puutiaisaivokuumetapauksia eri paikkakunnilla on keskimaarin.
Tilastomuuttujan keskiarvo saadaan laskemalla yhteen muuttujan arvot ja jakamalla summa havaintojen

lukumaaralla:
n

1 1 27 6
u=;;xi =7-(7+15+0+0+2+2+1)=7=37z
Taulukon paikkakuntien puutiaisaivokuumetapausten keskiarvo on siis 4 tapausta paikkakunnalla. Taméa
keskiarvo ei yksistaan riitd kuvamaan aineistoa, silld se ei anna kuvaa TBE-tapausten todellisesta
jakautumisesta eri paikkakunnille; esimerkiksi Kustavissa ja Naantalissa TBE-tapauksia ei ole vuonna
2020 ollut lainkaan, kun taas Ahvenanmaalla tapauksia on ollut I8hes nelinkertainen maara keskiarvoon

verrattuna.

4,

Jakauman hajontaa mittaavat tunnusluvut ilmentavat havaintojen eli tdssa TBE-tapausten lukumaaran
vaihtelun suuruutta havaintoaineistossa. Tutkitaan TBE-tapausten keskihajontaa, joka kuvaa
havaintoaineiston arvojen poikkeamaa keskiarvosta. Keskihajonta o

n

o= [ w2 = ;Zm—z})z

i=1

(7—-4)2+(15-4)2+(0-42+0—-42+2-42?+2-4*+(1-4)?
7

(3)2 + (11)2 4 (—=4)2 + (—4)2 + (—=2)2 + (—=2)? + (—3)?
7

2 2 2

1253
= |7 = 5,0568... = 5.

Keskihajonta on siis 5 eli TBE-tapausten lukumaarat eri paikkakunnilla ovat hajautuneet keskimaarin 5:n
tautitapauksen paahan keskiarvosta.



TENTAVA T: KESTAVYYSTREENT

Matalatehoisessa aerobisessa harjoittelussa liikutaan sykkeelld, joka on noin 60-70% maksimisykkeesta.
Eradssa tutkimuksessa todettiin, ettd matalatehoisessa aerobisessa harjoittelussa koehenkildiden sykkeen
keskiarvo oli 130 bpm (beats per minute) ja keskihajonta 8 bpm. Syke on kutakuinkin normaalisti jakautunut.

a) Kuinka monella prosentilla koehenkilGista syke oli alle 120 lydntia minuutissa?

b) Milla todennakdisyydella satunnaisesti valitun koehenkilon syke oli valilld 120-140 lyontia
minuutissa?

c) Milla sykevalilla syke oli 95,0 %:lla koehenkildistd?

157!

Ihmisen syke kertoo, montako kertaa sydan lyd yhden minuutin aikana. Syke vaihtelee ennen muuta kehon fyysisen
aktiivisuuden ja rasituksen mukaan: mitéd enemman keho rasittuu, sitd enemman syddmen on pumpattava verta tyéta
tekeville lihaksille. Syke on alhaisimmillaan levossa (nukkuessa) ja korkeimmillaan voimakkaassa fyysisessa
rasituksessa esim. HIIT-harjoituksessa. Sykkeeseen vaikuttaa myds henkildn psyyke, kuten mielialan muutokset, stressi
jajannitys, seka tupakka, alkoholi ja kofeiinipitoiset juomat.

Maksimisyke tarkoittaa sykettd, jonka henkild voi saavuttaa kovassa fyysisessd suorituksessa ilman, ettd sen
hetkellisestd saavuttamisesta on hanelle vaaraa. Maksimisyke on yksildllinen ominaisuus, joka riippuu muun muassa
henkildn idsta ja sukupuolesta. Vanhemmiten maksimisyke laskee. Yksi yleinen tapa arvioida henkilén maksimisyketta
on vahentaa henkilon ika luvusta 220.

Leposyke tarkoittaa nimensa mukaisesti syketta henkilon ollessa levossa, mutta kuitenkin hereilla. Tyypillisesti leposyke
on aikuisella noin 50-90 lydntiad minuutissa, mutta maksimisykkeen lailla leposyke on yksildllinen ja myds geneettinen
ominaisuus. Aktiiviliikkujilla leposyke voi hyvin olla alle viitearvon, silla kestavyysliikunta ja -urheilu laskevat leposyketta.
Jannittavid huhuja liilkkuu juoksijalegendojen historiallisen alhaisista leposykkeista 25-30 lyénnin valilla. Kuitenkin
esimerkiksi Paavo Nurmella oli nykytiedon valossa normaali sydan ja syke, vaikka aikanaan Amerikassa vérikkaasti
tokaistiin "alhaisin pulssi, korkein taksa".

Lisaa aiheesta

Syke-késitteistd kuntoilijalle, Polar.

Matalatehoinen peruskestavyysharjoittelu rakentaa kuntopohjaa ja auttaa palautumaan arjesta,
Liikunta & Tiede 2-3/2019.



https://www.polar.com/fi/smart-coaching/heart-rate-the-essentials
https://www.lts.fi/media/liikunta-tiede-lehden-artikkelit/2-3_2019/lt_2-3_19_31-35_lowres.pdf
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Merkitdan sykettd satunnaismuuttujalla X. Nyt X~N(130,8). Koska odotusarvo poikkeaa nollasta ja
keskihajonta on erisuuri kuin 1, tulee suorittaa normittaminen.

a)

b)

c)

P(X < 120) = P(Z < =22)

=P(Z >
=PZ<-2

= P(Z < —1,25).

Tasta normaalijakauman symmetrian nojalla saadaan:
P(Z<—-125)=1—-P(Z <1,25)

=1-®(1,25)

=1-0,8944

= 0,1056

~ 10,6 %.
Siis noin 10,6 %:lla koehenkilGista syke oli alle 120 lyontia minuutissa.

P(120 < X < 140) = P(——2 < Z < 2222

=P(-1,25< Z < 1,25)

= ®(1,25) — ¢(—1,25)

= ®(1,25) — [1 — $(1,25)]

= ®(1,25) + P(1,25) -1

=2-9(1,25) -1

=2-08944 -1

= 0,7888

=~ 78,9 %.
Siis satunnaisesti valitun koehenkilon syke on valilla 120-140 lyéntia minuutissa 78,9 %:n
todennakdisyydella.

Normaalijakauman symmetrian vuoksi oletetaan, etta kysytyn valin minimi- ja maksimisyke ovat yhta
kaukana odotusarvosta (keskiarvosta) 130 bpm. Taten voidaan merkitd kysyttya sykevalid

(130 — a, 130 + a). Syke kuuluu kyseiselle valille todenndkdisyydelld
130 —a — 130 130 +a — 130

<Z<
8 8
= P(—oe<Z <o

8 8

=0 (3)-o(-)

=o(g)-1-2(G)

a
=2-0 (g) ~1
Koska tehtdvassa oltiin kiinnostuneita sykevalista, johon koehenkilon syke kuuluu 95,0 %:n

todennakoisyydelld, saadaan yhtélo
a
2-¢(§)—1=0,950 |+ 1

P(130 —a < X < 130 + a) = P(

z-cb(%) = 1,950 ||:2



a
P (5) = 0,975

Taulukosta saadaan ®(x) = 0,975, kun x = 1,96. Néin ollen

a

—=1,96 -8

8 4 ||

a = 15,68.
Sijoittamalla a = 15,68 ~ 16 sykevalille (130 — a, 130 + a), saadaan sykevéliksi (114,146). Tdma

on siis sykevali, johon 95,0 %:n koehenkildistd syke kuului heidén tehdessaan matalatehoista
aerobista harjoitusta.



TEHTAVA §: ENSTAPUTAIDOT

Ensiapu on loukkaantuneelle tai sairastuneelle henkildlle tapahtumapaikalla usein nopeasti annettavaa apua,
jolla pyritddn turvaamaan autettavan peruselintoiminnot seka estdamaan hanen tilansa paheneminen.
Ensiavun kasite pitaa sisallaan monenlaisia auttamisen taitoja; se voi olla tilanteesta riippuen esimerkiksi
hatakeskukseen soittamista, tilannearvion tekemista onnettomuuspaikalla, sairauskohtauksissa auttamisen
taitoja, haavojen sidontaa, henkistd tukemista, tukehtumisen estamista tai paineluelvytysta. Ensiapua ja
hatdensiapua voidaan antaa, vaikka antajalla ei olisi erityista ammattitaitoa tai valineitd. Usein maallikon
antama apu parantaa huomattavasti apua saavan mahdollisuuksia selviytya ja toipua.

LahiTapiolan Arjen katsaus -kyselyn (n=1026) tulosten mukaan noin 36% ihmisistd osaisi oman arvionsa
mukaan antaa ensiapua liikenneonnettomuuden sattuessa. Valitaan viiden hengen satunnainen otos
suomalaisia. Asetetaan satunnaismuuttujaksi X otokseen valittujen liilkenneonnettomuustilanteessa
ensiaputaitoisten henkildiden lukumaara.

a) Perustele, mita jakaumaa satunnaismuuttuja X noudattaa ja miksi.
b) Muodosta satunnaismuuttujan X jakauma, esita se taulukossa ja selvitd, mikd on sen todennakdisin

arvo.
Toiminta liikenneonnettomuuden sattuessa 2
(%), n=1026 ° =X
Osaisin hdlytt&a apua 7

Tied&n missé jarjestyksessd soittaa
apua, auttaa muita henkildita ja
varoittaa muuta litkennetta

Tied@an, mité varusteita autostani
tai ajoneuvoista yleensa 15yt

onnettomuuden varalle

Tieddn, kuinka voisin

varoittaa muuta liikkennettd

Osaisin antaa ensiapua

En ole koskaan ajatellut asiaa 6

En osaa sanoa I 3

Léhde: LahiTapiolan Arjen katsaus -kysely

tammikuu 2021, Kantar TNS 0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70%

591!

Bee Gees yhtyeen Stayin' Alive -kappaleessa on oikea rytmi
(104 lydntida minuutissa) paineluelvytyksen antamiseen.
Kappale on esimerkiksi Amerikan sydénliiton (the American
Heart Association) suosittelema elvytyksen taustalle.

Lisaa aiheesta:

Ensiapuohjeita eri tilanteisiin, Suomen Punainen Risti.

Maailman elvytyspaiva 16.10.(WorldRestartAHeart) ja biiseja elvytystilanteeseen, SPR ja Sydanliitto.

Arjen katsaus -kysely 2021: Miten suomalaiset toimivat lilkenneonnettomuuden sattuessa, L&hiTapiola.



https://www.punainenristi.fi/ensiapu/ensiapuohjeet/
https://rednet.punainenristi.fi/node/52890
https://open.spotify.com/playlist/4vJjiSth32W3IkI8dMfQgt?si=zrgKynndTsiDcyoZxpMeWA&nd=1
https://www.lahitapiola.fi/tietoa-lahitapiolasta/uutishuone/uutiset-ja-tiedotteet/uutiset/uutinen/1509570931695
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a)

b)

Tehtavan tilannetta voidaan ajatella toistokokeena, jossa toistoja on viisi. Niin sanotun onnistuneen
toiston eli tdssa ensiaputaitoisen henkilon [dytymisen todennakdisyys on jokaisella toistolla sama 36%
eli 0,36. Toistokokeessa onnistuneiden toistojen lukumaarad noudattaa aina binomijakaumaa eli
X ~ Bin(5;0,36), jossa satunnaismuuttuja X on otokseen valittujen lilkenneonnettomuustilanteessa
ensiaputaitoisten henkildiden lukumaara.
Ensiaputaitoisia henkilgita voi olla viiden henkilon joukossa 0, 1, 2, 3, 4 tai 5. Na&ain ollen
satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot 0, 1, 2, 3, 4 tai 5. Lasketaan eri arvoja vastaavat
pistetodennakdisyydet toistokokeen kaavalla

P(X = k) = (})p*q™ ¥, jossan on toistojen m&ara.

Tassan=5; k=0, 1, 2, 3, 4, 5; p=0,36 ja g=1-p=1-0,36.
Viiden joukossa on 0 ensiaputaitoista:

P(X =0) =(3)0,36°-0,64° = 0,1073 ... ~ 0,11
Viiden joukossa on 1 ensiaputaitoinen:

P(X =1) =(3)0,36' - 0,64* = 0,3019 ... ~ 0,30
Viiden joukossa on 2 ensiaputaitoista:

P(X =2) =(3)0,362-0,64° = 0,3397 ... ~ 0,34
Viiden joukossa on 3 ensiaputaitoista:

P(X =3) =(3)0,36%- 0,64 = 0,1911 ... ~ 0,19
Viiden joukossa on 4 ensiaputaitoista:

P(X =4) = ($)0,36*-0,64! = 0,0537 ... ~ 0,05
Viiden joukossa kaikki ovat ensiaputaitoisia:

P(X=5)= (2)0,365 - 0,64° = 0.0060 ... ~ 0.01
Tama on satunnaismuuttujan X jakauma. Se voidaan esittaa taulukkona

k P(X=k)
0 on
1 0,30
2 0,34
3 019
4 0,05
5 0,01

Satunnaismuuttujan X todennékdisin arvo on 2, silla sitd vastaava pistetodennakdisyys 0,34 on suurin.
Taten siis on todennakoisinta, etta viiden henkilon joukosta ensiaputaitoisia on kaksi.
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TERTAVA 5: KOULUKIUSAAMINEN 2 B

Koulukiusaaminen on koulussa tai muussa oppilaitoksessa tapahtuvaa psyykkista, sosiaalista tai fyysista
vakivaltaa, joka on tarkoituksellista ja toista vahingoittavaa. Kiusaaminen on sen uhrille henkisesti
vahingollista ja voi aiheuttaa traumoja, jotka saattavat jatkua I&pi eldman. Kouluterveyskyselyssa 2021
yhteensa 91560 8. ja 9. luokkalaiselta kysyttiin: "Kuinka usein sinua on kiusattu koulussa tdman lukukauden
aikana?” Merkitdan edelld mainittua kiusaamisen yleisyyttd kartoittavaa kysymysta diskreetilla
satunnaismuuttujalla X. Alla olevan taulukon jakauma mukailee saatuja tuloksia.

a) Laadijakaumasta pylvasdiagrammi.

b) Maérita suhteellinen frekvenssi f%, summafrekvenssi sf ja suhteellinen summafrekvenssi sf%.

c) Selvitd, milld todenndkdisyydelld 8. tai 9. luokan opiskelija on joutunut kiusaamisen uhriksi
lukukauden aikana.

X f

useita kertoja viikossa 2106
noin kerran viikossa 3388
harvemmin 17213
ei lainkaan 68 853

Alla olevat kuvat Unescon Behind the numbers: Ending school
violence and bullying -raportista (2019).

Figure 21. Differences in mental health status and the prevalence of risk behaviours between i who were bullied

and those who were not bullied

X
qr
Felt lonely . 8.2%
BULLYING g Were so worried they could not sleep at night . 70%

Seriously considered attempting suicide ]20%
Current tobacco use . 86%
Current alcohol use 186%

Current marijuana use 1 7%
Early sexual intercourse 189%
SEXUM U,QL@\CQ @ Bulliedinthepast30days @ Notbullied in the past 30 days

Lisaa aiheesta: Source: Secondary analysis calculations based on GSHS data.
Tietoa koulukiusaamisesta, KiVa Koulu

Niko Tiuraniemen tarina kiusatuksi joutumisesta, Yle 20.2.2022

Kiusaamisen yleisyys ylakoulussa ja toisella asteella vuosina 2006-2021, THL Kouluterveyskysely

Kiusaamisen vastainen toimenpidechjelma KiVa Koulu, KiVA Koulu -ohjelma ja Turun yliopisto

Koulukiusaamisen vastaisten ohjelmien arviointi, Yle 20.10.2021

Harjoituksia mielenterveyden vahvistamiseen, Suomen Mielenterveys ry

Koulukiusaaminen on maailmalla ja sitd ehkaisevia asioita, Unesco, The Global Education 2030 Agenda -hanke


https://www.kivakoulu.fi/category/oppilaalle/
https://yle.fi/uutiset/3-12325368
https://sampo.thl.fi/pivot/prod/fi/ktk/ktk1/summary_trendi?alue_0=600836&mittarit_0=199799&mittarit_1=199682&mittarit_2=199867&sukupuoli_0=143993
https://www.kivakoulu.fi/kivaohjelmasta/
https://yle.fi/uutiset/3-12135092
https://mieli.fi/vahvista-mielenterveyttasi/mielenterveys-ja-arjen-taidot/
https://unesdoc.unesco.org/in/documentViewer.xhtml?v=2.1.196&id=p::usmarcdef_0000366483&file=/in/rest/annotationSVC/DownloadWatermarkedAttachment/attach_import_bde4b99c-4c09-4466-b366-4a04ae1782c7%3F_%3D366483eng.pdf&locale=en&multi=true&ark=/ark:/48223/pf0000366483/PDF/366483eng.pdf#%5B%7B%22num%22%3A509%2C%22gen%22%3A0%7D%2C%7B%22name%22%3A%22XYZ%22%7D%2Cnull%2Cnull%2C0%5D
https://unesdoc.unesco.org/in/documentViewer.xhtml?v=2.1.196&id=p::usmarcdef_0000366483&file=/in/rest/annotationSVC/DownloadWatermarkedAttachment/attach_import_bde4b99c-4c09-4466-b366-4a04ae1782c7%3F_%3D366483eng.pdf&locale=en&multi=true&ark=/ark:/48223/pf0000366483/PDF/366483eng.pdf#%5B%7B%22num%22%3A509%2C%22gen%22%3A0%7D%2C%7B%22name%22%3A%22XYZ%22%7D%2Cnull%2Cnull%2C0%5D

ERAS MALLIRATKALSU

Tassa ratkaisussa on kaytetty MS Excel -ohjelmistoaja TI-Nspire CX CAS -ohjelmistoa.

a) Laaditaan tehtdvanannon taulukon pohjalta pylvasdiagrammi.

Koulukiusaaminen

80000
70000
60000
50000
40000
30000
20000
10000

2106 3388

useita kertoja noin kerran viikossa

viikossa

68853

17213

harvemmin ei lainkaan

Kuinka usein sinua on kiusattu tamanlukukaudenaikana?

b) Maaritetdan suhteellinen frekvenssi f%, summafrekvenssi sf ja suhteellinen summafrekvenssi sf%.
Kaytetaan apuna taulukkolaskentaa.

e

AX Bf

1 useita kertoja viikossa 2106
2 noin kerran viikossa 3388
3 harvemmin 17213
4 ei lainkaan 68853
5

6 otoskoko
7

8

9

10

‘

:sum(b] :b4)

Csuht f Dsf E suht sf
2.30013 2106 2.30013
3.70031 5494 6.00044
18.7997 22707 24.8001
75.1999 91560 100.

Sarakkeissa kaytetyt laskukaavat
(soluviittaukset):

b1
ci g  100.
91560
D2 SiRd»
d1
El g - 100.
91560

c) Oletetaan, etta 8. tai 9. luokan opiskelija on joutunut kiusaamisen uhriksi lukukauden aikana, jos han on
vastannut kysymykseen “Kuinka usein sinua on kiusattu koulussa taméan lukukauden aikana?” joko “useita

"o

kertoja viikossa”, “noin kerran viikossa” tai "harvemmin”. N&in ollen yhteenlaskusdannon nojalla:

P(opiskelijaa kiusattu) = 0,0230013 + 0,0370031 + 0,187997

= 24,8001 =~ 0,2480.

Siis opiskelija on joutunut lukuvuoden aikana kiusaamisen uhriksi todennadkoisyydelld 0,2480. Toisin
sanoen 24,80 %:a 8. ja 9. luokan opiskelijoista on kiusattu kuluneen lukuvuoden aikana.



TENTAVA10: TERVEYSPALVELUIDEN KAYTTO ERT TKARYHMISSA

Tutkitaan ian ja terveyskeskuskdyntien valistd yhteyttd. Alla olevassa kuviossa on esitetty
perusterveydenhuollon kaynnit** palvelumuodoittain ja ikdryhmittain vuonna 2017 (Ldhde: Suomalaisten

Laadi pylvaskuvion pohjalta taulukko perusterveydenhuollon kayntien lukumaarista eri ikaryhmissa

sosiaali- ja terveyspalveluiden kaytto tilastojen valossa).
a)
100 000 kaynnin tarkkuudella. Muodosta taulukon pohjalta hajontakuvio.
b) Sovita aineistoon lineaarinen malli ja toisen asteen polynominen malli.
c)

Maaritd mallien selitysasteet ja lineaarisesta mallista idn ja terveyskeskuskayntien vélinen
korrelaatiokerroin. Tulkitse riippuvuuden voimakkuutta ja pohdi tulosta mahdollisesti vaaristavia
tekijoita.

Kayntien lukumaara

5 000 000

4500 000

4000 000

3 500 000

3 000 000

2 500 000

2000000

1 500 000

1000000

500 000

0

B Muut* * Sisaltaa paihdetyon,
perhesuunnittelu-, ehkaisy-, kasvatus-
ja perheneuvolapalvelut sekd muut
Fysioterapia neuvolapalvelut, seulonnat ja
joukkotarkastukset, apuvélinepalvelut,
puhe- toiminta-, jalka- ja

Ml Tysterveyshuolto ravitsemusterapian,
terveyssosiaalitydn, muut kuntoutus-
ja erityisterapiat, paivatoiminnan,
Kouluterveydenhuolto péivésairaalatoiminnan seka muun
palvelutoiminnan.

Mielenterveystyo
Kotisairaanhoito
[l Opiskeluterveydenhuolto

M Lastenneuvola

| Il Aitiysneuvola ** Perusterveydenhuollon avohoidon
Il Avosairaanhoito kdynnit vastaanotolla, kotikdynnit,
tydpaikkakdynnit ja sairaalakaynnit.

ov. 1- 7= 15- 25— 50— 65— 75— 85v.-
6v. 14v. 24v. 49v. 64v. T74v. Baw

Ikdryhma

M

Suomalaisten terveys on parantunut viime vuosikymmenind paljon, mutta siitd huolimatta terveyserot eivat ole kaventuneet eri
vaestdryhmien valilld. Muun muassa henkildn ikd, sukupuoli, asuinalue, siviilisaaty, didinkieli ja sosioekonominen asema vaikuttavat kukin
osaltaan yksilon terveyteen, mutta myds terveyteen véestotasolla luoden eriarvoisuutta vaestdryhmien vélille. Esimerkiksi terveys- ja
toimintakyky heikkenevat ian my6ta, miehet sairastavat naisia enemman sydan- ja verisuonitauteja, asuinalueiden erilaiset elinolosuhteet
(kuten tydllisyystilanne, eldmanmeno, sosiaali- ja terveyspalveluiden saavutettavuus) heijastuvat kansantautien sairastavuuteen,
parisuhteessa eldvien koettu terveys on parempi ja elinikd pidempi kuin yksineldjilld ja suomenruotsalaiset ovat suomenkielisia
terveempid. Mité parempi on henkilén sosioekonomisen asema, sitd terveempi ja hyvinvoivempi han todennakdisesti on. Vahainen
koulutus, epdvarma ja heikko ammatillinen asema (pienituloisuus) seka vahainen varallisuus ovat vahvasti yhteydessa toisiinsa seké
huonon terveyden ja pahoinvoinnin kasaantumiseen. Erot terveyskayttdytymisessa, kuten tupakoinnissa ja alkoholinkdytdssa, selittavat
arviolta noin puolet terveyden sosioekonomisista eroista.

Sosioekonomiseen asemaan liittyvat terveyserot ovat monimutkainen toisiinsa linkittyvien syiden ja seurausten vyyhti. Yhteiskunnalliset
rakenteet vaikuttavat sosioekonomisen aseman muotoutumiseen ja terveyttd heikentévan sosiaalisen eriarvoisuuden syntyyn. Kuitenkin
yksi suomalaisen terveyspolitiikan perusperiaatteista on tarjota jokaiselle terveydentilan edellyttdmat riittavat ja laadukkaat palvelut
sosioekonomisesta asemasta, taloudellisista edellytyksista tai asuinalueesta riippumatta. Kaytannossa erot terveysosaamisessa seka
terveyteen liittyvissé tiedoissa ja taidoissa aiheuttavat sen, etta eri sosioekonomisessa asemassa olevat henkilét eivat ole yhdenvertaisia
palveluihin hakeuduttaessa. Lisaksi esim. asuinalue ja iké vaikuttavat palveluiden saatavuuteen ja saavutettavuuteen. Edelld mainituista
syista perusterveydenhuollon palveluiden kaytto vaihtelee eri vaestdryhmissa.


https://www.julkari.fi/bitstream/handle/10024/137690/SH%202018_11%20Suomalaisten%20sosiaali-%20ja%20terveyspalvelujen%20k%c3%a4ytt%c3%b6%20tilastojen%20valossa%20_%20L%20Kestil%c3%a4%20et%20al.pdf?sequence=1&isAllowed=y
https://www.julkari.fi/bitstream/handle/10024/137690/SH%202018_11%20Suomalaisten%20sosiaali-%20ja%20terveyspalvelujen%20k%c3%a4ytt%c3%b6%20tilastojen%20valossa%20_%20L%20Kestil%c3%a4%20et%20al.pdf?sequence=1&isAllowed=y
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Tassa ratkaisussa on kaytetty TI-Nspire CX CAS -ohjelmistoa.

a) Laaditaan pylvasdiagrammin pohjalta taulukko, josta ndhdaan, paljonko kédynteja kussakin ikdryhméassa
on. Ik&ryhmét ovat itse asiassa luokkia, joiden luokkakeskukset saadaan laskettua luokan todellisen
alarajan ja todellisen ylarajan keskiarvona. Merkitaan siis taulukkoon ikaryhmat, niiden luokkakeskukset
(ikd-sarake) hajontakuvion laatimista helpottamaan sekd terveyskeskuskaynnit (tk_kaynnit-sarake)
kyseisessa ikaryhmassa 100 000 kaynnin tarkkuudella ja muodostetaan hajontakuvio:

Aikdaryhma B luokkakeskus C tk_kaynnit °

4500000 4

10 0 800000
e ®

2 1-6 3.5 1600000

3500000
5 7-14 10.5 2000000 °
4 15-24 19.5 2200000 ¢ o
5 25-49 37 4600000 ' sepppee
6 50-64 57 3300000 [}
' 65-74 69.5 3900000 ?
¢ 75-84 79.5 3800000 1500000 e
g 85— 85 2800000

[ ]
o 0 10 20 0 40 56 60 70 0 S0
ika
b) Piirretadn lineaarinen malli (regressiosuora) ja toisen asteen polynominen malli:
4500000 ° Lineaarinen malli(suora)
T e y = 6156,8x + 1,72715 - 10°
3500000 TN
RN

. N\

g °\__ 2. asteen polynominen malli (paraabel)

S . 2.asteen polynominen malli (paraabeli

y = —1063.49x2 + 115371x + 920146
1500000+
500000
1] 10 20 30 40 SE] 60 70 80 0
ika
c) lan ja terveyskeskuskdyntien véliseksi korrelaatiokertoimeksi saadaan laskinohjelmiston avulla

r=0,711371. N&in ollen idn ja terveyskeskuskayntien vélinen korrelaatio on siis huomattava (ks.
korrelaatiokertoimen tulkintataulukko, MAOL). Lisaksi koska korrelaatio on positiivinen, niin voidaan
todeta, ettd ian kasvaessa myds terveyskeskuskayntien maara lisaantyy.

Selitysaste on korrelaatiokertoimen nelié eli r>=0,506048 eli noin 50,6%. Voidaan siis sanoa lineaarisen
mallin mukaan ian selittdvan 50,6% terveyskeskuskayntien maaran vaihtelusta. Laskinohjelmistolla
saadaan toisen asteen polynomisen mallin selitysasteeksi r’=0,837506 eli noin 83,8%, joka selittda jo yli
nelja viidesosaa terveyskeskuskayntien maarén vaihtelusta. Selitysasteiden perusteella toisen asteen
polynominen malli sopii kuvaamaan aineistoa lineaarista mallia paremmin. Toisen asteen mallissa



terveyskeskuskayntien maara on huipussaan noin 50-vuotiailla, jonka jalkeen kdyntien maara vahenee,
kun taas lineaarisessa mallissa kayntien maara kasvaa tasaisesti ian karttuessa.

Saatua tulosta saattaa vaaristda tehtdvanannossa asetettu terveyskeskuskayntien maéaran
suurpiirteinen tarkkuus sekd etenkin aineiston ikdryhma-luokkien eri laajuudet: luokkavalit ovat
eripituisia, mikd on hyvien laskukaytanteiden vastaista. Tuntuu luonnolliselta, ettd luokkavaliltaan
pisimmalla ikavalilla 25-49-vuotiaissa myds terveyskeskuskaynteja on eniten. Jos kyseinen luokka olisi
jaettu kahdeksi ikdryhmaksi, on mahdollista, etta lineaarinen malli olisi kuvannut aineistoa toisen asteen
mallia paremmin, sillda muiden datapisteiden perusteella vaikuttaisi siltd, etta terveyskeskuskayntien
maara lisdantyy ian myota.



TENTAVA 1L ROKOTTEEN ROOLL TAUDIN LEVIAMISEN EHKALSYSSA

Yksittaiset tautitartunnat puhkeavat populaatiossa tautiaalloksi tartunnan saaneiden méaaran kasvaa. Jos
jokainen sairastunut tartuttaa enemméan kuin yhden ihmisen, tauti alkaa levitd populaatiossa
eksponentiaalisesti. Kuinka suuresta tautiaallosta populaatiossa on kyse, riippuu siita, kuinka monta kukin
sairastunut tartuttaa.

Oletetaan, etta tauti X on erittdin helposti tarttuva ja jokaista sataa ei-immuunia ihmista kohden 96 sairastuu
kohdatessaan tautia sairastavan henkilon. Oletetaan myas, ettéa tautiin X kehitetty rokote on 95 %:n varma eli
95 ihmistd 100:sta ovat taysin immuuneja taudin tarttumiselle.

a)

b)

c)

Oletetaan, ettd ensimmainen tautiin sairastunut henkild on tekemisissa kahdenkymmenen terveen
kanssa. Tutki, montako ihmista yksi sairastunut keskimaarin altistaa taudin tartunnalle. Pohdi,
paaseekd tauti leviamaan populaatiossa epidemiaksi jokaisen populaation jasenen otettua
rokotteen.

Tutki a-kohdan oletuksin tilannetta, jossa 5 % populaatiosta on jattanyt rokotteen ottamatta.

Tutkitaan taudin X leviamista rokottamattomien, ei-immuunien ihmisten n-henkisessa ketjussa
sairastuneelta taudinkantajalta S terveelle, ketjun viimeiselle henkilélle T,,, kun S tapaa ensin
henkildn T;, sitten T; tapaa henkilon T, ja niin edelleen, kunnes jonon toiseksi viimeinen, n-1:s
henkildé T,,_; kohtaa viimeisen henkildén T,. Oletetaan kohtaamisaikavélien olevan tarttumisen
kannalta suotuisat. Vertaile 100 %-rokottautuneen yhteison tilannetta taysin rokottautumattoman
yhteison tilanteeseen tutkimalla henkilon T,, tartunnan saamisen todennakdisyytté eri jonon
pituuksilla n=5, n=20 ja yleisessa tapauksessa n.

591!

Taudin yleiselld levidmiskyvylld kuvataan sitd, kuinka monta uutta henkil6d yksi sairastunut keskimaarin tartuttaa
ymparistossaan. Esimerkiksi tuberkuloosipotilas tartuttaa keskimaarin 0,5 henkildd ja tuhkarokkopotilas 18. Téata
levidmiskyvyn ilmoittamisessa kaytettya lukua kutsutaan Ro-luvuksi, joka on sita suurempi, mitd helpommin tauti leviaa.
Ro-luvun ollessa pienempi kuin 1tauti ei yleensa aiheuta epidemioita.

Kaytanndssa siihen, kuinka paljon uusia tapauksia kukin sairastunut tartuttaa ja kuinka tehokkaasti tauti leviaa yhteisossa,
vaikuttaa myds ihmisyhteisdn tiiviys, ihmisten kayttdytyminen ja minka pituisesta tartuttavavasta vaiheesta on kyse.
Tietyissa yhteisoissa, kuten perheissa, paivakodeissa ja puolustusvoimien kasarmeissa, levidvat herkasti sellaisetkin
taudit, joiden levidmiskyky muuten on véhainen esim. kausi-influenssat.

Lisaa aiheesta:

Infektioiden tartunta, taudin synty ja levidminen, Duodecim.



https://www.terveyskirjasto.fi/dlk00569
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a)

b)

Kaikki yhteison jasenet ovat rokotettuja. Tautiin sairastunut henkild tapaa siis 20 ihmist&. Rokotteen
vuoksi 95 % heistad ovat immuuneja, joten tauti voi teoreettisesti tarttua vain 0,05-20=1 henkildon.
Todenndkoisyys, ettad tauti tarttuu tahan ei-immuuniin henkiloon, on 0,96 eli taudin tarttumisen
todenndkoisyys on huomattavan suuri. Tauti X ei kuitenkaan paase puhkeamaan tautiaalloksi ja
haviaa, silla jokainen tartunnan saanut henkild tartuttaa keskimaarin vain yhden ihmisen eika aina
sitakaan.

Tutkitaan tapausta, jossa b % populaatiosta ei ota rokotetta. Tauti voi potentiaalisesti tarttua
rokotettuihin ei-immuuneihin henkildihin, joita on populaatiosta

100% —95% = 5%
seka rokottamattomiin ihmisiin, joita on populaatiosta 5 %, eli yhteensa
5% + 5% = 10%

eli kymmenesosaan populaatiosta. Kun ensimmaisena tartunnan saanut tapaa 20 ihmista, voi tauti
yhteensa siis tarttua

0,1-20=2
eli kahteen henkildon. Nyt todennakoisyys, etta tauti tarttuu molempiin, on
0,96 -0,96 = 0,9216.

Voidaankin siis sanoa, ettd noin 92 %:n todenndkdisyydella sairastunut henkil§ tartuttaa kaksi
henkiloa. Todennakdisyys, etta tauti tarttuu vain toiseen kahdesta, on jaettavissa kahteen
tapaukseen. Joko tauti tarttuu henkilddn A eika tartu henkiléon B tai tauti ei tartu henkiléon A ja
tarttuu henkiloon B. Merkitdan A="taut tarttuu vain henkildon A"ja B="tauti tarttuu vain henkiloon B".
Tapaukset A ja B ovat selvasti toisensa poissulkevat, joten saadaan

P((AnBS)u (A nB)) = P(A)P(BS) + P(A°)P(B)
=0,96-0,04 + 0,04 0,96
=2-0,04-0,96
= 0,0768.

Siis todenndkoisyys sille, etta vain toinen saisi taudin on noin 8 %. Todennakaisyys, ettei kumpikaan
saa tautia on

0,04 - 0,04 = 0,0016.

Taten todenndkdisyys, ettei kumpikaan saisi tartuntaa on todella pieni, vain noin 2 %o.
Havainnollistetaan laskettuja tartunnan todennakdisyyksia puukaaviolla:

3



09216 0,0016
00768
Molemmat Vain toinen Kumpikaan
sairastuvat sairastuu el sairastu

On siis selvasti todenndkdisinta, ettd yksi sairastunut tartuttaa kaksi henkil6a ja tama riittaa
tartunta-aallon puhkeamiseen. Nimittdin keskimaarin jokainen sairastunut tartuttaa 1,92 (0,96-2)
ihmista. Vaikka rokote tautiin X on tehokas suojaten 95 % ottajistaan, niin tdméan tehtavan
tilanteessa, taudin ollessa erittéin tarttuva, laumaimmuniteettia ei saavuteta vield silla, ettd 95 %
populaatiosta ottaa rokotteen.

HUOMAUTUS!

Tehtavan havainnollistus taudilla X on hieman karjistetty. Todellisuudessa useimmilla tartuntataudeilla
laumaimmuniteetti saavutetaan, kun noin 95 % populaatiosta ottaa rokotteen, silld suurin osa tartuntataudeista ei
ole tartuttavuudeltaan taudin X tasoa. Viruksen aiheuttamat rokot ovat taudeista helpoimmin tarttuvia, esimerkiksi
tuhkarokon tarttuvuus on noin 90 %:n luokkaa.

c) Piirretdan tehtavan havainnollistukseksi kuva tartuntaketjusta:

Tutkitaan ensin tilannetta, jossa kaikki jonon henkildt ovat rokottamattomia. Jonon ensimmaéiseen
henkilddn tauti X tarttuu todennakoisyydelld 0,96. Jotta tauti tarttuisi jonon viimeiseen henkildon T,
(jonon n:s henkild), sen taytyy tarttua hanen lisdkseen jokaiseen henkildon kohtaamisten ketjussa
ennen hanta. Siis todennakdisyys, etta tauti tarttuu henkildén T, on

P(T,, sairastuu) = P(T,sairastuu ja T, sairastuu ja ... ja T,, sairastuu)

n
= 1—[ P(T; sairastuu )
1

=0,96-096-..-096
=0,96".



Siis n-henkisessa tartuntaketjussa todennakéisyys, etta tauti tarttuu jonon viimeiseen henkildn on
0,96™. Nain ollen todennakdisyys on sitd pienempi, mitd pidempi jono on. Kun jono on viisihenkinen,
todennakoisyys etta tauti X tarttuu jonon viimeiseen henkilddn, on

P(Ts sairastuu) = 0,96°> = 0,815372 ... ~ 0,8154.
Vastaavasti, kun jono on 20-henkinen, saadaan

P(T,, sairastuu) = 0,96%° = 0,442002 ... ~ 0,4420.
Seka viisi- ettd 20-henkisessa jonossa tartunnan todennakadisyys on taten huomattavan suuri.
Tarkastellaan sitten tilannetta, jossa kaikki jonon henkilt ovatkin rokotettuja. Talldin

P(T,, sairastuu) = 0,05",jolloin

P(Ts sairastuu) = 0,05° = 0,000000312 ja

P(T,, sairastuu) = 0,052° = 9,5..- 10727 = 0.

Siis tartunnan levidminen jonossa, jossa kaikki ovat rokotettuja, on hyvin epatodenndkéista
viisihenkisessa jonossa ja lahes mahdotonta 20-henkisessa jonossa.

HUOMAUTUS!

Tassd ketjuesimerkissd huomataan hyvin, ettd sairastunut henkild tartuttaa muita myds epésuorasti.
Todellisuudessa tartuntaketjut muodostavat tartuntaverkkoja sairastuneen henkilén tavatessa useita ihmisia ja
toisaalta myos naiden henkildiden taas tavatessa muita ihmisia.
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TENTAVA 12: TAUTITESTIN LUOTETTAVUUSTARKASTELU

Moni virus, kuten tassd tehtdvassa tutkittava Hl-virus, voidaan havaita padosin terveyskeskuksissa ja
sairaaloissa tehtavilla testeilld. Tallaisia ovat esimerkiksi verindytteestd tehtdvat vasta-aine- ja
antigeenitestit.

Oletetaan, etta HI-virusta kantaa vaestdssa kolme ihmista tuhannesta. Jos ihmisella on HI-virus, tietty testi
ilmoittaa 95 % varmuudella, etta ihmiselld on kyseinen virus. Jos taas ihmisella ei ole virusta, testi ilmoittaa
95 % varmuudella, ettd ihmisella ei ole virusta. Oletetaan myos seka vaarien positiivisten etta vaarien
negatiivisten testituloksien osuuden olevan kummankin 5 %. Milla todennakoisyydella

a) testitulos on positiivinen,

b) testitulos on negatiivinen,

c) ihmisella on virus, jos tiedetaan testituloksen olevan positiivinen,

d) ihmiselld ei ole virusta, jos tiedetaan testituloksen olevan positiivinen? Pohdi testin luotettavuutta.

e) Tarkastellaan tilannetta Eteld-Karjalassa, jossa oli vuonna 2017 Suomen korkein HIV-ilmaantuvuus
(6,1/100 000). Oletetaan muutoin tehtdvanannon tiedot testista oikeiksi. Milld todennédkdisyydella
positiivisen testituloksen saaneella henkildlla ei ole virusta?

55T <

HIV on krooninen autoimmunologinen sairaus, jonka aiheuttaa Hl-virus. Viruksen aiheuttamille haitoille ei Lis3s aiheesta:
toistaiseksi ole Idydetty parannuskeinoa, mutta ladkehoidoilla pystytdan pitdmaan viruksen aiheuttamat
vauriot hallinnassa. Taudin varhainen toteaminen on térke&a, jotta hoito toteutuu parhaalla mahdollisella HIV sairautena, Hivpoint

tavalla eika infektoituneen elimistdn puolustuskyky laske viruksen tuhotessa valkosoluja, jotka suojaavat
elimistdd taudinaiheuttajilta. Hoitamattomana HIV-infektio voi edetd pahimmillaan henked uhkaavaan
AIDS-vaiheeseen, jossa elimiston puolustusjérjestelmd heikentyy vakavasti. Hl-viruksen aiheuttama
tartunta voidaan havaita verindytteesta tehtavalla vasta-ainetestilla.

(Hiv-s&atio).



https://hivpoint.fi/tietoa-hivista/
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a)

b)

c)

d)

Merkitaan seuraavasti

V ="ihmiselld on virus", E =V ="ihmisell3 ei ole virusta”,
P ="testi on positiivinen”, N =P~ ="testi on negatiivinen”.

Halutaan siis selvittda P(P).

Tunnetaan todennakdisyydet

P(V) = ——=0,003

P(E) =1-10,003 = 0,997
P(P|V) = P(N|E) = 0,95
P(N|V) = P(P|E) = 1 — 0,95 = 0,05.

Sijoittamalla tunnetut todennakdisyydet kokonaistodennakdisyyskaavaan (Lause 2) saadaan, ettd
testitulos on positiivinen todennakoisyydella

P(P) = P(P|V)P(V) + P(P|E)P(E)
=0,95-0,003 + 0,05-0,997
= 0,0527.

Koska todellisuudessa HIV-virusta kantaa 0,3 % vaestdsta, huomataan testin antavan positiivisia tuloksia
enemman kuin taudinkantajia todellisuudessa on.

Tarkastellaan negatiivisen testituloksen todennakdisyytta
P(N) = P(N|V)P(V) + P(N|E)P(E)
=0,05-0,003 + 0.95-0,997
= 0,9473.

Tahan oltaisiin paasty yhtd lailla vastatapahtuman todenndkdisyyden avulla (komplementtikaava).
Tuloksesta huomataan testin antavan viruksen todelliseen esiintyvyyteen verrattuna liian vahan
negatiivisia tuloksia.

Lasketaan seuraavaksi Bayesin kaavalla (Lause 3) ehdolliset todennékdisyydet kaanteistapauksille P(VIP)
ja P(EIP). Positiivisen testituloksen saanut henkild on viruksen kantaja todennékdisyydelld

P(P|V) P(V) _ 0,950,003

PVIP) = P(P) 0,0527

= 0,05407..~ 0,05.

Siisvain 5 % saaduista positiivisista tuloksista tarkoittaa, etta testin tehneella henkild on todellisuudessa
viruksen kantaja.

Vastaavasti positiivisen testituloksen saaneella henkil6lla ei ole virusta todennakdisyydella

1)



P(P|E) P(E) _ 0,05:0,997

P(EIP) = P(P) 0,0527

= 0,94592..=~ 0.95.

Samaan tulokseen paastaisiin myds komplementtikaavalla
P(E|IP)=1-P(V|P)=1-0,05=0,95.

Siis 95 % positiivisista testituloksista tulee virheellisesti terveille henkildille. Huomataan, etta
intuitiivisesti luotettavalta vaikuttanut HIV-testi osoittautuikin huonoksi tavaksi seuloa tartuntoja. Testin
huono luotettavuus johtuu virheellisten positiivisten tulosten suuresta maarasta, joka taas johtuu siita,
ettd vaikka virheellisten tulosten todennakdisyys on pieni (0.05), niin virheellisid positiivisia tuloksia
syntyy runsaasti, koska terveiden ihmisten osuus on suuri(0.997).

HUOMAUTUS:

Vastaavasti saataisiin laskettua myds todennakdisyydet tapauksille, joissa negatiivisen testituloksen saanut henkild on
viruksen kantaja tai terve henkild, ja saataisiin P (VIN) = 0,0002 ja P (EIN) = 0,9998. Havainnollistetaan laskettuja ehdollisia
todenndkdisyyksid puukaaviolla:

095 _ p 005
0,003 5 < 0,0527 E < .
005 ~ N 0,95
005 _p 00002
0,997 E < 0,9473 N<
095 N 0,9998  E
e) Eteld-Karjalassa 2017 positiivisen testituloksen saaneella henkil6lla ei ole virusta todennakdisyydella
_ P(PIE)P(E) _ P(P|E) P(E) _ 0,05-0,999939 N
P(Elp) N P(P) - P(P|V)P(V)+P(P|E)P(E) - 0,95:0,000061+0,05-0,999939 ~U,99.

Tassa testi siis vaikuttaisi vielakin epaluotettavammalta. Todellisuudessa Hl-viruksen havaitsemisessa
vasta-ainetestilld oleellinen luotettavuustekija on se, kuinka kauan mahdollisesta tartuntahetkesta on kulunut
aikaa. Jos HIV-vasta-ainetta ei ole kolmessa kuukaudessa tartunnasta kehittynyt, voi olla varma, ettei ole
viruksen kantaja eli negatiivinenkin testitulos on vasta tuolloin varmasti luotettava. Yleensa vasta-aineet
kehittyvat kuitenkin muutamassa viikossa tartunnan jalkeen.






