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Tutkielma esittelee aikasarja-analyysiin liittyvédd teoriaa lineaaristen ja epilineaaristen
aikasarjamallien osalta. Kisittely etenee lineaaristen mallien teorian kautta kohti epéline-
aarisen STAR-mallin esittelyi kohti.

Aluksi tutkielmassa esitelldén lineaarisen aikasarjamallin perusoletuksia sekd AR(p)-
malli. Tdmén jilkeen siirrytddn epilineaarisen aikasarjamallien teoriaan ja STAR(p)-
mallin késittelyyn. Lopuksi esitellddn vield mallinnustehtéva, jossa epdlineaarisen aikasar-
jamallin kdyttd on perusteltua. Tehtidvissi valituilla valintakriteereilld parhaaksi malliksi
osoittautuu LSTAR(3)-malli kynnysmuuttujan viiveelld yksi.

Kéaytidnnon sovelluksen tuloksista huomataan, ettd kriteerien valinnalla on suuri merkitys
saatuun lopputulokseen.
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1 Johdanto

Aineistoja, joissa havainnot ovat riippuvia pelkistdédn ajasta, kutsutaan aikasarjoiksi. Ku-
ten regressiomallien kohdallakin, yksinkertaisimmat aikasarjojen mallinnuskeinot ovat
lineaarisia. Niiden etuna on yksinkertaisuus. Lineaariset aikasarjamallit eivit sovellu kui-
tenkaan kaikkiin mallintamisongelmiin.

Lineaaristen mallintamiskeinojen jatkeeksi on kehitelty useita erilaisia epilineaarisia mal-
leja. Néisti ehké 1ihimpénd lineaarisia malleja ovat regiiminmuutosmallit, joissa aineiston
sisdinen vaihtelu jaetaan kahteen tai useampaan lineaariseen vaiheeseen. Niistd malleista
yksinkertaisimmat ovat TAR- ja STAR-mallit, jotka ovat lineaarisen AR-mallin ensim-
maiiset epilineaariset vaihtoehdot. Tdma tutkielma keskittyy STAR-mallin tarkasteluun.
Lisdksi tutkielmassa esitelldin kdytinnon sovellus, jossa lineaarisen mallinnuksen perus-
oletukset eivit toteudu, jolloin on perusteltua kiyttdd epilineaarista mallia.

Tamaén tutkielman tavoitteena on esitelld aikasarjamallinnuksen yleisti teoriaa ja syventaa
titd epdlineaaristen mallien suuntaan. Lineaaristen aikasarjamallien kdyton kannalta tér-
kedd teoriaa késitellddn luvussa 2. Luku 3 syventaa teoriaa epilineaaristen mallien kdyton
mahdollistamiseksi. Luvussa 4 esitelldén kdytannon sovellus, jossa epélineaarinen STAR-
malli tuottaa paremman ratkaisun verrattuna lineaariseen AR-malliin. Lukijalta oletetaan
aikasarja-analyysin lineaarisen teorian perustason ymmarrysti.

Tutkielman laatimisessa lineaarisia aikasarjamalleja késittelevin osuuden osalta seurataan
Ruey S. Tsayn teosta Analysis of Financial Times Series. Lisdksi apuna kiytetdin Henri
Nybergin Aikasarja-analyysin suomenkielistd monistetta. Epélineaarisia aikasarjamalleja
kisittelevin osuuden kohdalla tarkeimpiné ldhteend kéytetddn Philip Hans Fransesin ja
Dick van Dijkin teosta Non-Linear Time Series Models in Empirical Finance.



2 Lineaariset aikasarjamallit

Téssd luvussa esitellddn lyhyesti lineaaristen aikasarjamallien perusoletukset sekd tar-
kastellaan tutkielman kokonaisuuden kannalta merkittdvin lineaarisen aikasarjaprosessin
yleistd tapausta. Luvussa esitellddn my0s erikoistapaus, joka on timén yleisen aikasarja-
prosessin yksinkertaisin muoto. Tutkielmassa rajoitutaan yksiulotteisten aikasarjojen tar-
kasteluun. Esitellyt oletukset toimivat teoreettisena pohjana lineaaristen mallien lisédksi
myos epilineaaristen aikasarjamallien méérittelyssid. Luvussa esitellddn lyhyesti stokasti-
sen prosessin periaate, stationaarisuus ja autokorrelaatiofunktio. Lineaarisista prosesseista
esitellddn AR(p)-prosessi sekd sen yhden viiveen erikoistapaus AR(1).

2.1 Stokastinen prosessi

Aikasarja-analyysin kontekstissa stokastinen prosessi on joukko satunnaismuuttujia {y;; t =
0,+1, £2, ...}, jotka ovat riippuvia aikaindeksistd z. Merkintid y, kdytetddn myos jo havai-
tuista aikasarjan arvoista (Nyberg, 2020). Satunnaismuuttujat voivat sijaita eri pituisilla
aikavileilld, mutta yksinkertaistuksena oletetaan, ettd tima aikavéli on vakio. Yksiulottei-
sen aikasarjan havaittuja satunnaismuuttujia merkitién yksinkertaisesti y;, kun ¢ =1,2,...,
n, jossa n on havaittujen muuttujien lukumaérid. Tamé osuus on kuitenkin ainoastaan ha-
vaittu realisaatio aikasarjasta, jolloin vaaditaan tiettyji rajoittavia oletuksia, jotta prosessin
ominaisuuksia on mahdollista selvittda [4].

2.2 Stationaarisuus ja korrelaatiofunktiot

Lineaaristen aikasarjamallien kdyttod varten stokastiselta prosessilta vaaditaan tiettyja
oletuksia. Stationaarisuus on néista oletuksista tirkein. Sen ehto voidaan todentaa kahdella
eri tasolla. Niistd vahvempi vahva stationaarisuus on voimassa, kun satunnaisvektoreilla
Vtys oeos Y1,) J@ (Vty,ps o5 Y1,0,) ON identtinen yhteisjakauma, joka on riippumaton h:sti.
Talloin vahvan stationaarisen prosessin on oltava aikainvariantti kaikilla momenteilla. [8]]

Useimmiten kuitenkin heikompi stationaarisuuden ehto on riittdva aikasarjan mallintami-
selle. Prosessi on heikosti stationaarinen, mikili se toteuttaa seuraavat ehdot. Ensimmai-
send ehtona on, ettd prosessin ensimmdinen momentti eli odotusarvo on dérellinen

E(y;) =pu, Yt=0,%1,+2, ...

ja u < oo. Toisena ehtona on, ettd autokovarianssifunktio

Cov(ye, Yiuh) = Vigrh = Vi, Y1 =0,%£1,42, ...

on riippuvainen ainoastaan aikasarjan ajankohtien vilisesti etdisyydesta A. Lisiksi heikon
stationaarisuuden voimassaolo vaatii, etti stokastisen prosessin toinen momentti, varianssi,
on &arellinen ja aikainvariantti eli Var(y;) < co [4].

Autokovarianssifunktion sijaan kdytannossi hyodynnetdan autokorrelaatiofunktiota (ACF).
Heikon stationaarisuuden vallitessa autokorrelaatiofunktio maaritellaan



Cov(ye, yesh) _ Yn

= C N = .
pn = Cor(ys, Yien) VarGn) -

Autokorrelaatiokertoimilla p;, ovat seuraavat ominaisuudet:

po=1, lpal <1 ja pp=p-p.

Lisdksi voidaan yleisesti olettaa, ettd vy, — 0, kun &2 — oo. Toisin sanoen kun h on suuri,
satunnaismuuttujat y; ja y,, ovat ajallisesti kaukana toisistaan ja téiten lihes korreloimat-
tomat [4]].

Autokorrelaatiofunktion lisdksi kdytdnnon toteutuksissa hyodynnetdén osittaisautokorre-
laatiofunktiota. Funktion arvot saadaan hyodyntdmalld Yule—Walkerin yhtdloitd. Funktio
voidaan miiritelld yhtilolla

1, kunh=0

= I, lyj:n viimeinen komponentti, kun & > 1,

jossayy = [y1,.... vul"jal'n = [vi-jlij=1,....p- Yleiselld tasolla voidaan osoittaa, ettd osit-
taisautokorrelaatiofunktio on identtinen osittaiskorrelaatiokertoimien kanssa, jolloin se
mittaa muuttujien y; ja y;—j vilisen korrelaation suuruuden, kun muuttujien y,_p, ..., yp+1
lineaarinen vaikutus on poistettu [4]. Otosautokorrelaatiofunktion ja osittaisautokorrelaa-
tiofunktion kuvaajista on mahdollista madritelld mallintamistehtidviin sopiva aikasarja-
prosessi etsimdlld kuvaajan korrelaatioarvoista katkoksia.

2.3 Valkoinen kohina ja yleinen lineaarinen malli

Valkoiseksi kohinaksi kutsutaan aikasarjaa y,, jonka yksittdiset satunnaismuuttujat ovat
riippumattomia ja identtisesti jakautuneita (independent and indetically distributed, iid-
oletus) sekd tuottavat ddrellisen odotusarvon ja varianssin. Télle on ominaista, etti auto-
korrelaatiofunktion jokainen arvo on nolla. Kiytannossa mikali aineiston ACF-arvot ovat
lahelld nollaa, pidetiddn aikasarjaa valkoisena kohinana [8]].

Aikasarjaa y, voidaan pitéd lineaarisena, mikili se voidaan kirjoittaa muodossa

Vo= pE ) Y€, (1)

j=0

jossa u on prosessin y; keskiarvo, ¥ = 1 ja {¢} tdyttdd normaalisen valkoisen kohinan
piirteet. Normaalinen valkoinen kohina toteuttaa iid-oletuksen ja noudattaa normaalijakau-
maa odotusarvolla nolla ja varianssilla o-2. Merkinnisti €; kiytetiin useimmiten nimitysti
shokki tai virhetermi ja se on aikasarjan ei-havaittu osa [8]. Usein virhetermille asetetaan
jakaumaoletus ¢ ~ nid(0,0?) eli virhetermi on normaalisti ja identtisesti jakautunut.
Virhetermi ¢ sisdltdad kaiken selittimattoméan satunnaisvaihtelun aikasarjassa.



Parametrien ¢, j = 1, ..., co arvot toimivat kertoimina ja toimivat prosessin y; painoina.
Jotta yhtilod voidaan kayttid, tiytyy kertoimien ¢ ; nelididen olla aérellisia. Toisin sanoen

i Y5 < . )

Jj=—00

Heikon stationaarisuuden vallitessa on mahdollista mééritelld prosessin y, odotusarvo ja
varianssi

(o)

E(y) =p ja Var(y) =0 ) v3, (3)
Jj=0
missd o2 on virhetermin €, varianssi. Autokovarianssi viiveelle h on [§]]

Yo = Cov(ye, Yern) = 022‘/’j¢j+h-
=0

Edellid esiteltyd yhtdlod (1)) kutsutaan yleiseksi lineaariseksi prosessiksi tai malliksi. Sii-
td kaytetddan myOs nimitystd kausaalinen lineaarinen prosessi, koska se ei riipu tulevien
virhetermien ¢ arvoista. Tillaista yleistd lineaarista prosessia kdytetdin ainoastaan teo-
reettisena apuvilineend. Kaikki kdytinnossa kaytettivit lineaariset prosessit tai mallit ovat
tdméan yleisen version erikoistapauksia [4]. Kausaaliselle lineaariselle prosessille 10ytyy
myo0s tietyin rajoituksin muodostettava ei-kausaalinen prosessi. Ohitetaan kuitenkin timén
prosessin tarkempi tarkastelu.

2.4 AR(1)-prosessi

Erds yksinkertainen yleisen lineaarisen prosessin erikoistapaus on ensimmdisen asteen
autoregressiivinen prosessi, AR(1). Prosessissa oletetaan, ettd ; = @/, jolloin oletuksen
tdyttyminen vaatii rajoitusta |¢| < 1. AR(1)-prosessi on sekd heikosti ettd vahvasti
stationaarinen. Stationaarisuus on voimassa myos, kun |¢| > 1, mutta tidlloin prosessia
el ole mahdollista kirjoittaa yhtdlon (1) muotoon. Télloin kyse on luvussa 2.3 mainitusta
ei-kausaalisesta prosessista.

Edelld tehdyn rajoituksen vallitessa prosessi voidaan kirjoittaa

Vi=do+ b1y +6, € ~iid(0,0%). (4)

Tulkinta on, ettd nykyinen arvo riippuu edellisestd havaitusta arvosta sekd virhetermisti
[4]. Lisdksi mukana on vakiotermi ¢g, joka tidssd yksinkertaisessa erikoistapauksessa
oletetaan useimmiten nollaksi. Vakion arvo nolla saavutetaan keskistamalli tarkastelun alla
oleva aikasarja. Tassd muodossaan AR(1)-prosessi muistuttaa lineaarista mallia. Vaaditut
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Kuva 1: Kahden simuloidun AR(1)-prosessin kuvaajat ja alla niiden otosautokorrelaatio-
funktiot (n = 150). Vasemmalla ¢ = 0,9, oikealla ¢; = -0, 9.

momentit, odotusarvo ja varianssi, on mahdollista selvittdd yleisten tulosten (3)) perusteella.
Odotusarvo on nolla ja varianssi

2

Var(y) = ZZ¢2J 1f¢2

Kovarianssifunktion lauseke saadaan muotoon

0_2 h
Covlve i) =02 3§ = e
j=0

josta voidaan johtaa autokorrelaatiofunktio
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Kuva 2: Kuvan 1 AR(1)-prosessien osittaisautokorrelaatiofunktiot.

Kuvassa [I] on kaksi simuloitua aineistoa AR(1)-prosessin pohjalta. Prosessi on muotoa
(). Vakion ¢ arvo on nolla. Kuvassa vasemmalla ylhéilld on parametrin ¢; = 0.9 arvol-
la simuloidun aineiston kuvaaja ja timén alapuolella timén otosautokorrelaatiofunktio.
Oikealla 10ytyvit vastaavat kuvaajat parametrin ¢; = —0.9 arvolla simuloituna. Kun para-
metrin arvo on lihelld yhta tai miinus yhtd, aineisto on vahvasti korreloitunut. Positiivisella
arvolla korrelaatio pienenee askelittain mitd isompi viiveiden miéréd on. Korrelaatiokuvaa-
jassa on kuitenkin havaittavissa aaltomaista liikettd, joka sekin vihitellen vaimenee kohti
nollaa. Kun parametrilla on negatiivinen arvo perittiiset korrelaatiot vaihtavat etumerkkia.
Korrelaatio kuitenkin pienenee my0s tdssd tapauksessa viiveen suurentuessa.

2.5 AR(p)-prosessi

AR(p)-prosessi on edellisessd alaluvussa esitellyn AR(1)-prosessin yleistys.
Mairitelma 1. Madritelldin AR(p)-prosessin yhtidlo

Vi=¢o+t P1yi-1+ ...+ Ppyi—p + €&, S)

jossa ¢ yhtdlon vakiotermi, ¢y, ..., ¢, on prosessin tuntemattomat parametrit, y,_1, ..., yr—p
aikasarjan edelliset havainnot sekd ¢ mallin virhetermi. Virhetermille pétee oletukset
E(e) = 0ja Var(e) = o2. Lisiksi virhetermilld on iid-oletus.
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Tatd prosessia kutsutaan p:nnen asteen autoregressiiviseksi prosessiksi, AR(p). Ta-
min tulkinta on, ettd havainto y, on riippuvainen aikasarjan p:std aiemmasta havainnosta
sekd satunnaisuutta tuovasta ei-havaittavasta virhetermistd. Mikéli prosessia ei keskis-
tetd, mukana on myos vakiotermi. AR(p)-prosessi on stationaarinen, mikéli polynomin
#(z) (z € C) juuret ovat kompleksitasoisen yksikkdympyrin kehédn ulkopuolella. Tamén
tarkempi madrittely ohitetaan. (katso Nyberg, 2020) [4] . Stationaarisuusehdon toteutumi-
nen ei kuitenkaan ole useimmiten tarpeellinen. Kausaalisten prosessien tarkastelussa ehto
on kuitenkin vilttamaton. Useimmissa tapauksissa luvussa 2.2 esitellyn heikon stationaa-
risuuden oletukset riittaviat AR(p)-prosessin kdyttoon aikasarjan mallinnustehtévissa.

Kuvassa [2] on esitelty kuvan [T AR(1)-prosessista simuloitujen aineistojen osittaisauto-
korrelaatiofunktiot. Naistd kuvaajista on mahdollista tunnistaa aineiston mallintamiseen
sopivan autoregressiivisen mallin viiveiden lukumiird p. Kuten aiemmin on huomattu,
tdma vaikuttaa sithen, miten montaa aikasarjan edellistd havaintoa hyddynnetdin aineiston
seuraavan askeleen mallintamiseen. Kuvaajasta pyritiéin etsimiin katkoksia, joiden avulla
on voidaan madritelld kdyttokelpoinen prosessi mallintamiseen. Tami ei kuitenkaan ole ai-
na tdysin yksiselittiistd. Kuvan [2] osittaiskorrelaatiofunktioiden kuvaajissa voidaan nahda
katkokset ensimmaisen viiveen kohdalla, kuten AR(1)-prosessista simuloitujen aineistojen
kohdalla voidaan olettaakin.

Sekd otosautokorrelaatiofunktion ettéd osittaisautokorrelaatiofunktion kuvaajissa on huo-
mattavissa kaksi vaakasuoraa katkoviivaa. Namai ovat etukdteen madriteltyja kriittisid pis-
teitd, joiden viliin mahtuu 95 prosenttia funktion estimaateista. Kriitiset rajat on madritelty
kaavalla +1.96/+/n. Nami kriittiset rajat voivat olla yksi apukeino katkosten 16ytimisessi.

3 Epalineaariset aikasarjamallit

Kaytidnnon sovelluksissa 10ytyy kuitenkin useita sellaisia mallinnustehtévii, joihin line-
aarinen aikasarjamalli ei tuo toivotun tarkkaa tulosta. TAiméa johtuu useimmiten siitd, etta
tutkittava aikasarja-aineisto ei toteuta lineaarisen mallin kdyton mahdollistavia stationaa-
risuusoletuksia. Lineaarisen mallin heikkouksia korvaamaan on luotu useita epélineaarisia
mallinnustapoja.

Téssd luvussa kisitellddn epdlineaarisen aikasarjan madritelmd ja kdydédén lapi regiimin-
muutosmallien teoriaa. Malleista esitellddn TAR- ja STAR-malli. Niistd tarkemman syven-
nytddn STAR-malliin. Lineaarisen aikasarjateorian mukaisesti pitdydytddn yksiulotteisten
aikasarjojen tarkastelussa. Luvun paildhteend kiytetddn Franses ja van Dijkin Non-Linear
Time Series Models in Empirical Finance teosta [1] ellei ldhdeviitteissd toisin mainita.

3.1 Epalineaarisen aikasarjan maarittely

Aiemmin mainittiin, kuinka stokastinen prosessi y; on lineaarinen, jos se voidaan kirjoit-
taa muotoon (I tiettyjen ehtojen ollessa voimassa. Kaikkia niitd stokastisia prosesseja,
jotka eivit taytd lineaarisen stokastisen prosessin oletuksia, kutsutaan epilineaarisiksi.
Mikai tahansa epilineaarisuus prosessissa johtaa epilineaariseen malliin. Yleisen epiline-
aarisen mallin suora kdytto on liiallisen parametrien miirin takia kuitenkin kiytinnossi
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mahdotonta []].

Jotta on mahdollista 1dhestyi epilineaarista mallia teoreettisesti, kirjoitetaan malli y,:1le
ehdollisten momenttien kautta. Olkoon F;_; saatavilla olevan informaatiojoukko, joka
koostuu satunnaismuuttujien {y;_1, y;—2, ...} ja {€—1, €2, ... } lineaarikombinaatioista. Eh-
dollinen odotusarvo ja varianssi voidaan nyt kirjoittaa muotoon

e =E(y: | Fi-1) = g(Fi-1)
o’ = Var(y; | Ft—l) = h(Fz—l),

joissa g(.) ja h(.) on selkedsti madriteltyja funktioita ja h(.) > 0. Taten mallia voidaan
rajoittaa seuraavasti

yi = g(Fi—1) + Vh(F-1)ay,

missd a; = €/oy on standardoitu virhetermi. Lineaariselle prosessille y, g(.) on F,_;
lineaarisen funktion elementtien osa ja h(.) = o? [8].

3.2 Regiiminmuutosmallit

Regiiminmuutosmalleissa ajatellaan, etti aikasarjassa on eri vaiheita eli regiimej, joilla on
toisistaan erilaiset ominaisuudet, kuten keskiarvo, varianssi ja/tai autokorrelaatio. Nima
voidaan jaotella kahteen kategoriaan: regiimit voidaan piitelld joko havaittujen muuttujien
tai ei-havaittujen muuttujien avulla.

Téssd tyossi tarkastellaan havaittuihin muuttujiin perustuvia malleja. Lisdksi rajoitetaan re-
giimien lukumaérid kahteen kuitenkin niin, ettd erillisissd regiimeissd olevat AR(p)-mallit
saavat estimoinnissa parametriensa arvoikseen erilaiset arvot. Lisédksi odotusarvofunktiot
ovat regiimikohtaisia. Talld tavoin erottaudutaan lineaaristen mallien oletuksista.

3.2.1 TAR- ja STAR-malli

Ensimmiinen yksinkertaisesti muodostettava epilineaarinen malli, joka hyodyntdd aiem-
min esiteltyd AR(p)-prosessien teoriaa, on autoregressiivinen kynnysmalli (Threshold Au-
toregressive model, TAR). TAR-mallin perusajatuksena on, ettd aikasarjan aikana on yhta
useampi regiimi, joita on kuitenkin mahdollista mallintaa AR(p)-prosessien avulla. Sen
esittelivit ensimmaisend Tong(1978)[6] sekd Tong ja Lim(1980)[7]. TAR-malli olettaa, et-
td regiimi on médritelty kynnysmuuttujan g, ja kynnysarvon c vilisen suhteen perusteella.
Téamin erikoistapaus on, kun valitaan kynnysmuuttujan q, arvoksi aikasarjan viive, jolloin
q; = y,.q mille tahansa kokonaisluvulle d > 0. Téssi tapauksessa regiimi on méairitelty ai-
kasarjan itsensd mukaan, jolloin mallia kutsutaan itsekehkeytyviksi autoregreesiiviseksi
kynnysmalliksi (Self-Exciting Threshold Autoregressive model, SETAR).

Esitellddan SETAR-malli yksinkertaisen esimerkin kautta. Olkoon d = 1, regiimien lu-
kumaiird aiemmin rajattu kaksi seké oletetaan molemmille regiimeille sama pohjamalli
AR(1). Talloin SETAR-malli voidaan kirjoittaa
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_JPoa+tPriyi-1+ €& josy1 <,

(= : (6)
b0+ d12Yi-1+ € JOSyi_1 >,

jossa virhetermille ¢, pdtee iid-oletus, jonka informaatiojoukon suhteen ehdollinen odo-
tusarvo on O ja ehdollinen varianssi o->. Vaihtoehtoinen kirjoitustapa SETAR-mallille
on

Ve = (901 +d1,15.) (1 =1y, > c]) (7
+(Po2 + P12y My, >cl + & (8)

jossa I[A] on indikaattorifunktio arvoilla /[A] = 1, jos tapahtuma A esiintyy ja I[A] =0
muutoin.

SETAR-malli olettaa, ettd regiimien vilissd on jokin tietty kynnysmuuttujan arvo y, ;.
SETAR-mallissa regiimi vaihtuu, kun kynnysmuuttujan arvo ylittdd kynnysparametrin
c. Sen heikkous on, ettd ehdollisen odotusarvon yhtilo ei ole jatkuva. SETAR-malli ei
myOskddn ole valttamattd jatkuvaa koko aikasarjan ajan, vaan regiimin muututtua uuden
regiimin mallintaminen ei ole sidottuna edellisen regiimin mallinnuksen paatepisteeseen.
Mikdli mallinnuksen halutaan olevan jatkuva koko aikasarja-aineiston ajan tarvitaan vaih-
toehtoinen indikaattorifunktion valinta.

Yksi vaihtoehto on valita sellainen indikaattorifunktio G(y, ;; v, ¢), joka on jatkuva y;_;:n
suhteen. Kun indikaattorifunktio vaihdetaan, tuloksena saatavaa mallia kutsutaan tasaisen
siirtymén autoregressiiviseksi malliksi (Smooth Transition Autoregressive model, STAR).
Malli voidaan kirjoittaa

Ve = (¢0,1 + ¢1,1Yz-1)(1 - G(yt-l;'}” c)) )
+(do2 + 912y, )Gy, 137, €) + &. (10)

Suosittu valinta indikaattorifunktioksi G(y, ;;y, ¢) on logistinen funktio

1
~ 1+exp(=yly —c)

G(y.137-0) (11)
ja tuloksena saatavaa mallia kutsutaan télloin logistiseksi STAR-malliksi (LSTAR). Nyt
indikaattorifunktio on jatkuva ja se saa arvoja nollan ja ykkosen vililld. LSTAR-mallissa
regiimien vaihtuminen tapahtuu véhitellen. Tama erottaa LSTAR-mallin SETAR-mallista
ja malliin ei muodostu regiimien vilille katkoksia. Mallin parametri y maérittdd, kuin-
ka tasainen muutos siirtyméfunktion arvojen nolla ja yksi vililld on ja vaikuttaa myos
regiimien vaihteluun. Kuvassa [3] on havainnollistettu parametrin y eri arvoilla tapahtu-
vaa regiiminmuutoksen nopeutta. Suurilla y:n arvoilla logistisen funktio alkaa muistuttaa
SETAR-mallin indikaattorifunktiota I[A] ja kun y = 0, STAR-malli redusoituu lineaari-
seksi malliksi.
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Kuva 3: Esimerkkeji logistisen funktion G(y, ;; v, ¢) vaihteluvoimakkuudesta parametrin
v eri arvoilla, kun kynnysarvo ¢ = 0. Kuva lainattu suoraan Franses ja van Dijkin kirjasta
Non-Linear Time Series Models in Empirical Finance.

SETAR- ja STAR-malleilla on my6s yleinen muoto, joka késittdd my0s ndiden korkeam-
piasteiset variaatiot. Ala- ja yldregiimin parametrien mairé saattaa olla samassa mallissa
erisuuret. Merkitdédn téstd johtuen pl ala- ja p2 yldregiimin parametrien madriksi. Nyt
SETAR-malli voidaan esittdd seuraavasti

PortPraye-1 e H dp11Yip1 + & jOs yiop S ¢,
r — .
$02+ P12Yi-1+ .+ Pp22Vi—p2+ €& JOS Y1 >cC

ja STAR-malli seuraavasti

Ve = (@01 + @11V + o+ Ip1.1Yp) (1 = G(y 157, 0)) (12)
+(¢O,2 +Pr1oy, .+ ¢p2,2yt-p])G(yt-]; Y, c) + €. (13)

STAR-mallin etu verrattuna SETAR-malliin on, ettid sen ehdollisen odotusarvon funktio on
jatkuva. Tulevissa kappaleissa ohitetaan SETAR-mallin tarkempi tarkastelu ja keskitytddn
erityisesti STAR-mallin estimointiin, testaamiseen ja diagnostiikkaan.

3.2.2 STAR-mallin estimointi

STAR-mallin parametrien estimoinnissa on mahdollista kiyttda epilineaarista pienimmén
neliosumman (nonlinear least squares, NLS) menetelmid kohtuullisen suoraviivaisesti.
Parametrit 6 = ((/)’1 , ¢’2, v, ¢) voidaan estimoida
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n

0 = argmin Qn (6) = argmin Z[yt — F(x;;0)]% (14)

=1

jossa F(x;; 8) on mallin runko, joka on

F(x1;0) = ¢1x,(1 — G(yi—137,¢)) + $5x:G (Y1575 €)s (15)

missd x; = (1, y;-1, ..., y1—p). Mikili lisdoletuksena on, ettd virhetermi € on normaalisti
jakautunut, NLS vastaa suurimman uskottavuuden estimointia. Muussa tapauksessa NLS
tulkitaan kvasi-suurimman uskottavuuden estimointina.

Estimoinnin voi suorittaa minkd tahansa tavanomaisen epélineaarisen optimoinnin mene-
telmén avulla. Tarkeimmaét huomiota vaativat kiintopisteet ovat alkuarvojen valinta op-
timointialgoritmille, neliosummafunktion keskittdminen ja indikaattorifunktionfunktion
tasaisuusparametrin y estimointi.

Sopivien alkuarvojen 16ytdminen optimointia varten saattaa olla haastavaa. Kun paramet-
reille y ja ¢ valitaan vakioarvot, STAR-malli on lineaarinen parametrien ¢ ja ¢, suhteen.
Niin ollen kiinnittdmélld y ja ¢ voidaan parametrit ¢ = (¢}, ¢’) estimoida pienimmén
neliosumman menetelméilla (ordinary least squares, OLS)

n

-1 .
b(y.0) = (Z x(y, €)x(y, c)') (Zm, cm), (16)

=1 t=1

missd x;(y,c) = (x;(1 = G(yi-157Y,¢)), x,(G(yi-157,c))’. Merkintdd ¢(y, c) kiytetdlin
osoittamaan, ettd estimaatti ¢ on ehdollinen parametrien y ja ¢ suhteen. Residuaalit saa-
daan laskettua & =y, — ¢(y, ¢)’c;(v, ¢) ja niiden varianssi 6->(y, c) = n”! IV &2 (y,c).
Hyvi tapa valita jarkevit alkuarvot epilineaariseen optimointialgoritmiin on suorittaa kak-
siulotteinen ruudukkohaku parametrien arvoille y ja ¢ ja valita arvot, joilla tuloksena on

pienin mahdollinen residuaalivarianssi.

Toinen tapa yksinkertaistaa estimointiongelmaa on tarkastella nelioGsummafunktiota [2].
Kiinnitetyilld parametrien v ja c arvoilla STAR-malli on lineaarinen parametrien ¢ ja ¢,
suhteen. Téll6in neliosummafunktio (14) voidaan kirjoittaa muodossa

0u(r.0) = > (v = $ (. )3 (3. )
t=1

Tama viahentdd NLS estimoinnin ulottuvuuksien méirad, koska neliosummafunktio mini-
moidaan vain parametrien y ja ¢ suhteen.

Parametrin y tarkka estimointi on osoittautunut vaikeaksi. Yksi syy on se, ettd paramet-
rin y arvo madrittdd logistisen funktion muodon ja suurilla arvoilla muoto muuttuu vain
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vahin. Téstd johtuen parametrin y tarkka estimointi vaatii useita havaintoja kynnyspara-
metrin ¢ ympdrille. Tami on kuitenkin harvinaista, jolloin parametrin y estimointi on koh-
tuullisen epitarkkaa ja tistd johtuen gamman estimaatit eivit useinkaan ole tilastollisesti
merkitsevid. Tatd ei kuitenkaan tule tulkita epélineaarisuuden puutteeksi STAR-mallin
alaisuudessa, vaan tdhin tarkoitukseen on kehitetty erilaisia diagnostisia menetelmid.

3.2.3 Lineaarisuuden testaaminen STAR-mallissa

Regiiminmuutosmallien kadytossa tarkein kysymys on, selittdako useamman regiimin omaa-
va malli tutkimuksen kohdetta paremmin kuin lineaarinen malli. Tyon rajoitteiden mukai-
sesti keskitytdén kahden regiimin malleihin, jolloin jéljelle jddvén lineaarisuuden testaa-
minen kdy kohtuu kétevisti.

STAR-mallin kohdalla lineaarisuutta testatessa nollahypoteesin ollessa voimassa ongel-
mana on, ettd malliin sisdltyy niin sanottuja kiusaparametreja. Nami parametrit aiheuttavat
sen, ettd tavanomaista tilastotieteen teoriaa ei voida hyddyntid testisuureen asymptoottisen
jakauman selvittimiseen. Testisuureella onkin poikkeuksellinen jakauma, jonka kriittisten
arvojen madrittiminen tiytyy suorittaa simulaation keinoin.

STAR-mallin kohdalla jéljelle jadvaa lineaarisuutta voidaan testata useammallakin nol-
lahypoteesin valinnalla. Ensimméinen ja luonteva nollahypoteesin valinta on verrata
kahden regiimin parametrien samanlaisuutta Hy : ¢; = ¢,, jolloin vastahypoteesi on
Hy : ¢i1 # ¢;io vahintdédn yhdelle i € {0, ..., p}. Tilloin mallin kiusaparametreina ovat
v ja c. Mikili nollahypoteesi jid voimaan, malli redusoituu lineaariseksi AR-malliksi.
Toinen vaihtoehto nollahypoteesin valinnalle on H; : y = 0. Télloin kiusaparametreja
ovat ¢, ¢o ja c. Mikili y = 0, niin logistinen funktio saa aina arvon 0.5 ja STAR-malli
redusoituu lineaariseksi AR-malliksi parametrilla (¢; + ¢,)/2. Huomionarvoista on, etti
nollahypoteesilla H, parametrit ¢; ja ¢, voivat saada mitd tahansa arvoja, kunhan niiden
keskiarvo pysyy samana.

Seuraavan tarkemman tarkastelun pohjana kéytetdan Luukkosen, Saikkosen ja Terdsvirran
vuonna 1988 esittelemdd analyysid [3]. STAR-mallin lineaarisuuden testaamisessa on
todettu mahdolliseksi kidyttdd Lagrange Multiplier (LM)-testid, jolla on asymptoottinen
x>-jakauma. Kirjoitetaan STAR-malli |13 uudelleen muotoon

1
Y = 5((151 +¢2)'x + (92 — 01)'x,G* (yi-1; 7, ¢) + &,

jossa G*(ys—1;v,¢) = G(yi=1;7y,c) — 1/2. Nyt mikili y = 0, my6s funktio G*(y,—1; 7, ¢)
saa arvon nolla. Olettamalla, ettd y = 0 voidaan funktiota G*(y;-1;7, ¢) approksimoida
ensimmadisen asteen Taylorin approksimaatiolla pisteen y = O ympéristossi

06" G170 _ 1
oy 4

Ti(yi-157,¢) = G*(y-1;0,¢) +y Y(yi-1 — ),

jossa on kiytetty aiempaa tulosta G*(y,—1; 0, ¢) = 0. Sijoitetaan Taylorin approksimaatio

aiemman G*(.) funktion tilalle ja jarjestelemilld termejd uudelleen saadaan apuregressio-
malli
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vt = Boo +,Bo)7t +,81)7tyt—1 + 1,

missd X; = (Yi=1,....Yi—p) ja Bj = (B1j,...Bp,;) = 0,1. Tamin apuregressiomallin
parametrien yhteys STAR-mallin parametrien voidaan esittdd seuraavasti

1
Boo = w - Z?’C(%,z - ¢o,1),
1
Bio = w - Z)’(C(fﬁl,z - ¢1.1) — (do2 — ¢0,1)),
i i 1 )
Bio = w - Zyc(¢i,2 —$i1),i=2,....p,

1 .
Bi1 = Z)’C(¢i,2 —¢i1),i=1,..p.

Y114 olevien yhtéloiden perusteella y = 0 on yhtd kuin 8;1 =0, i = 1, ..., p. Talloin nolla-
hypoteesi H, : ¥ = 0 testaaminen vastaa tdysin nollahypoteesin Hg : B1 = 0 testaamista ja
testisuure on asymptoottisesti y>-jakautunut p:114 vapausasteella. Titd mallia kiyttiessi
kiusaparametreja ei tarvitse estimoida nollahypoteesin ollessa voimassa.

Talld apuregressiomallilla ei ole kuitenkaan voimaa tilanteessa, jossa ainoastaan vakio-
termit poikkeavat toisistaan eri regiimien vililld. Luukkonen, Saikkonen ja Terdsvirta
ehdottivatkin, ettd funktio G*(y,—1;7, ¢) korvataan kolmannen asteen Taylorin approksi-
maatiolla

1
T3(yi-157,¢) = ')’(yt 1—C)+ e 3(yio1 = €).

Approksimaation avulla saadaan apuregressiomalli

’ /- ) '~ 3
Ve = B0+ BoXe + B1XrYi-1 + BoXe Vi 1 + BsXeYi_| + Nt

Jossa Boojap;,j=12,3, ovat parametrien ¢1, @2, 7Y ja c funktioita. Tilloin nollahypoteesi
H0 v = 0 voidaan kirjoittaa muotoon H : B = P2 =63 =0. Nyt voidaan kéyt-
tdd LM-testid ja nollahypoteesin ollessa voimassa testitulos noudattaa y>-jakaumaa 3p
vapausasteella.

LM-testistd kiytetddn yleisesti kuitenkin vaihtoehtoista F-versiota, joka soveltuu erityi-
sesti pienempien aineistojen testaukseen. F-version muodostamisessa kéytetddn pohja-
na ylld muodostettua apuregressiomallia. Ennen testisuureen muodostamista tarvitaan
kaksi vaihetta. Ensin estimoidaan nollahypoteesin alainen malli, jossa vastetta y; selite-
tadn selittdvilla muuttujilla x,. Téstd lasketaan residuaalit €; ja residuaalien nelidsumma
SSRo = 2, &2, Timin jilkeen estimoidaan apuregressiomallin residuaalit & selittivil-
14 muuttujilla x; ja fc,y{_ 1»J =1, 2, 3. Néiden avulla lasketaan residuaalien nelidsummat
SSR;. Nyt testisuure voidaan muodostaa
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_ (SSR() - SSRl)/3p
~ SSRy/(n—4p —1)’

joka on approksimatiivisesti F-jakautunut 3p ja n-4p-1 vapausasteilla nollahypoteesin
ollessa voimassa.

3.2.4 STAR-mallin diagnostiikka

Lopuksi tarkastellaan vield muutamia STAR-mallin diagnostisia testejd. Epilineaaristen
mallien kohdalla on mahdollista kdyttda tiettyja samoja testejd, joita kdytetddn lineaaristen
mallien tarkasteluun. Esimerkiksi residuaalien normaalisuutta ja LM-testid on mahdollista
edelleen kayttidd, kun taas Ljung-Boxin testi ei anna luotettavia tuloksia ja sen kdyttoa
ei siksi suositella. STAR-mallin diagnostiikkaa tarkastellessa kaytetddn ainakin kolmea

testid: autokorrelaatiotestid, jiljelle jidvin epélineaarisuuden testaamista sekéd parametrien
uskottavuuden testaamista. Sivuutetaan viimeisend mainitun testin esittely.

Autokorrelaatiotesti STAR-mallien tapauksessa on yleistys AR(p)-mallille tehtivista sar-
jakorrelaation LM-testisti (katso tarkempi perustelu Franses ja van Dijk, 2000, s. 111)[[1].
Esitellddn testi yleisen p-asteisen epilineaarisen autoregressiivisen mallin

vi=F(x;;0) + ¢ (17)

kautta. Tassdax; = (1, y-1, ..., yi—p)" ja F (x;; 6) on aiemmin esitelty mallin runko (15), joka
on vihintdin kahdesti differentioituva. LM-testin q:nnen kertaluvun sarjariippuvuus €;:n
suhteen saadaan muotoon nR?, missi R? on &;:n selityskerroin. Lopputuloksena saatava
testitulos on asymptoottisesti y2-jakautunut q-vapausasteella.

Diagnostisessa tarkastelussa voidaan selvittdd myos, kykeneeko epilineaarinen malli riit-
tavilld tarkkuudella mallintamaan aikasarjan epélineaarisuutta. Tdmén selvittimiseksi on
mahdollista testata jéljelle jadvii epélineaarisuutta. Kahden regiimintapauksessa yleistd on
testata nollahypoteesia, jonka mukaan kolmas regiimi on tarpeellinen. STAR-mallin etuna
verrattuna SETAR-malliin on se, ettd LM-testin tekeminen on mahdollista, jolloin hypotee-
sin testaaminen on mahdollista ilman monimutkaisemman mallin parametrien estimointia.
Eitrheim ja Terdsvirta (1996) ovat kehittineet LM-testin kahden regiimin STAR-mallin
testaamiselle kolmen regiimin mallia vastaan. Tamén tarkempi tarkastelu ohitetaan.
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4 Epalineaarisen mallin kiytto kaytannon sovelluksessa

Kiytannon sovelluksena tarkastellaan mallintamistehtdviid, jossa epélineaarisen mallin
kiyttdminen voi olla lineaarista mallia hyodyllisempéaa. Aluksi tarkastellaan aineistoa ja
pyritddn muunnosten avulla mahdollistamaan lineaarisen mallin kéytto. Valitaan sopiva
AR(p)-malli kayttdmalla soveltuvaa mallin valintakeinoa taulukoimalla mahdolliset vaih-
toehdot. Seuraavaksi pyritién selvittiméén sopiva epélineaarinen STAR(p)-malli kayttiden
avuksi soveltuvia valintakeinoja ja niiden taulukointia.

Kéaytinnon sovellus toteutetaan RStudio-ohjelmalla [5]. Sovelluksen toteutukseen tarvi-
taan seuraavia paketteja: readxl, tidyverse, forecast ja tsDyn. Parhaan mallin valin-
nassa hyodynnetidin Akaiken informaatiokriteerid seki lineaarisissa ettid epilineaarisissa
malleissa. Epilineaarisen mallin paremmuutta lineaariseen vastineeseen testataan luvussa
3.2.3 esitellylld F-testilld ja lisdksi kdytetddn myos kahta muuta rajoittavaa kriteeria.

4.1 Akaiken informaatiokriteeri

Akaiken informaatiokriteeri (AIC) on yksi kdytetyimmistd mallinvalintakriteereistd. Kri-
teerin esitteli ensimmadisend Hirotugu Akaike (1974). Tama valintakriteeri vertailee mallin
sopivuutta suhteessa mallin parametrien mééréaédn eli se pyrkii valitsemaan mallin, joka
sopii aineistoon hyvin vilttden kuitenkaan liikkaa monimutkaisuutta. AR(p)-mallien ta-
pauksessa Akaiken informaatiokriteeri kirjoitetaan

AIC =nIn(6?) + 2k, (18)

kunk=p+ 1jad? = 1/n I &2, jossa AR-mallin residuaalit merkitdin & [1]]. 2-
regiimisen STAR-mallin tapauksessa AIC voidaan laskea molempien regiimien AR-mallin
mukaisesti ja lopullinen tulos on ndiden kahden regiimin summa.

4.2 Aineisto ja autokorrelaatiokuvaajat

Aineistoksi kilytannon tehtdvadn valikoitui Tilastokeskuksen ylldpitama aikasarja-aineisto
rekisterOityjen autojen lukumdéérédstda vuosina 1922-2023. Tamén aikasarjan kuvaajassa
(kuvafd] vas) on huomattavissa kaksi toisistaan erottuvaa vaihetta. Kuvaajan alkupuolella
vuosien 1920-1960 vililla rekisterdityjen autojen madrd vaikuttaa pysyvian kohtuullisen
samanlaisena. 60-luvun vaihteessa trendi kuitenkin muuttuu vahvasti positiiviseksi. Aika-
sarjan mallintamisessa voisi olla luontevaa kayttaa epélineaarista mallia.

Tehdddn aineistolle kaksi muutosta. Logaritmisoidaan aikasarjan jokainen havainto ja
poistetaan jiljelle jadva positiivinen trendi ottamalla ensimmdiisen viiveen differenssi.
Muunnetun aineiston (kuva [} oik) kuvaajasta todetaan, ettd varianssi on ajan kuluessa
hyvin epitasaista. Jo pelkistddn timén perusteella voitaisiin todeta, ettd lineaarisen mallin
kaytto tihdn mallintamistehtiviin ei ole perusteltua. Ohitetaan kuitenkin timi havainto
ja oletetaan heikon stationaarisuuden oletukset pateviksi.
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Kuva 4: Alkuperdinen aikasarja (vas) ja aikasarja muunnosten jilkeen (oik)

Autokorrelaatiota kuvaajan (kuva [5] vas) perusteella on paljon viipymilld 1 ja 2. My6s
viiveen 15 kohdilla autokorrelaatiota on kohtuullisen paljon, mutta mitd pidempi viiveen
pituus on sitd vahemmin korrelaatiota on. Osittaisautokorrelaatiokuvaajasta (kuva 5] oik)
voidaan todeta, ettd ensimmadisilld viipymilld korrelaatiota on reilusti. My0s noin viiveen
15 kohdalla kriittinen raja ylittyy, kuten autokorrelaatiokuvaajan kohdallakin kavi. Osit-
taisautokorrelaatiokuvaajan perusteella parhaan mallin arvioiminen on hieman haastavaa.
Mikali rajoitetaan viiveiden méérad alle kymmeneen, tdlloin malliksi voitaisiin valita
AR(3).

4.3 AR(p)-mallin valinta ja parametrien estimointi

AR(p)-mallin valinnassa kdytetdan hyodyksi aiemmin mainitun forecast-paketin auto.arima-

komentoa. Tdmé komento kdy ldpi kaikki mallit kayttdjidn rajoitusten mukaisesti. Paras
malli valitaan kéyttden Akaiken informaatiokriteerid, josta etsitdén pienintd mahdollista
arvoa.

AIC do | D1 | 2 | P3 P4 ¢s | P6
-113.37 | 0.09 | 0.64

-129.23 1 0.12 | 0.41 | 0.43
-155.41 | 0.08 | 0.61 | 0.57 | -0.53
-153.49 | 0.08 | 0.62 | 0.55 | -0.55 | 0.03
-155.59 | 0.09 | 0.62 | 0.66 | -0.66 | -0.07 | 0.22
-153.62 | 0.09 | 0.62 | 0.66 | -0.67 | -0.06 | 0.22 | 0.02

QNN B W N =T

Taulukko 1: Taulukossa ndhdddn mallin valintaan perustuva AIC sekd jokaisen mallin
parametrien estimaatit.
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Kuva 5: Autokorrelaatiofunktiot

Rajoitetaan etsinti 6 viiveeseen (p < 6). Taulukkoon [I|on keritty jokaisen mallin AIC seka
niiden parametrien estimaatit. Parhaimmaksi malliksi osoittautuu AR(5)-malli, jonka AIC
on -155,59. Parametrit sijoitettuna (5]) mallin mukaiseen muotoon antaa meille tulokseksi
funktion

i =0.09 +0.62y,_; +0.66y,_2 — 0.66y,_3 — 0.07y,_4 +0.22y,_s.

4.4 STAR(p)-mallin valinta kynnysmuuttujan avulla ja parametrien
estimointi

Parhaan epilineaarisen STAR(p)-mallin etsinti aloitetaan valitsemalla indikaattorifunk-
tio. Indikaattorifunktioksi valitaan logistinen funktio (TT]). Parhaan mallin valintaa varten
muodostetaan kaksi erillistd taulukkoa. Rajoitetaan etsintd 5 viiveeseen (p < 5). Taulukoi-
den toisena muuttuvana tekijdnd on kynnynarvon suuruus. Kynnysmuuttujalle on asetettu
rajoite 0 < d < p — 1. Ensimmadinen taulukko [2] siséltdd kaikkien rajoitteiden mukaisten
mallien AIC:t. Toinen taulukko[3|siséltdd ndiden mallien F-testisséd nollahypoteesi hyldtdan
merkitsevyystasolla 0.05. Mallien méaérittelyssd parametrin y:a on rajoitettu vilille 1-100.
Joidenkin mallien kohdalla mallin muodostaminen pyytéa y:lle suurempaa vaihteluvalia,
mutta nimd mallit voidaan hyldtd valintavaiheessa. Perusteluna kaytetddn, ettd gamman
arvo on liian suuri, jotta mallia voitaisiin pitdé luotettavana. Usean mallin kohdalla myos
mallin parametrien tilastolliseen merkitsevyyteen liittyva testaaminen ei onnistu. Myos
tallaiset mallit rajataan tarkastelun ulkopuolelle.

Parhaan mallin méérittelemiseksi kdytetddan useampaa kriteerid. Kdydadan malleja yksitel-
len lédpi niin, ettd aloitetaan pienimmin AIC:n saaneesta mallista. Tarkastellaan seuraa-
vaksi F-testin p-arvoa. Mikdli lineaarisuuden nollahypoteesi hylétidin tarkastellaan vield
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max(p) | d=0|d=1|d=2|d=3|d=4
-428
-444 | -435
-492 | -478 | -478
-489 | -475 | 475 | -484
-489 | -476 | -476 | -486 | -477

N W=

Taulukko 2: LSTAR(p)-mallin AIC:t

max(p) (d=0 |d=1 d=2 |d=3 |d=4
1 <0.001

2 0.057 | 0.687

3 <0.001 | <0.001 | 0.002

4 <0.001 | <0.001 | 0.003 | 0.018

5 0.003 | 0.018 | 0.004 | 0.022 | 0.280

Taulukko 3: LSTAR(p)-mallien F-testin p-arvot, kun testataan nollahypoteesia Hy : ¢| =
¢2, jonka vastahypoteesi on H; : ¢; 1 = ¢; 2. F-testin avulla todettu nollahypoteesin hyl-
kdaminen todetaan merkitsevyystasolla 0.05 eli kun p < 0.05. Kun p > 0.05, nollahypoteesi
jda voimaan.

parametrin y arvoa. Mikdli y:n arvo on mielekkéiden rajojen puitteissa, voidaan tarkastel-
la viimeisen vaiheen vaatimuksia. Viimeisend varmistetaan vield, ettd mallin parametrien
tilastollisen merkitsevyyden testaaminen on mahdollista. Mikéli valitun mallin kohdal-
la kriteerit eivit tdyty, siirrytdin tarkastelemaan seuraavaksi parhaan AIC:n tuottaneen
mallin tuloksia.

Ensimmaisend tarkastelun 1dpi menevd malli on LSTAR(S)-malli kynnysmuuttujan vii-
veelld d = 0. Timén mallin parametrin y arvo on kuitenkin edelleen kohtuullisen korkea
28.65. Mallin kdyttdminen olisi mahdollista, mutta tutkitaan vield muita vaihtoehtoja. Seu-
raava kaikki kriteerit tiyttavda malli on LSTAR(3)-malli kynnysmuuttujan viivelli d = 1.
Téssd mallissa parametrin y arvo on kohtuullinen 2.97. Kynnysarvo ¢ on 0.27. Mallin pa-
rametrien estimoinnin jilkeen malli voidaan kirjoittaa funktion (I0) mukaiseen muotoon

v =(-0.44 +0.93y,_1 +0.05y,-5 — 1.49y,3) (1 = G(ys-1 : y,¢)
+(1.50 = 1.34y,_1 — 1.20y,2 + 2.48y,3) G (y;-1; Y, C) + €.

Mallin parametrien, eritysesti y:n, arvot ovat nyt mielekkdaampii tulkita. Valitaan malli
mukaan vertailuun.

4.5 STAR(p)-mallin valinta muuttujan v, avulla

STAR-malli voidaan muodostaa aineiston useammasta edellisestd havainnosta. Kiytetdin
nyt mallin valintaan muuttujaa v, ;, joka mééritellddn j:nnen edellisen havainnon itseisar-
vojen keskiarvoina
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15
AEEDY I
J i=0

Tadmén aineiston kohdalla mielekkdiden vertailtavien mallien etsinté vaatii hieman laajem-
paa tutkintaa. Taulukoidaan jélleen sekd AIC:t ettd F-testien p-arvot. Etsintdvéli mééritel-
ladn p:n mukaan vilille p = 1,...,5 ja j:n mukaan vilille j = 9,...,13, kun muuttuja on v,_;.
Huomioitavaa on, ettd p on tdssi tapauksessan p:nnen edellisen v;:n arvot ja j madrittaa,
montako edellistd havaintoa otetaan huomioon muuttujan v; laskemista varten.

max(p) | v=9 |v=10|v=11|v=12|v=13
-395 | -393 -390 | -387 -384
-412 | -412 -408 -398 -390
-486 | -474 -446 -439 -425
-458 | -453 -444 | -428 -412
-459 | -451 -439 -425 -501

N W N =

Taulukko 4: LSTAR(p)-mallien AIC:t

max(p) | v=9 v=10 |v=11 |[v=12 |v=13
0.716 | 0.374 |0.390 | 0,309 | 0.288
0.406 | 0.484 | 0.314 | 0,193 | 0.167
<0.001 | <0.001 | <0.001 | <0,001 | <0,001
<0.001 | <0.001 | <0.001 | <0.001 | 0.005
<0.001 | <0.001 | 0.001 | 0.008 | 0.091

N B~ WIN| =

Taulukko 5: LSTAR(p)-mallien F-testin p-arvot, kun testataan nollahypoteesia Hy : ¢ =
@2, jonka vastahypoteesi on H : ¢;1 = ¢;». F-testin avulla todettu nollahypoteesin hyl-
kiddminen todetaan merkitsevyystasolla 0.05 eli kun p < 0.05. Kun p > 0.05, nollahypoteesi
jda voimaan.

Mallin valinnassa kéytetddn samoja kriteereitd kuin aiemmassa STAR(p)-mallin valinnas-
sa. Talla tavalla muodostettujen mallien kohdalla parametrin y arvo on huomattavan usein
epamiellyttivi ja timi johtaa nopeasti useamman mallin kdyton hylkdamiseen. Haarukoin-
nin avulla parhaaksi malliksi saadaan LSTAR(3)-malli, kun v;_ 1 tai v, 12. Molempien
kohdalla y:n arvo on kuitenkin edelleen kohtuullisen korkea (v,—111 : ¥ = 15.07, ¢ =
0,27 ja vi—112 + vy = 21,31, c= 0,23). Kun muuttujana on v;_1 11, mallin parametrien
estimaateiksi saadaan

¥ = 0.02+0.48y,1 +0.88y; 2 — 1.15y,3) (1 = G(y;-1 : v, ¢)
+0.36 — 0.32y,-1 — 3.33y,-2 + 2.85y; 3G (y;—1 : ¥, C) + €.
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4.6 Yhteenveto

STAR-malli oli tihdn mallintamistehtivaan kdytdnnollinen vaihtoehto. Lineaarisen mallin
kdyton ongelmaksi muodostui heikon stationaarisuuden toteamiseen vaadittavien oletus-
ten toteutuminen. Selkeimmin nousi esiin log-differentioidun kuvaajan varianssi, joka oli
selkedsti suurempaa aineiston alkuvaiheessa kuin loppuvaiheessa. Tastd huolimatta mu-
kaan vertailuun valittiin AR(5)-malli, joka kuitenkin pirjisi huonosti vertailtaessa AIC:ta
niithin STAR-malleihin, jotka toteuttivat néille méairitellyt kriteerit.

STAR-mallien valinnassa kiytettiin kriteereind AIC:d sekd lineaarisuuden testaaminen
F-testin avulla, jossa nollahypoteesi pyrittiin hylkddmaén. Lisdkriteerind tehtiin subjek-
titvinen tarkastelu parametrin y arvolle. Lopuksi haluttiin vield varmistaa, ettd mallin
parametrien tilastollinen merkitsevyys on mahdollista testata. Naistd kriittisin vaihe oli
lineaarisuuden testaaminen, mutta myos tilastollisen merkitsevyyden testaamisen epdon-
nistuminen toimi ehdottomana karsijana sopivien vaihtoehtojen ulkopuolelle. Parametrin
v subjektiivinen arviointi puolestaan perustui oletukseen, ettd suuren gamman estimoi-
va malli ei todennékdisesti tuota hyvada mallia. Parametrin suurella arvolla oli useimmi-
ten myOs suora yhteys tilastollisen merkitsevyyden testaamisen epdonnistumiseen. AIC:n
kiytolld pyrittiin 1ihinni tekeméén haarukoinnista helpompaa kdymalla lédpi jarjestyksessa
pienimmdt arvot saaneet mallit.

Parhaaksi malliksi valittujen kriteerien perusteella valikoituu LSTAR(3)-malli, kun kyn-
nysmuuttuja d = 1. Tassd mallissa F-testin tuloksen perusteella nollahypoteesi voidaan
hylitd, parametrien tilastollinen merkitsevyys on mahdollista laskea, parametrin y arvo on
valikoiduista malleista mielekkdin sekd AIC kaikkein pienin. On kuitenkin huomioitava,
ettd taiman mallinnustehtidvian parhaan mallin valinnassa kiytettiin hyvin yksinkertaisia ja
konkreettisia kriteereitd, joiden avulla laajemmassa tutkinnassa voitaisiin ldhinnd mééri-
telld sopivimmat mallit eri mallinvalintakeinojen kautta. Tidmén takia kynnysmuuttujan
avulla madritellyistd malleista paras vaikuttaa valittujen kriteerien valossa paremmalta
kuin muuttujan v;; avulla muodostettujen mallien parhaimmisto. Tarkastelussa ei kui-
tenkaan menné syvemmille esimerkiksi diagnostiseen tarkasteluun, jolloin muuttujan v; ;
avulla muodostettujen mallien edut tulevat selkeammin esille.

Talld esimerkilld pyrittiin esittelemédédn vaihtoehtoja lineaaristen mallien kiytolle, kun
sen kayttoon liittyvit vaatimukset eivit toteudu. Vaikka tavoitteena oli 10ytéd télle paras
epdlineaarinen malli, tdimi oli mahdollista 1dhinna tehtyjen valintakriteerien ollessa hyvin
konkreettisia. Kriteereiksi olisi voitu valita esimerkiksi diagnostiseen tarkasteluun liittyvia
kriteereitd, jotka olisivat muokanneet lopputulosta. Sopivan mallin valintaan liittyy siis
aina tulkinnallinen elementti.
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S Johtopaatokset

Tassd tutkielmassa syvennettiin aikasarja-analyysiin liittyvéa lineaarista teoriaa kohti epé-
lineaaristen mallien kdyttod. Lisdksi esiteltiin kdytdannon sovellus, jossa lineaarisen AR-
mallin vaatimat perusoletukset eivit toteudu. Téahin vaihtoehdoksi esiteltiin STAR-mallin
kaksi variaatiota: STAR(p)-mallit logistisella indikaattorifunktiolla kynnysmuuttujan vii-
veelld ja edellisten havaintojen itseisarvojen keskiarvolla.

Epilineaaristen mallien osalta ei ole yhtd selkedd linjausta parhaan mallinvalinnan kri-
teereistd. Tastd johtuen mallinvalintaa ohjaa vahvasti kéytettidvien kriteerien midrittely.
Tassé tutkielmassa kriteereiksi valittiin malleja matemaattisesti rajaavia tekijoitd, joiden
avulla valintaa oli mahdollista konkretisoida selkeammin. Diagnostinen tarkastelu jitettiin
verrattain pienelle huomiolle ja télld on merkittidvi vaikutus lopputulokseen. Niiden kri-
teerien perusteella parhaaksi malliksi valikoitui STAR(3)-malli kynnysmuuttujan viivelld
d=1.

Kriteerien erilaisella miirittelylld esiin olisivat nousseet erilaiset mallit. Selkeédn linjauk-
sen puutteen takia tulkinnallisilla tekijoilld on suuri merkitys mallinvalintatilanteessa. Tar-
kempi erilaisilla kriteereilld valittujen mallien vilinen vertailu jétettiin kuitenkin tdmin
tutkielman ulkopuolelle. Tutkielman laajennuksena voitaisiinkin tarkastella mallinnusteh-
tavaa laajentamalla valintakriteereiden kayttoa diagnostisten menetelmien kautta 10ytyviin
kriteereihin. T4lld tavoin on mahdollista perustella mukana olleiden edellisten havaintojen
itseisarvojen keskiarvon perusteella valittujen mallien kdyttokelpoisuus mallintamistehté-
vassd.
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