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Tassé tutkielmassa esitetdén ja todistetaan Darboux’n lause, jonka mukaan derivoi-
tuvan funktion derivaattafunktio toteuttaa valiarvolauseen.

Toisessa luvussa méadritelldan jatkuva ja derivoituva funktio seké todistetaan jatku-
vien funktioiden véliarvolause. Namé ovat merkittavid Darboux’n lauseen ymmaér-
tdmisen ja késittelemisen kannalta.

Kolmannessa luvussa késitelladn aluksi funktion suurimpia ja pienimpia arvoja. Lu-
vussa esitetdan kaksi lausetta, joita hyodynnetadn Darboux’n lauseen todistuksessa.
Darboux’n lauseelle esitetdan todistus seké kaksi esimerkkié.

Asiasanat: Darboux’n lause, Jatkuva funktio, Valiarvolause, Derivoituva funktio,
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1 Johdanto

Reaalianalyysin yksi téarked tulos on jatkuvien funktioiden véliarvolause, jota mate-
maatikot ovat kiyttédneet jo 1700-luvulta ldhtien. Myohemmin matemaatikko Gas-
ton Darboux huomasi, ettéd derivoituvien funktioiden derivaattafunktiot toteuttavat
tdmén lauseen, vaikka eivét olisikaan jatkuvia. Taméa mahdollisti véliarvolauseen
kiyttamisen myos derivaattafunktioita kasiteltdessa.

Téssa tutkielmassa esitetdan ja todistetaan tdma Darboux’n tekemé havainto de-
rivaattafunktioista eli Darboux’n lause. Toisessa luvussa mééaritelldan jatkuvat funk-
tiot seké esitetddn todistus jatkuvien funktioiden véliarvolauseelle. Luvussa méaéri-
tetddn myos, mitd ovat derivoituvat funktiot ja funktioiden derivaatat. Kolmannessa
luvussa késitellaan Darboux’n lausetta. Luvun alussa esitetdén ja todistetaan kaksi
apulausetta Darboux’n lauseen todistamista varten. Darboux’n lauseelle esitetddn
todistus, joka hyodyntad rajatun funktion suurimpia ja pienimpié arvoja. Lauseen
hyodyntéamisesta annetaan kaksi erilaista esimerkkié.

Taméan tutkielman péadldhteet ovat Stephen Abbotin kirja Understanding Ana-
lysis ja Walter Rudinin kirja Principles of Mathematical Analysis. Muita ldhteita,
joita on kiytetty yksittédisten lauseiden muotoiluun ja todistamiseen, ovat Robert G.
Bartlen ja Donald R. Sherbertin Introduction to Real Analysis sekd Hannu Laakson
ja Vesa Halavan luentomoniste Analyysi I.

Tamén tutkielman kirjoituksessa on hyodynnetty ChatGPT-tekoélytyokalua kie-
lenhuoltoon seka tekstin muotoiluun.

2 Funktion ominaisuudet

Téassé luvussa médritetdan jatkuvat ja derivoituvat funktiot sekéd todistetaan jat-
kuvien funktioiden véliarvolause. Luvussa osoitetaan myos, ettéa kaikki derivoituvat
funktiot ovat myos jatkuvia, jolloin voidaan todeta, etta viliarvolause pétee derivoi-
tuville funktioille. Véliarvolauseen ja derivoituvuuden ymmartdminen on keskeisté
Darboux’n lauseen késittelyn kannalta, koska kyseisen lauseen ehtona on funktion
derivoituvuus suljetulla valilld ja se on my0s véliarvolause derivaattafunktioilla.

2.1 Jatkuva funktio

Jatkuvien funktioiden véliarvolauseen kasittelemiseksi on méaédriteltava, mitd ovat
jatkuvat funktiot. Geometrisesti jatkuvuus tarkoittaa sité, ettd funktion ollessa jat-
kuva jossakin pisteessd a funktion kuvaaja ei katkea kohdassa z = a. Samoin, jos
funktio on jatkuva koko sen méérittelyjoukossa, sen kuvaaja ei katkea misséén koh-
taa. Jatkuvan funktion méérittelemiseen on kiytetty Abbotin [I] esittdm&d méari-
telméaa.

Maaritelma 1. Funktio f : A — R on jatkuva pisteessd a € A, jos kaikilla € > 0
on olemassa 0 > 0, jolla |f(z) — f(a)| < € aina, kun |z —a| < J jax € A.

Funktio f on jatkuva koko méarittelyjoukossa A, jos se on jatkuva jokaisessa mé&a-
rittelyjoukon pisteessa.



Jatkuvuus pisteessé a voidaan esittda myos raja-arvojen avulla. Jotta funktio f
olisi jatkuva kyseisessé pisteessa, pitdd funktion olla méaritelty pisteessi a ja funk-
tiolla tulisi olla dérellinen raja-arvo, kun x — a. Néiden liséksi lim,_,, f(x) = f(a).
Jos jokin néistd ehdoista ei pidd paikkaansa, a on funktion f epéjatkuvuuskohta eli
funktio ei ole jatkuva pisteessa a.

Esimerkki 1. Olkoon funktio f(z) = \/z mééaritetty joukossa A = {z € R |z > 0}.
Osoitetaan, ettd funktio f on jatkuva joukossa A.

Olkoon e¢ > 0. Jatkuvuuden osoittamiseksi tulee néyttaa, ettd |f(x) — f(a)]
voidaan tehdéd pienemmiéksi kuin e kaikilla x:n arvoilla jossakin pisteen a € A §-
ymparistossi. Tulee siis osoittaa, ettd itseisarvo |\/x — y/a| < e. Saadaan

V- al = Ve - val (YR ) = o <

kun v/a # 0 eli a # 0. Valitaan 0 = ey/a. Koska |z —a| < §, niin |\/r—/a| < 6\/@ =€,
kuten on haluttu.
Koska myos 0 € A, pitda tutkia tilannetta a = 0. Té&lloin tulee osoittaa, etté

[f(x) = f(O)] = V& <e,

joka pitee, kun x < €. Valitaan siis § = ¢2. T&lloin |z — 0| < 6, jolloin | f(x) —0] < e.
Funktio f on siis jatkuva my0s pisteessd = = 0.

Esimerkki (1| perustuu Abbotin kirjaan [I].

Jatkuvista funktioista ja reaaliluvuista pystytdéan laskemalla muodostamaan uusia
jossain pisteessé tai jollain vélilla jatkuvia funktioita.

Lause 1. Olkoot funktiot f ja g jatkuvia pisteessi a, ja olkoon ¢ € R jokin luku.
Tdlloin myds ftg, cf ja fg ovat jatkuvia pisteessd a. Jos lisiksi g(x) # 0 pisteessd
a, nun myos g on jatkuva. Sama pditee, jos pisteen a tilalla on vadli I.

Lause on Laakson ja Halavan luentomonisteesta [3] ja se on todistettavissa raja-
arvon laskusadéntojen avulla. Lause otetaan annettuna ja todistus sivuutetaan.

2.2 Jatkuvan funktion valiarvolause

Jatkuvan funktion véliarvolause sanoo, etté suljetulla valilla [a, b] jatkuva funktio f
saa kaikki arvot, jotka ovat sen padtepisteissd saamien arvojen f(a) ja f(b) vélissa.
Tama on intuitiivisesti hahmotettavissa, koska jatkuvassa funktiossa ei tule hyppyja
eikd se katkea, joten sen on saatava vilin kaikki arvot péadstikseen arvosta f(a)
arvoon f(b).



Téata lausetta on pidetty niin selvana, etté sille esitettiin ensimméinen analyyt-
tinen todistus vasta vuonna 1817, vaikka sitd oli hyédynnetty jo 1700-luvulla. To-
distuksen esitti matemaatikko Bernard Bolzano, ja lausetta kutsutaankin joissain
léhteissd Bolzanon korollaariksi. Téssé esitetty jatkuvan funktion véliarvolauseen
todistus pohjautuu kuitenkin Rudinin [4] esittdméadn todistukseen.

Lause 2 (Jatkuvan funktion véliarvolause). Olkoon f : [a,b] — R jatkuva. Jos ¢ on
jokin reaaliluku, joka toteuttaa f(a) < ¢ < f(b), niin on olemassa piste x € (a,b),

jolla f(x) = c.

Sama tulos tietysti pétee, kun f(a) > f(b).

Todistus. Tarkastellaan joukkoa A = {t € [a,b] | f(t) < c}. Selvésti a € A, joten
A ei ole tyhja joukko. Joukko A on myos selkedsti ylhdaltd rajoitettu. Néin ollen
sup A € R. Olkoon = = sup A, jolloin x € [a, b].

Oletetaan, etta f(x) < c. Koska f on jatkuva pisteessia x, on olemassa y € (z,b),
jolle f(y) < ¢, joten y € A. Tam4 on ristiriita sen kanssa, ettd x = sup A. Ei siis voi
pated, ettd f(x) < c.

Oletetaan, etté f(x) > c. Vastaavasti, koska f on jatkuva pisteessi z, on olemassa
y € (a,x), jolle f(t) > ¢, jos y <t < z. Koska z = sup A, pitee myos, ettd f(t) > c,
jos x <t < b. Siis f(t) > ¢, josy <t <b, joten y on joukon A ylidraja. Tama on
ristiriita sen kanssa, ettd x = sup A, joten ei voi pated, etta f(z) > c.

Nyt on todettu, etté oletukset f(z) < ¢ tai f(z) > c eivit pade, joten on oltava
f(x)=c. O

Kaikki jatkuvat funktiot siis toteuttavat véliarvolauseen. Nimetdan tama jatkuvien
funktioiden omaisuus véliarvo-ominaisuudeksi (engl. the indermediate value proper-

ty).

Voisi luulla, ettd viliarvolause toimii my0s toiseen suuntaan. Néin ei kuitenkaan
ole, eli vaikka funktiolla olisi véliarvo-ominaisuus, se ei valttdmétta kuitenkaan ole
jatkuva. Tamaé tulee hyvin esille esimerkiksi juuri Darboux’n lausetta késiteltédessé.

2.3 Derivoituva funktio

Darboux’n lauseen ehdoissa sanotaan, ettd funktion f tulee olla derivoituva tietylla
suljetulla vélilla. Maédritetddan, mité tarkoittaa, ettd jokin funktio on derivoituva.
Madritelméd on Bartlen ja Sherbertin kirjasta [2].

Maaritelma 2. Funktio f : A — R on deriwoituva pisteessd ¢ € A, jos on olemassa
sellainen luku L € R, jolla kaikilla € > 0 on olemassa § > 0, jolla ‘% — L| <€,
kun 0 < |z — ¢| < ¢. Funktion f derivaatta pisteessi c on L eli f'(c) = L.

Funktio f on derivoituva koko méarittelyjoukossa A, jos se on derivoituva jokaisessa
méarittelyjoukon pisteessé.



Funktion derivoituvuus voidaan maéritellda myos raja-arvojen avulla. Jos raja-arvo
lim,_,. % on aarellisend olemassa, funktio f on derivoituva pisteessé c ja saatu
raja-arvo on funktion derivaatta téssa pisteessa.

Esimerkki 2. Osoitetaan, etté funktio f : R — R, f(x) = 2% on derivoituva koko
reaalilukujen joukossa.
Olkoon € > 0 ja ¢ € R jokin piste. Valitaan d = € ja L = 2¢, jolloin

(x —c)(x+¢)

r —cC

— 2c

Tr —cC

'f(l“)—f(C) B

—20‘—

=lr+c—2c =|r—c| <e

kun 0 < |z—¢| < 0. Funktio f on siis derivoituva kaikilla reaaliluvuilla, ja f'(c) = 2c.

Jos funktio on derivoituva jossain pisteessé, sen tulee olla siind myos jatkuva.
Seuraava lause ja todistus on Laakson ja Halavan luentomonisteesta [3].

Lause 3. Jos f : A — R on deriwoituva pisteessi ¢ € A, niin f on myds jatkuva
pisteessa c.

Todistus. Halutaan osoittaa, etté lim, . f(x) = f(c). Kun z # ¢, voidaan kirjoittaa,
etta

(x —c).

Tr —cC

Voidaan siirtyd raja-arvoihin, ja koska tiedetdédn, ettd f'(c) = lim, .. (f (@) =/ (C)),
saadaan

lim(f(z) — f(c)) = lim (M> lim(z —¢) = f'(¢) - 0= 0.

T—C T—C Tr—cC T

Siis lim,.(f(x) — f(c¢)) = lim,—. f(z) — f(c) =0 eli lim, . f(z) = f(c). Funktio f
on siis jatkuva pisteessa c.

]

Lause patee myos tilanteessa, jossa derivoituvuus on méaéritetty jollain avoimella tai
suljetulla valilla. Funktio on my®és siis silloin silla vélilla jatkuva, ja derivoituvalle
funktiolle patee jatkuvan funktion véliarvolause. Lause ei kuitenkaan ole kddnnetta-
vissé. Jatkuvat funktiot eivét siis aina ole my0s derivoituvia.
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3 Darboux’n lause

Tassé luvussa paastadn itse Darboux’n lauseeseen ja sen todistamiseen. Alussa ka-
sitellddn kahta Darboux’n lauseen todistukseen vaadittavaa lausetta ja lopussa esi-
tetdan esimerkit kahdesta erilaisesta funktiosta.

3.1 Suurimmat ja pienimmat arvot

Darboux’n lauseen todistuksessa kiytetdan Weierstrassin min-max-lausetta, joka
tunnetaan myos aédriarvolauseena. Lause sanoo, ettd suljettu véali I kuvautuu jat-
kuvalla funktiolla f suljetuksi véliksi. Suljetun vélin kuvaksi tulee siis [p, s], jossa
p,s € Rjap =inf f(I) ja s = sup f(I). Tamé lause todistuksineen on esitetty
Laakson ja Halavan luentomonisteessa [3].

Weierstrassin lauseen todistamiseksi on tiedettava, etta jatkuva funktio on sulje-
tulla valilla rajoitettu. Tamé& on geometrisesti helposti hahmotettavissa, koska funk-
tion ollessa jatkuva suljetulla vélilld se ei voi valin sisépisteissd tai paatepisteissa
kasvaa rajatta. Seuraava lemma on Laakson ja Halavan luentomonisteesta [3], ja sen
todistus sivuutetaan.

Lemma 1. Suljetulla valilld jatkuva funktio on rajoitettu tdlla valilla.

Lause 4 (Weierstrassin min—max-lause). Jatkuva funktio kuvaa suljetun valin sul-
jetuksi viliksi. Jatkuvalla funktiolla on sits suljetulla valilld suurin ja pienin arvo.

Todistus. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva funktio. Lemman [I| mukaan f on valilla
rajoitettu, joten p = inf f([a,b]) ja s = sup f([a, b]) ovat reaalilukuja.

Osoitetaan, ettd s € f([a,b]) eli on olemassa ¢ € [a,b], jolle f(c) = s. Tehd&dén
vastaoletus, ettd tallaista lukua c ei ole olemassa. Koska s on joukon f([a, b]) yldraja,
talloin f(z) < s kaikilla z € [a,b]. Muodostetaan apufunktio

1
g(z) = s——f(a:)

Funktio g on jatkuva ja médritelty joukossa [a, b], koska s— f[z] > 0 kaikilla z € [a, b].
Lisdksi g(x) > 0 kaikilla x € [a,b]. Tiedetddn, ettd g on siis myos rajoitettu vélilla
[a, b], joten on olemassa m > 0, jolle

1
1w
kaikilla x € [a, b]. Siis
fla)<s -



kaikilla = € [a,b]. Luku s — % on siis joukon f([a,b]) ylaraja. TAmé& on ristiriita,

koska s — L < s ja s = sup f([a,b]). On siis olemassa ¢ € [a, D], jolle f(c) = s eli
funktiolla f on suljetulla valilld suurin arvo.

Viite p € f([a,b]) seuraa edellisestd. Tarkastellaan jatkuvaa funktiota —f :
la,b] — R. Edellisen perusteella on olemassa ¢’ € [a, b], jolle

—f() = sup{—f(z) | = € [a,b]} = —inf{f(2) | = € [a,0]}.

Siis f(¢') = inf{f(z) | € [a,b]} = inf f([a,b]).
Nyt siis inf f([a, b]) = min f([a, b]) ja sup f([a,b]) = max f([a, b]), joten funktion
suurin ja pienin arvo ovat olemassa. O

Seuraavaksi halutaan tutkia derivaattaa funktion suurimmissa ja pienimmissa
arvoissa. Seuraava lause ja sen todistus pohjautuu Abbotin kirjaan [I].

Lause 5 (Fermat'n lause). Olkoon funktio f derivoituva avoimella vdlilli (a,b). Jos
f saa suurimman arvonsa pisteessdi c € (a,b), niin f'(c) = 0. Sama pditee, jos funktio
f saa pienimmdn arvonsa pisteessd c.

Todistus. Koska ¢ on avoimella vililld (a,b), voidaan muodostaa kaksi lukujonoa
() ja (yn), jotka suppenevat kohti c:té ja joille x,, < ¢ < y,, kaikilla n € N. Koska
f(c) on funktion suurin arvo, niin f(y,) — f(c) < 0 kaikilla n. Talloin

f'(c) = lim <0
n—oo yTL — C
Samalla tavalla
Ty — C

jolloin f’(¢) = 0, kuten haluttu. O



o

Kuva 1: Fermat’n lause

3.2 Lause ja todistus

Vaikka ehtona funktion derivoituvuudella onkin funktion jatkuvuus, ei funktion deri-
vaattafunktio kuitenkaan vélttamétta aina ole jatkuva. Ranskalainen matemaatikko
Gaston Darboux (1842-1917) kuitenkin havaitsi, ettd derivaattafunktioilla on jat-
kuvien funktioiden tavoin véliarvo-ominaisuus. Han johti tdmén Pierre de Fermat'n
esittdméastd lauseesta [3], jolla pystyttiin etsimdén funktioiden pienimpié ja suurim-
pia arvoja. Darboux esitti lauseen, jonka mukaan, jos funktio f on derivoituva ja sen
derivaattafunktio saa jotkin arvot f’(a) ja f’(b), derivaattafunktion f’ on saatava
kaikki arvot naiden arvojen vililtd. Téma lause tunnetaan Darboux’n lauseena.

Darboux’n lause ja sen todistus, joka hyodyntda juuri Fermatin lausetta |9 ja
Weierstrassin lausetta [4] myotéilee Rudinin kirjaa [4].

Lause 6 (Darboux'n lause). Jos f on derivoituva vdlilli [a,b], ja jos c:lld pitee
f'(a) < ¢ < f'(b), niin on olemassa x € (a,b), jolla f'(z) = c.

Sama tulos pétee, jos f'(a) > f'(b).

Todistus. Muodostetaan apufunktio g(t) = f(t) — ct, jossa a < t < b. Télléin

Koska funktio f on derivoituva, myos muodostettu funktio g on derivoituva ja
siis jatkuva suljetulla valilla [a, b]. Silloin lauseen 4| mukaan funktio g saa suljetulla
valilld [a,b] pienimmén arvonsa. Olkoon = € [a,b] kohta, jossa g saa pienimmén
arvonsa. Halutaan osoittaa, ettd a < x < .

Koska ¢'(a) < 0, on olemassa ¢ > 0, jolle

g(t) = g(a)

< 0,
t—a
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kun a <t < a+ 4§. Talloin siis ¢g(t) < g(a), ja g el saa pienintd arvoaan pisteessé a.
Koska ¢'(b) > 0, on olemassa ¢ > 0, jolle

b) —g(t
o) =90 _
b—t
kun b —§ <t < b. Siis g(t) < g(b), ja g ei saa pienintd arvoaan pisteessa b.
Kuten haluttiin nayttdd, a < x < b. Lauseen [5| mukaan ¢'(x) = 0, koska funktio
sal pienimman arvonsa pisteessa x. Talloin

joten f'(z) =c. O

Seuraus 1. Jos funktio f on deriwoituva suljetulla valilld [a, b, funktion derivaatta-
funktiolla f" ei voi olla epdolennaisia epdjatkuvuuksia (engl. simple discontinuities).

Derivaattafunktio f’ ei kuitenkaan vélttamétta ole jatkuva. Vaikka derivaatta-
funktiolla ei olisikaan "hyppyjatkuvuuksia" (engl. jump discontinuities), voi silla olla
erilaisia epéoleellisia epédjatkuvuuksia.

Kuva 2: Darboux’n lause: Kun f’(a) > 0 ja f'(b) < 0, niin on olemassa ¢, jolle
flle)=0jaa<c<hb.



3.3 Esimerkki

Monet funktiot ovat joko sellaisia, ettd niiden derivaattafunktiotkin ovat jatkuvia,
tai sellaisia, ettd ne eivat ole kaikkialla derivoituvia. Jos derivaattafunktio on jat-
kuva, silla on myos tietysti valiarvo-ominaisuus. Jos derivaattaa ei ole kaikkialla
olemassa, mutta derivaattafunktio voidaan jossain kohdissa méaritelld, ndiden osien
derivaattojen vélille tulee hyppyja (ks. Esimerkki . Kuitenkin esimerkiksi erilaisil-
la sinifunktiosta johdetuilla funktioilla voi olla epédjatkuvuuskohtia mutta kuitenkin
myo6s véliarvo-ominaisuus (ks. Esimerkki (4)).

Esimerkki 3. Tutkitaan itseisarvofunktiota f(z) = |z| reaalilukujen joukossa. Funk-
tio f on derivoituva joukossa R \ {0}. Talloin

f’(x):{l josz >0

—1 joszx <O.

Funktio f siis ldhes toteuttaa Darboux’n lauseen ehdot, koska se on jatkuva ja deri-
voituva kaikkialla muualla paitsi yhdessé pisteesséd. Darboux’n lause ei kuitenkaan
péde, koska derivaattafunktiolla on hyppyjatkuvuus luvusta —1 lukuun 1. Derivaat-
tafunktiolla ei siis ole véliarvo-ominaisuutta.

Esimerkki 4. Olkoon funktio

B xzsin(%), x#0
9(96)—{07 0

maéaritelty reaalilukujen joukossa. Funktio suppenee kohti nollaa molemmilta puolil-
ta nollaa ldhestyttdessd. Nollan ymparilla funktio vardhtelee saaden seké positiivisia
ettd negatiivisia lukuja. Funktio g kuvaaja on esitetty kuvassa [3

02

01

Kuva 3: Funktion g kuvaaja

Funktio g on derivoituva, ja sen derivaattafunktio on



J(x) = {ixsin (3) —cos () i 75 8

Derivaattafunktio ¢’ ei ole kuitenkaan jatkuva kohdassa z = 0. Darboux’n lauseen
mukaan derivaattafunktiolla on kuitenkin viliarvo-ominaisuus. Funktion ¢ tavoin
derivaattafunktio ¢’ vardhtelee nollan ympéaristossa. Vardhtely on todella tihead, ja
¢:n suurimman ja pienimmén arvon valiset arvot saavutetaan tdssi virahtelyssa.
Derivaattafunktion ¢’ kuvaaja on esitetty kuvassa [4

14

12

-16 -14 -12 =1 -08 -06 04 04 06 08 1 12 14 16 1

Kuva 4: Derivaattafunktion ¢’ kuvaaja

Esimerkki sinifunktiosta on Abbotin kirjasta [1].
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