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Unruh-ilmiosséd tasaisesti kiihtyvissa liikkeesséd oleva havaitsija kokee nékevinsé
kiihtyvyyteen verrannollista mustan kappaleen séteilyé, vaikka se matkaisi avaruu-
dessa, jonka inertiaalinen havaitsija tulkitsee tyhjioksi. Vaikka ilmié on nimetty Un-
ruh’n mukaan, hén ei ollut ensimmaéinen, joka teorisoi ilmion, mutta ensimmaéinen,
joka antoi sille fysikaalisen merkityksen.

[Imion ymmértaminen vaatii pohjatietoa kvanttikenttéteoriasta seké tasaisissa etté
kaarevissa avaruuksissa. Tamaé siksi, koska kiihtyvé liike voidaan kuvata inertiaalise-
na liikkeené kaarevan avaruuden pintaa pitkin. Unruh ilmi6 voidaan johtaa kahdella
eri tavalla, mutta vaikka lopputulos on sama, on toinen tapa luotettavampi, joskin
pidempi.

[Imiota ei ole vieldkddn mitattu kokeellisesti, silld sen havaitseminen vaatii hy-
vin suuria kiihtyvyyksid ja tarkkoja mittalaitteita, mutta tulevaisuudessa se voi
olla. mahdollista. Tosin Unruh-ilmio ei ole teorian yksityiskohtien kannaltakaan
taysin selvd ja osa sen ominaisuuksista on edelleen viiteltyja. Ilmion todellisuus
itsessdankin on kyseenalaistettu, mutta konsensus on ilmion olemassaolon puolella.
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Johdanto

Fulling totesi artikkelissaan vuonna 1973 [I], ettd kun ollaan kiihtyvén kappaleen
koordinaatistossa, eli niin sanotussa Rindlerin koordinaatistossa [2], niin hiukkasen
tulkinta poikkeaa standardista vapaan kentdn mallista. Davies 1dhti jatkamaan tata
ideaa vuoden 1975 artikkelissaan [3], verraten sitd Hawkinging teorisoimaan mustien
aukkojen siteilyyn [4], mutta vain tasaisessa aika-avaruudessa. Tulokseksi hén sai,
ettd kiihtyvé havaitsija kokee olevansa lampokylvyssa. Kuitenkin vasta Unruh pystyi
laajentamaan teorian koskemaan koko avaruutta ja siten antamaan télle séteilylle
fysikaalisen merkityksen artikkelissaan vuodelta 1976 [5]. Vield téhén vahvistuksena
DeWitt esitti vaihtoehtoisen ja luotettavamman johtotavan vuonna 1979 [6], tukeu-
tuen koordinaatiston sijaan Greenin funktioihin. Ilmioté, jossa kiithtyva havaitsija
kokee olevansa lampdokylvyssd, onkin kutsuttu myos Unruh-Davies-DeWitt-Fulling-
ilmioksi, mutta yleisemmin se tunnetaan Unruh-ilmiond (Unruh effect).

Téssé tyossa seurataan vahvasti Birellin ja Daviesin kirjaa [7], keskittyen Unruh-
ilmiolle olennaisiin késitteisiin. Johtoja ja laskuja on laajennettu ja selkeytetty.
Alussa kaytavia pohjatietoja vaaditaan juurikin edelld mainittuun tdsméallisemp&an
DeWittin esitteleméén johtotapaan. Rindlerin koordinaatistoon perustuva johto esi-
tetddn tamaén jalkeen.

Ensimmaisessd kappaleessa liikutaan tasaisessa aika-avaruudessa ja ldhdetdan
liikkeelle skalaarikentén Lagrangen yhtalosta. Lukijan oletetaan olevan tuttu késitteen
kanssa. Siitd johdetaan aluksi kenttayhtalo ja sen ratkaisevat moodit. Tamén jélkeen
siirrytdan skalaarikentén kvantisointiin ja méaritellddn muunmuassa luomis- ja hévi-
tysoperaattorit. Sitten tutkitaan energiaimpulssitensorin ominaisuuksia, jotta saa-
daan enemmén tietoa kentéstd. Lopuksi vield késitellidn Greenin funktiot, jotka
auttavat tyhjion kuvaamisessa.

Toisessa kappaleessa siirrytddan tarkastelemaan kaarevia aika-avaruuksia. Vaikka

Unruh-ilmié on tasaisen aika-avaruuden ilmio, niin sen johtamiseen hyodynnetidén



kaarevan avaruuden tuloksia. Tamé siksi koska kiihtyva liike voidaan kuvata inerti-
aaliseksi litkkeeksi kaarevan avaruuden pintaa pitkin. Aluksi mééritelldan avaruuden
metriikka ja puhutaan hieman Penrosen diagrammeista. Seuraavaksi suoritetaan uu-
delleen skalaarikentédn kvantisointi, mutta talld kertaa kaarevassa avaruudessa. Lo-
puksi tutkitaan yleiselld tasolla, miten hiukkasilmaisin kayttaytyy, kun se liikkuu
avaruudessa.

Kolmannessa kappaleessa siirrytdéan vihdoin itse Unruh-ilmién pariin. Edellisessa
kappaleessa tutkitulle hiukkasilmaisimelle asetetaan tasaisesti kiihtyvéa rata ja rat-
kaistaan se. Talloin saadaan tulokseksi, ettéd tasaisesti kiihtyvéssé liikkeesséd ole-
va havaitsija kokee olevansa lampokylvyssé, vaikka liikkuu inertiaalisen havaitsijan
tulkinnan mukaan tyhjiossd. Tamén jélkeen johdetaan sama tulos, mutta kidyttden
Rindlerin koordinaatistoa. Lopuksi késitelldén eri ldhteiden tulkintoja Unruh-ilmion
seurauksista, merkityksesta ja paikkansapitdvyydesta.

Neljdnnesséd kappaleessa syvennytdéan yrityksiin mitata Unruh-ilmiéta kokeelli-
sesti. [lmi6ta ei ole vieldkddn saatu mitattua luotettavasti, vaikka yrityksid on ollut
monia. Tam4& johtuu ldhinnd ilmion heikkoudesta. Tutkijat odottavat mittauslait-
teiden kehittymisté, jotta voitaisiin saavuttaa tarvittavat kiihtyvyydet ja tarpeeksi
tarkat mittaukset.

Viimeisestd kappaleesta 16ytyy vield tdsméllisempi yhteenveto kaikesta késitellysté

ja oma tulkintani ilmiGsta.



Kéytetddn Minkowskin avaruuden metriikalle signatuuria (+ — — —) ja kiytetddn

yvksikoitd A = ¢ = G = 1. Seuraavia merkintoja kiaytetdan paljon:

* kompleksikonjugaatti
f h.c. hermiittinen konjugaatti
0
——, 0, osittaisderivaatta
oxH

V, kovariantti derivaatta
In luonnollinen logaritmi
[A,B] AB— BA
= maédritelty yhtéd suureksi
~ likimé&arin yhté suuri

normaalijérjestys



1 Kvanttikenttateoria Minkowskin avaruudessa

Minkowskin avaruus on neliulotteinen monisto, jossa on kolmiulotteisen euklidisen
avaruuden lisiksi myos aika yhtenéd ulottuvuutena. Minkowskin avaruus on tasai-
nen aika-avaruus ja sen yleistys on kaareva aika-avaruus. Padstdksemme kaarevan
aika-avaruuden kvanttikenttédteoriaan, on helpompaa ldhteé liikkeelle tasaisen aika-

avaruuden kvantisoinnista.

1.1 Skalaarikentta

Kvanttikenttéteoria toimii skalaarikentén lisiksi myos korkeampien spinien kentille,
mutta Unruh-ilmion tapauksessa riittda kisitelld aihetta vain skalaarikentédn kan-
nalta. Korkeampien spinien kanssa johdot ovat pohjimmiltaan samanlaisia, mutta
tietenkin monimutkaisempia.

Kasitellddn vapaata kenttdd ja siitd yhden komponentin reaalista n-ulotteista

skalaarikenttaé ¢(x), jolla on massa m. Sen Lagrangen yht#lo on muotoa
1 1 45,

Lagrangen yhtélon £ on itseasiassa tiheysfunktio ja sen vaikutus S saadaan laskettua

integroimalla yli koko avaruuden

S = /cd%. (12)

Esitetyn Lagrangen yhtalon kenttayhtélo voidaan laskea varioimalla kentédn ¢ suh-
teen ja vaatimalla, ettd 05 = 0. Tamén varioinnin lopputuloksena saadaan tunne-

tusti Eulerin yhtalo

oL oL
%~ "800 " )



Lasketaan sen komponentit ensin erikseen:

oL

6_¢ = _m2¢7
oL 1 ., [0(0.0) 0(0,¢)
00.0) 2" a(azcb) WO F 0 B6.0) ]
g e

1

= S1"(5:0,6 + 550,0)
1

= 5" 0b+ 0" 0u0) | =n™
1

= 5 ("0, + 0" 0u0) = 000 (1.4)

Sijoittamalla ndmé yhtéloon (1.3) voidaan laskea lopullinen kenttéayhtalo

) — 09,6 = 0

(O+m*)¢ =0, (1.5)

jossa [ = 70,0, on d’Alembertin operaattori. Tdmé& yhtdlo tunnetaan myds ni-
melld Kleinin-Gordonin yhtalo.

Kentén ¢ litke voidaan ajatella aaltoliikkeend ja sen vuoksi yhtdlo (1.5) voidaan
ratkaista ominaismoodien avulla. Aaltoliike, joka kulkee aaltoluvun k méardaméaian

suuntaan taajuudella w, saa seuraavanlaisen ratkaisujoukon
g (t,X) oc Xt (1.6)
jossa
w= (k% +m?)z (1.7)
1
n—1 2
k= k| = (Z kf) (1.8)
i=1
ja aaltoluvun k karteesiset komponentit voivat saada arvoja

—o0o<k;<oo, i=1,...,n—1



Moodit (1.6) ovat selvisti operaattorin /0t ominaisfunktioita, silla

auk(t,x) = —iwuk(t,x), jossaw > 0. (1.9)

Télloin niilla sanotaan olevan positiivinen taajuus suhteessa aikaan .
Jotta voidaan tarkastella kahden kentén suhdetta toisiinsa, pitdd méaéaritella sita
kuvaava operaatio. Skalaaritulo antaa tulokseksi kahden kentén vélisen kulman. Se

maaritellaan seuraavanlaisesti

(61, 62) = —i / (610065 — (Oun)63)d™ "z
= —i/¢1<5t>¢§d”‘1x, (1.10)

missé integraalin ¢ viittaa avaruudenkaltaiseen samanaikaisuuden hypertasoon ajan-

hetkelld ¢. Taman méaaritelman nojalla u, moodit (1.6) ovat ortogonaalisia
(uk, uyr) = —i/[ukatul*(, — Oy )up]d" o

= —i/[uk(iwt)ul*(, — (—iwt)ueup)d"

= 2w/uku;‘(,dn_1x

_ 2w/AA*eik-xiwik’-x+iwdnlx

= 2w|A|2/ei(k_k,)'xd”_1m

= 2w(2m)" AP (k - K)

=0, kun k # k.
Téasséd A on verrannollisuuskerroin. Valitsemalla A sopivasti, jolloin

we = [2w(2m)" 1]zl (1.11)

saadaan skalaaritulossa normalisoidut uy funktiot:

(uk, Uk/) = (5”71(1{ — k/)



Usein on kétevampéd rajoittaa ratkaisujoukkoa koko avaruudesta paikanluonteisen

L-sivuisen (n—1)-toruksen sisdpuolelle, eli valitsemalla jaksolliset reunaehdot. Silloin

(2Ln 1 )ffezkx uut) (112)

jossa

k= =2 Gi=0,4£1,42..., i=1,...,n—1 (1.13)

Nain ollen
(Uk7 Uk’) = Ok’

Seuraavaksi siirrymme jatkuvasta kuvauksesta diskreettiin laatikkonormalisaation.

Siind jokainen k-integrointi korvaataan diskreetilld summalla eli

/dn_lk‘: /dk‘l/dkg.../dk:n_l
x(Z(-2))

- (25)” Iy

i=1 Kk i=1
~(2m\"!
=7 > (1.14)
k

Nyt meilld on kaikki tarvittava tieto siirtya skalaarikentén kvantisointiin.

1.2 Skalaarikentin kvantisointi

Siirryttaessa tavallisesta kenttéteoriasta kvanttikenttéteoriaan pitaé kéasiteltavit ken-
tat kvantisoida. Systeemin kanoninen kvantisointi tapahtuu késittelelemélld kenttéaa
¢ kuin operaattoria. Operaattoriformalismi voidaan muodostaa kentén ¢ ja sen ka-

nonisen konjugaattimomentin 7 avulla. Konjugaattimomentti mééritellaan

oL



Namaé suureet noudattavat seuraavia samanaikaisia kommutaatiorelaatioita

\

[o(t, %), 6(t,x')] = 0
[w(t, %), 7(t,x")] = 0 (L16)

[p(t,x), 7(t,x)] = i0" H(x — x').

Ve

Kenttdmoodit (1.11) ja (1.12) muodostavat molemmat erikseen, yhdessé vastaa-
van kompleksikonjugaatin kanssa, ortonormaalin kannan skalaaritulolla (1.10). N&in
ollen ¢ voidaan laajentaa seuraavasti:

o(t,x) = Z[akuk(t,x) - aLuﬂ(t,x)]. (1.17)

k

Téssa termit ay ja a;r{ ovat Hilbertin avaruuden operaattoreita. Samanaikaiset kom-

mutaatiorelaatiot kentélle ¢ ja momentille 7 ovat silloin ekvivalentteja seuraavien

kommutaatiorelaatioiden kanssa

[a’ka a’k’] - 0

(aj, aje] = 0 (1.18)

[ak, CLL] == 5kk" )

Esimerkiksi

[Qb(ta X)v ¢(t’ Xl)] = {Z(akuk(t X) + aLuT{(tv X))a Z(ak’uk’ (t, Xl) + CLLUI*(/ (tv X,)):|

k/

= Z { (re, ] e (t, X)wger (£, X') + [ane, al, ] we(t, x)ugss (¢, %)
——

!
k.k ~ e

+ [CLITU arer] g (t, X)uge (8, x7) + [CLL, aL/] uy (t, x)uy (t, x’)}
N—— ——

=0/ =

=0

Muut kohdat saadaan samalla tavalla identtisiksi.
Téssé vaiheessa on hyva mééritelld Hilbertin avaruudessa kéytettava vektoreiden

merkintétapa. Niin sanotut ket-vektorit eli pystyvektorit merkitddn: |X), jossa X



madrittelee Hilbertin avaruuden tilan. Taman vektorin hermiittinen konjugaatti on
bra-vektori eli (X| = |X)T. Niiden siséitulo merkitiin muodossa (X |Y'), misti termi
bra-ket muodostuukin.

Heisenbergin kuvassa ajasta riippumattomat kvanttitilat kattavat koko Hilber-
tin avaruuden. Kateva kanta Hilbertin avaruudelle on Fockin avaruuden tilat eli
lukumadratilat. Silloin normalisoidut kantavektorit voidaan muodostaa vektorista
|0), jota kutsutaan tyhjioksi eli vakuumitilaksi.

Tila |0) annihiloituu eli hdvida kun sitd operoidaan milld tahansa ay operaatto-

rilla:
ax|0) =0, Vk. (1.19)

Kun taas operoidaan vakuumitilaa operaattorilla aL, saadaan aikaiseksi yksihiuk-

kastila |1y) eli
1) = ai[0) (1.20)
Samoin voidaan luoda useamman hiukkasen tiloja

‘11(17 1k27 SRR 1kj> = aLQLQ o 'a;r(j|0>?

jos kaikki aaltoluvut k;, joissa ¢ =1,2,..., 7, ovat erotettavia. Jos jokin aLi toistuu,

niin toistuvien tilojen lukumé&irii merkintéin luvulla ‘n, jolloin

1 2

2(af,) "(af,) ™+ (af)"|0).

|1nk1;2 Nkys - - - ,jnk],> = (1n!2n! .. ]nl)

Tissd ‘n! termit ovat kompensoimassa Bose-Einsteinin identtisten skalaarihiukkas-
ten statistiikkaa. Operointia yksittédisen ny hiukkasen tilaan voidaan kuvata seuraa-

villa kaavoilla

allni) = (n+1)7|(n + 1)) (1.21)

a|ni) = n2|(n — 1)) (1.22)
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Kantavektorit ovat normalisoidut seuraavasti:

1 2 r 1 2 s
<nk1, Nkoy - -y nkr| Mk Mkyy - - oy mks>

= 57«8 E 51na(1)m cee 6rna(s)m5k1k/a<1) ce 5krk’a(s)>
(634

jossa summa on yli kaikkien a-permutaatioiden kokonaisluvuilla 1...s.

1.3 Energiaimpulssitensori

Jotta saadaan lisétietoa kentdn ominaisuuksista, tarkastellaan kentéin Hamiltonin
operaattoria ja liikeméadrdoperaattoreita. Namé suureet saadaan energiaimpulssi-
tensorista 7}, jota kutsutaan myds jénnitystensoriksi. Se voidaan muodostaa La-
grangen yhtalosta kayttamalla hyvéiksi Eulerin yhtéloéd (1.3), kun oletetaan, ettd £

ei riipu koordinaateista x* eli 9,£ = 0, [8] s. 8]. Johto menee seuraavanlaisesti

oL oL

0L = a—(béw + a(a—ma”a“¢
o, (%) D+ %‘;)@M
§1OL = D), (%‘f@a@).
Tésté nihdisin, etté ehto
9,T" =0
téyttyy, kun jénnitystensorin magritelliin olevan
T — %aﬂs 5L (1.23)

Taméa on energiaimpulssitensorin yleinen muoto ja soveltuu kaikille Lagrangen yhté-
lille. Lisédksi, jos on useampia eri kenttié, niin summataan yhtdlon (1.23) oikean
puolen ensimmaéinen termi kaikkien kenttien yli.

Téhén yleiseen madritelmadn (1.23) voidaan nyt sijoittaa kdytossamme oleva

vapaan kentdn Lagrangen yhtdlo (1.1) ja sen jo laskettu toinen derivaatta (1.4),
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jolloin jannitystensoriksi saadaan

1 1
T = NapT = Nap [770‘“ PO, — 53<§8A¢8)\¢ - §m2¢2)}

1 1
= 0,00,¢ — énﬂyﬁAgb@)‘gb + §m2gb2nw,. (1.24)

Téastéd voidaan muodostaa Minkowskin koordinaateissa Hamiltonin tiheys

1 n—1
Ti= 5|00 + 0w + e (1.25)
ja liikkemé&aratiheys

jotka kuvaavat aika-avaruuden energiajakaumaa ja nimensd mukaisesti liitkem&aaraé.
Néamé voidaan laskea maéaéritteleméillemme kentélle sijoittamalla niihin kenttd ¢
lausekkeesta (1.17). Yhtéloon (1.25) sijoitettaessa ja integroitaessa yli koko ava-
ruuden saadaan muodostettua Hamiltonin operaattori, joka tésséd vapaan kentdn
tapauksessa kuvaa kentén energiaa.

H = /t Tpd =z — /t [ (on(—iwoym + ationiy] ()

+ nz_:l [Z(akikﬂ'uk + alt(—ikj)uf;)} i (%)
+m? [Z(akuk + aLu;)] z}dnlx. (% s %)

Kohta (%) saadaan, kun tiedetdén, ettd k- x = > k’z’ ja muistamalla k-summan

méadritelma (1.14) derivointia varten. Lasketaan summan osat erikseen, kun wuy saa-
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daan kaavasta (1.12).

-1
/ E —w )(akak/ukuk/+akai,ukuk, akaL,ukuk, aLak/ukuk/)d" x

k. k’
(k—i—k’)x 2iwt . e—i(k+k’)~x—2iwt
kk’
i(k—k')-x (k—K')
t * t € n—1
— QR Ukl ————— — Gy A ————— | d"
K TR g D1y K T L1y )
1 Ln—l w2
:EW —(aLak/(Skk/ + aLaklékk/)
Kk’

1
=2 Z(alak + aal)w
k

Muut kohdat saadaan samalla tavalla saadaan, kun k' = n'k; = —k;.
Sk t AR t N
(k%) = ... = Z Zz(akak+akak)w = ZZ(akak—i—akak)Z.
=1 k k
1 i pym
(kxx)=...= 1 zk:(akak + akak)j
Nyt
1 T + m2 +l€2 (1.7) 1 1 T
() 4 (x % %) = 1 Z(akak + akak)T =1 (apax + axay )w,
K k
jolloin
1 i i
H= 5 Z(akak + axay )w. (1.27)
K

Kayttamilla kommutaatiorelaatioita (1.18), saadaan tamé yhtalo kirjoitettua muo-

dossa

H= ; (aLak + %)w (1.28)

Tekemalla kentéan ¢ sijoitus yhtdloon (1.26) saadaan laskettua litkeméaaran kom-



13

ponentit
P, E/Ttidnlx = /Z(akuk — a}ug)ik’ Z(ak/uk/ — alul, ) (—iw)d" e
t Ty K’

:/ g (et + afal uiug, — aal ey, — alawugue)(—wk;)d™ 'z
¢
K/

Lt wk; (1
=T zk:(air(ak + akaL) -

= Z altakki + % Z k;.
Kk Kk

Téssé jalkimméinen summa on ddreton summa. Sitd voidaan késitelld ultravioletti-

18) 1
=3 zk:(QaTkak + 1)k;

katkaisun avulla eli kdyttdmaélla suurta raja-arvoa, jolloin

D= i 3 k=0

k k|<K

Tama raja-arvon sisilld oleva ddrellinen summa menee nollaksi, silla termin k;
méadritelman (1.13) mukaisesti sen negatiiviset ja positiiviset arvot kumoavat toi-

sensa. Lopulta momentiksi siis saadaan

P, = ZaLakki. (1.29)
Kk
Seka H, ettd P, kommutoivat seuraavien operaattoreiden kanssa

Ny = aLak

(1.30)
N=> N
Kk
Toisin sanoen

[N,H] =[N, P] =0. (1.31)

Taméa nahdaédn kun kiytetddn relaatioita (1.18), jolloin

CLL/CLk/CLLak = CLL (a;r(ak/ + 5kk/)ak = CLL/CLIT(akaLk + CLL/CLkékk/

ot T | T i
= () Ay Ak Ak’ + ak,ak(Skk/ = ak(akak, - 5kk/)ak/ + ak,akékk/

= aLCLkCLL(Ik/ —aLak/ (Skk/ + aLak(Skk/

TV
=0

= aLakaL, ag’.
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Operaattorin N fysikaalista merkitystd voidaan tutkia ottamalla siitd odotusar-

vo. Se voidaan tehda kayttamalla hyvéksi yhtaloita (1.19) ja (1.22), jolloin saadaan

(0[N|0) =0, Vk (1.32)

<17’Lk1,2 nkQ, Ce ,j nkj\Nki 17’lk1,2 nkQ, Ce ,j nkj) = i?’l. (133)

Niin ollen operaattorin Ny odotusarvo on kokonaisluku ‘n, joka on ket-vektorin

kohdassa k; oleva arvo. Kun (1.33) summataan yli kaikkien ¢ saadaan

<|N|>=Zin-

Tamén termien Ny ja n vélisen suhteen vuoksi on loogista antaa operaattorille
Ny nimeksi "lukumaérdoperaattori moodille k” ja operaattorille N nimeksi ”ko-
konaislukuméérdoperaattori”. Relaation (1.31) vuoksi operaattorin N ominaistilat
ovat myos operaattoreiden H ja P ominaistiloja. Aina kun luku ‘n kasvaa yhdell4,
niin (|H|) ja (|P]) kasvavat vastaavasti energian w; ja momentin k; verran, joten
tdmén luvun voidaan ajatella kuvaavan kvanttien lukumé&araa.

Nyt yhtaloiden (1.21) ja (1.22) kuvaamille operaattoreille aL ja ax on olemas-
sa hyodyllinen fysikaalinen tulkinta. Ensimméinen vahentdd moodin k sisdltdmien
kvanttien lukumaéériaé yhdelld ja jalkimméiinen taas nostaa sitd yhdelld. Sen vuoksi

aL on nimetty luomisoperaattoriksi ja ay hévitysoperaattoriksi.

1.4 Vakuumienergian divergenssi

Tila |0) eli hiukkaseton tila tai vakuumitila on erityisen kiinnostava tila. Sen lii-

keméara on nolla eli
(0|P[0) =0,

miké seuraa suoraan yhtalosta (1.29). Intuitiivisesti voitaisiin olettaa ettei siiné olisi

myoskadn yhtéddan energiaa, silla tila ei sisdlla yhtdan kvanttia. Tutkittaessa yhtaloa



(1.28) huomataan kuitenkin, etté

(0]H10) = (010) 3" 50 = 3" 2w

kun kéytetddn normalisaatioehtoa (0|0) = 1. TAm& summa ei mene nollaksi vaan
péinvastoin hajaantuu darettomyyteen. Tété energiaa kutsutaan vakuumienergiaksi.

Minkowskin avaruudessa vakuumienergiasta voidaan péa#sté eroon mittaamalla
energia suhteessa tdhdn nollapiste-energiaan eli merkitsemélld se nollaksi. Se voi-
daan tehda kayttamaélla operaattoria : : eli normaalijirjestysoperaattoria, joka vaih-
taa luomis- ja havitysoperaattoreiden jérjestysté siten, ettd havitysoperaattorit kir-

joitetaan aina ensin, eli : axal := al ay. Tété kiyttamilli, kaavasta (1.27) saadaan

H = Z altakw.
Kk

Normaalijarjestys on yksi esimerkki regularisaatiosta, joka on systemaattinen
matemaattinen prosessi, jossa uudelleenmééritellain muodollisesti ddrettoméat ku-
vaukset, jotta ne olisivat matemaattisesti hyvin méaériteltyja ja toteuttaisivat fysi-

kaalisesti motivoidut ehdot.

1.5 Greenin funktiot

Tyhjion odotusarvoja eri vapaan kentén operaattoreille voidaan kuvata erilaisilla
aaltoyhtédlon Greenin funktioilla. Myohemmin n&dhd&dédn miten eri koordinaatistot
madrittelevit erilaiset tyhjiot, télloin Greenin funktioiden avulla voidaan verrata
néita tyhjiocita keskenéddn, mikéa on Unruh-ilmion kannalta olennaista. Skalaarikentan
tapauksessa tarkeitd ovat kentdn kommutaattorin ja antikommutaattorin odotusar-

vot. Ne ovat muotoa

iG(a,a') = (0][6(x), 6(x)]|0) (1.34)
GO(2,a') = (O1{ (), o(a')}0). (1.35)
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Funktio G tunnetaan Paulin-Jordanin tai Schwingerin funktiona ja funktiota G
kutsutaan Hadamartin alkeisfunktioksi. Namé Greenin funktiot voidaan jakaa posi-
tiivisiin ja negatiivisiin taajuusosiin seuraavasti:
iG(r, ') = G (z,2") — G (x,2")
G (z,2") = G (z,2') + G (z,2'),
jossa G*, joka tunnetaan nimelli Wightmanin funktio, saadaan yhtloisté

G (x,2") = (0]p(z)¢()|0)
G~ (z,2") = (0l¢(z")¢(x)]0).

Feynmannin propagaattori Gy méaéritellaan aikajarjestettyné kenttien tulona

(1.36)

iGr(x,2") = (0|T[p(x)o(2)]]0)

=0(t — "Gt (z,2") + 0(t' — )G (z,2'), (1.37)
jossa
1, t>0
G(t)_{o’ t<O0.

Vield on olemassa viivistetty ja edistetty Greenin funktio, jotka mééritellaan

seuraavasti:
Gvy(z,2') = —0(t —t')G(x, ')
(1.38)
Ge(z,2') = -0t —t)G(x,2).
Niiden keskiarvo on
al / 1 / /
G(z,2") = §[Gv(x, z') 4+ Gg(z, 2],
joka liittyy Feynmannin propagaattoriin seuraavasti:
— 1
Gr = —G(z,2)) — §z'G<1>(:c,:c’). (1.39)

Kiyttamalld kenttiayhtiloa (1.5) ndhdddn, ettd G, GO ja G* kaikki toteuttavat

homogeenisen yhtélon

(O, +m*)G(x,2') =0, (1.40)
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silla

O (0lg(2)¢(2")[0) = (0l[Od(x)](2")[0) = —m?*{0]¢(x)b(2")]0).

Kayttamalla tietoa 0,0(t—t') = §(t—1t') ja samanaikaisia kommutaatiorelaatioita

(1.16) saadaan seuraavat yhtalot

(O, + m?*)Gr(r,2') = —6"(x — ') (1.41)

(O, + m*)Gyp(r, ) =8"(z — 2), (1.42)
silla

,0(t — )G (2, 2') =0y {[0"0(t — )]GT + 6(t — )" G}
=[00(t —t')]GT + [0"0(t — t')]0p) G
+[0,0(t — )]0 DGt + ot — t')O,GF

TZ0 19,5t — )G +25(t — 1)9,GT +0(t — ') O,GF .
~ ~ J . ~ / W—/

(*) () =—m2G+

Tiedosta [ 0'(z)f(xz)dz = — [ (z) f'(z)dx saadaan
(x) = —0(t =)0, 6(t — )G,
joka on samaa muotoa kuin (xx), jota taas saadaan muokattua seuraavasti:

() = (Ol (£, x)9(t, x) 0)
= (0]¢(t, )7 (t,%)|0) — i6"* (x — x) (0]0)

=0t —t)0,G™ (x,2") — id"(x — o).
Téasta seuraa, etté
O.0(t — )Gt (2, 2") = 6(t —)0,G (x,2') —i0"(x — &) — m*G T (x,2)
ja samoin saadaan

O.0(t — )G (x,2') = 6(t —t)0,G™ (x,2') — m*G~ (x,2).
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Kuva 1. Eri Greenin funktiot ja niihin liittyvit napojen kierrot k° kompleksitason
kautta. Navat £° = 4+/|k|? + m? on merkitty rasteilla. Avoimien reittien ajatel-
laan olevan suljettuja adrettomén puoliympyran avulla ylemmaéasséd tai alemmassa
puolitasossa.
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Kun viel& huomataan, ettd 0,0(t' —t) = —0(t' —t) = —d(t — t’) niin sijoittamalla
edelld lasketut tiedot yhtéloihin (1.37) ja (1.38) saadaan halutut yhtalot.

Greenin funktiot Gr v g kuvaavat kentdn héirididen etenemisté tietyillé reunaeh-
doilla.

Greenin funktioiden integraaliesitykset voidaan muodostaa korvaamalla ¢:n moo-
dihajotelma (1.17) tyhjion odotusarvoilla. Kaikki Greenin funktiot voidaan esittdaa
seuraavasti:

ek (x—x")—ikO(t—t")

Gz, 2') = (27)" / e (1.43)

Talld integraalilla on navat kohdissa k° = =+(|k|2+m?)z. Koordinaatin k° integrointi
voidaan suorittaa kiertdmélla navat imagindariavaruuden kautta. Se milld tavoin

napa kierretdén méaaraa sen, miké Greenin funktio kaavasta saadaan ulos (kuva 1).
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2 Kvanttikenttiteoria kaarevassa aika-avaruudessa

Seuraavaksi siirrymme tasaisesta Minkowskin avaruudesta kaareviin aika-avaruuksiin.
Avaruus itsessdén voi olla kaareutunut eri tavoin ja myos painovoima voi aiheuttaa
sithen kaareutumista, kuten yleinen suhteellisuusteoria ennustaa. Kaarevia avaruuk-
sia voidaan kayttaa hyvaksi myos tasaisen avaruuden teorioissa, silla tasaisessa ava-
ruudessa kiihtyvéssa liikkeessé olevan kappaleen voidaan ajatella kulkevan tasaisella
nopeudella sopivasti kaareutuneessa avaruudessa.

Avaruuden kaareutuminen méaéritellaén pohjimmiltaan metriselld tensorilla. Se
oli Minkowskin avaruudessa 1), ja nyt se on yleistd muotoa g,,,. Muut termit saadaan

laskettua siita.

2.1 Aika-avaruuden rakenne

Oletetaan aika-avaruuden olevan C* n-ulotteinen, globaalisti hyberbolinen, pseudo-
Riemanninen monisto. Differentioituvuusehdot varmistavat differentiaaliyhtéldiden
olemassaolon ja globaalinen hyberbolisuus varmistaa Cauchyn hyberpintojen ole-
massaolon.

Pseudo-Riemannisella metriikalla g, jonka méérittelee kaarialkion nelié
ds® = g (x)datda”, p, v=0,1,...,(n—1),

on signatuuri n — 2. Useampia koordinaattitilkkuja (coordinate patch), joihin liittyy

metriikka g,,,, voidaan tarvita peittdméin koko monisto. Mééritelladn determinantti
g =|det g

Aika-avaruuden kausaalista rakennetta voidaan kuvata Penrosen diagrammeilla.
Niiden muodostamiseen kaytetdan konformikuvausta metriseen rakenteeseen, jolloin
ddreton aika-avaruus voidaan esittdd dérellisenéd diagrammina (kompakti monisto).
Konformikuvaukset kutistavat tai venyttdvéit monistoa toisin kuin koordinaattiku-

vaukset, jotka vain uudelleennimeévit koordinaatteja jollakin alueella muuttamatta
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sen geometriaa. Konformikuvauksen voi kuvata seuraavasti:

9 () = G () = Q*(2) g (), (2.1)

jollekin jatkuvalle, ei-katoavalle, dérelliselle reaalifunktiolle (). Avaruus on kon-
formi toiselle avaruudelle, jos se on konformikuvauksen pééssa siité.
D’Alembertin operaattori yleistyy kaarevassa arvaruudessa Laplacen—Beltramin

operaattoriksi, joka mééaritellaan

O¢ =gV, -V, = (—9) 29,[(—9)2 9", 9]. (2.2)

Yksinkertaisena esimerkkind Penrosen diagrammista késitellddn kaksiulotteista

Minkowskin avaruutta, jossa kaarialkion nelié on muotoa
ds* = dt* — da*. (2.3)

Tyoskentelemme usein nollakoordinaatistossa, u, v, joka mééritelladn seuraavasti:

u=t—2x
(2.4)
v="1+x,
jolloin viivaelementiksi saadaan
ds* = (dt — dz)(dt + dr) = dudv. (2.5)

Naiin ollen metrinen tensori saa muodon

silla
1/0 1 du 1 dv
(du dv) 3 <1 O) <dv) =3 (du dv) (du) = dudv.
Tehdaan koordinaattimuunnos

v = 2arctanu

v = 2arctanv,
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Kuva 2. Penrosen konformi diagrammi Minkowskin avaruudesta. Kompakti alue
—m < ', vV < 7 on konformi koko Minkowskin avaruuteen —oco < u, v < 0.
Suorat u, v = vakio ovat aina 45° kulmassa. Kuvassa on myos esitettyna havaitsija,
joka on asymptoottisesti ajanluonteinen.

jossa
—r <, v <. (2.6)
Nyt kaavasta (2.5) saadaan

1 1 1
ds® = 1 sec? (§u’) sec? (50’) du'dv’.

Jos nyt tehdédén konformikuvaus

02(z) = Esecz (%u) soc? (%v)} -

G (W, V") =g, (W) =

niin

DN | —
RN
— O
O =
N——
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It It

Kuva 3. Tamé ajanluonteinen maailmanviiva esittdd havaitsijaa, joka jossain vai-
heessa alkaa kiihdyttdmaéan jatkuvasti oikealle, jolloin hén ldhestyy asymptootti-
sesti valonnopeutta. Sen vuoksi tdmi maailmanviiva ei saavuta pistettd i*, vaan
leikkaa reunan .t pisteessi P. Pisteen P kautta kulkeva suora, jolle @ = vakio, toi-
mii siis tapahtumahorisonttina, koska tatd maailmanviivaa kulkeva havaitsija ei voi
ikind havaita sen yldpuolella tapahtuvia tapahtumia.

jolloin konformikuvattu kaarialkio on
ds* = du'dv’.

Kaarialkio on samaa muotoa kuin alkuperiisen Minkowskin avaruuden kaarial-
kio, mutta késittdd vain kompaktin alueen (2.6), joka nikyy kuvassa 2. Konformi-
kuvaus on kutistanut ddrettomyyden kaavion rajaviivoille.

Penrosen diagrammisssa valoviivat (null rays) pysyvét 45° kulmassa eli ne ovat
invariantteja konformimuunnoksissa. Néin ollen kausaali analyysi voidaan suorittaa
valokartion avulla kuten Minkowskin avaruudessa. Selvisti kaikki valoviivat leikkaa-

vat rajaviivat T ja £, joita kutsutaan tulevaisuuden ja menneisyyden valonluon-
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teisiksi (null) dérettomyyksiksi. Asymptoottisesti ajanluonteiset kiayriat suppenevat
kohti pisteitd it ja i, jotka ovat tulevaisuuden ja menneisyyden ajanluonteiset
adarettomyydet. Samoin paikanluonteiset kdyrit suppenevat kohti paikanluonteista
Adrettomyytta .

Ajanluonteinen kéyré, joka on asymptoottisesti valonluonteinen, voi muodos-
tua, jos hiukkanen on jatkuvassa tasaisesti kiihtyvassé liikkeessé, jolloin sen nopeus
ldhestyy valonnopeutta, kun ¢ — oo. Téllainen maailmanviiva on piirrettyna ku-
vasssa 3. Valonluonteisen asymtootin yldpuolella olevat tapahtumat ovat ikuisesti
kausaalisesti saavuttamattomia kiihtyville hiukkaselle. Sen vuoksi téta valonluon-
teista asymptoottia kutsutaan kiihtyvén hiukkasen tapahtumahorisontiksi.

Tamé analyysi pédtee myos neliulotteiseen Minkowskin avaruuteen, jos jokaista
diagrammin pistettd ajatellaan 2-palloksi, lukuunottamatta pisteité, jotka ovat ver-
tikaalisella symmetria-akselilla ja pisteitd i, jotka esittéiviit avaruusajan pisteité.

Silloin £ ja .~ ovat itseasiassa valonkaltaisia 3-pintoja.

2.2 Skalaarikentidn kvantisointi

Muodollisesti kentén kvantisointi kaarevassa avaruudessa tapahtuu samantyylisesti
kuin Minkowskin avaruuden tapauksessa. Yhtalot ovat muuten samanlaisia, mutta
niissé on myos avaruuden kaarevuutta kuvaavia termejé. Lagrangen tiheys on téssa

tapauksessa muotoa

£(x) = £ (~0)} " 0006 — (m” + ER)6?),

jossa ¢(z) on skalaarikentté ja m on yhden kentén kvantin massa. Skalaarikentén ja
gravitaatiokentiin kytkentii kuvaa termi ¢ Rp?, jossa & on numeerinen tekiji ja R(x)
on Riccin skalaarikaarevuus. Tama termi tarvitaan renormalisointiin, kun Lagrangen
yhtéloon lisdtaan vuorovaikutusta kuvaava termi. Kun £ = 0 puhutaan minimaalisen

kytkeytymisen tapauksesta.
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Vaikutus on samaa muotoa kuin ennenkin

S:/Ed”x

ja skalaarikenttayhtédlé muuttuu vain lisdtermin verran
(B +m? +ER)d =0, (2.7)

jossa [J saadaan nyt yhtélosta (2.2).

Skalaaritulo yleistyy muotoon

(61, 0) = —i / (—g0)261 9, 30" 2.8)

Téasséd do* = n*do, jossa n* on tulevaisuuteen osoittava yksikkévektori, joka on
kohtisuorassa paikanluonteisen hyperpinnan ¢ kanssa ja do on tdmén pinnan tila-
vuuselementti. Hyperpinta ¢ on Cauchyn pinta ja skalaaritulo on riippumaton sen
muunnoksista.
Jos 0 — ¢’ niin, ettd o ja ¢’ muodostavat paikanluonteiset rajat tilavuudelle v,
eli reunan Jv, niin Gaussin divergenssiteoreeman avulla saadaan
(61,02)s — 1,000 =1 [ (~9)bn 030" 1 [ (=9} D50

[ea o

1 <>

—i [ (ot 5oy
—i [(-9) v o
=0,

joka nédhdddn seurauksena kenttayhtalostéa (2.7) [8 s. 46].

Kenttéyhtalolle (2.7) on olemassa tdydellinen joukko moodiratkaisuja w;(zx), jot-

ka ovat ortonormaaleja laskettuna skalaaritulolla (2.8). Ne siis toteuttavat ehdot

(ui,uj) = 6ij; (U;k, u*) = —51'3‘, (Ui, u*) = O (29)

J J
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Indeksi ¢ viittaa joukkoon ominaisuuksia, joita tarvitaan merkitseméddn moodeja.
Kentta ¢ voidaan laajentaa samoin kuin yhtélossa (1.17):

¢(z) =Y _laiwi(x) + alu;(x)]. (2.10)
Teorian kovariantti kvantisointi voidaan tehda kayttden samoja kommutaatiorelaa-

tioita kuin aiemmin kohdassa (1.18):
[ai,a;] = J;j, jne.

Vakuumitilan, Fockin avaruuden, jne. konstruointi voi tdmén jélkeen edetd sa-
moin kuin kappaleessa 1.2. Télla kertaa formalismi ei kuitenkaan ole niin yksiselit-
teinen. Minkowskin avaruudessa koordinaatit ovat riippumattomia niiden sijainnis-
ta eli ne muodostavat symmetriaryhmén. Kaarevassa aika-avaruudessa néin ei ole,
lukuun ottamatta joitain poikkeustapauksissa. Ei siis ole mitédén yksittéista koordi-
naatistoa, jolla kentta ¢ voitaisiin yleispitevésti hajottaa moodeihin. Yleisessé suh-
teellisuusteoriassa ilmioitd on tarkoitus kuvata yleisen kovarianssin kautta, jonka
mielessé koordinaattisysteemit ovat fysikaalisesti merkityksettomié.

Tarkastellaan siis toista ortonormaalia moodijoukkoa %;(x). Kenttd ¢ voidaan
laajentaa téssd joukossa seuraavasti:

o(x) = 3 [am(x) + @l (2)) (2.11)
J

TAmé& kentén ¢ hajotelma méiirittelee uuden vakuumitilan |0), jolle

Se méadrittelee myos uuden Fockin avaruuden.
Koska molemmat joukot ovat tdydellisié, niin moodit u; voidaan laajentaa van-
hojen avulla:

7
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ja toisinpéin eli vanhat uusien avulla

uj = Z(a;ﬂz — B;i;). (2.13)

i
Namaé relaatiot tunnetaan Bogolubovin muunnoksina. Matriisit «;; ja [3;; ovat Bo-

golubovin kertoimia ja sijoittamalla muunnokset ehtoihin (2.9) saadaan ne esitettyé

muodossa
iy = (Ui, ug),  Bij = — (W, uj), (2.14)
silla esimerkiksi

(Wi, uy)

VR

Z Qiruy + Piur,), Uj)
k
= Z i (ur, wj) + B (ug, uy)]

Z 1k5k]: ij

k

Merkitsemélla yhtdlot (2.10) ja (2.11) yhta suuriksi saadaan
Z(aiui + aju;) = Z(aﬂj +ay)
i J
= (@ > (agrue + Bwup) + @b > (g + i)
j k I

= Z Z a;(crug + By + al(aur + B

= o + Byalug + (o,al + Bid; )uy)
7 k

=> [Z(ajkaj + B+ Y (gt + Ban) url .

k J J
Téastd nahdadn, etta
a; =Y (aya; + B;a)) (2.15)
J

ja samalla tavalla saadaan

= Z a;a; — ﬁjiaj). (2.16)
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Bogolubovin kertoimilla on seuraavanlaiset ominaisuudet

Z(aika;k - ﬁzkﬁjk) =0;

k

Z(Oéikﬁjk - ﬁikajk) =0,
k
silla esimerkiksi

0ij = (w;, u;) =

/N

Z sy + Bikuy), Z(Oéﬂuz + 53'1“7))
k I

= Z[(aikuk7 ajiur) + (g, Bwy) + (Biug, ajiw) + (Biug, Buy)]
k.l

Z[Ozik@;lékl + BBy (—0k)]
kol
(e — BinB)-
!

Yhtalosta (2.15) ndhdéaédn, ettéd kaksi Fockin avaruutta, joiden kantoina ovat w;

ja u;, ovat erilaiset, kun ;; # 0. Esimerkiksi |0) ei annihiloidu termin a; avulla:
al0) = Bil1;) #0.
J
Itseasiassa operaattorin N; = a}ai odotusarvo u; moodin hiukkasille tilasssa [0) on

(0| V;|0) = Z 18,2,

joka tarkoittaa, ettd moodien u; tyhjio siséltdd ) | B;i|? hiukkasta moodissa ;.
Jos moodit u; ovat taajuudeltaan positiivisia suhteessa johonkin ajanluonteiseen

Killingin vektorikenttéan &, jolle on voimassa
Leu; = —iwuj, w >0

(vertaa yhtéloon (1.9)), ja moodit @y, ovat lineaarikombinaatio vain moodeista u; (ei
u}) siséiltden siis vain positiivisia taajuuksia suhteessa kentdén &, niin 3;, = 0. Siind
tapauksessa myos ay|0) = 0, samoin kuin a;|0) = 0. Silloin ndmé kaksi moodijoukkoa
u; ja uy jakavat yhteisen vakuumitilan. Jos miké tahansa f3;;, # 0, niin moodien
on sisillettivi sekd positiivisia (u;), ettd negatiivisia (u}) taajuuksia olevia moodeja

ja silloin hiukkasia on paikalla.
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2.3 Liikkuva hiukkasilmaisin

Unruh-ilmi6on padstiksemme pitdé ensin vastata kysymykseen: Miten tietynlainen
hiukkasilmaisin kdyttaytyy annetussa tilanteessa? Siihen kdytdmme DeWittin [6] s.
693] esittaméd johtoa, jossa kéytetédédn idealisoitua pisteméistd hiukkasta, jolla on
sisdisid energiatiloja, joita merkitdén energialla E. Energiatila kytkeytyy skalaari-
kenttddn ¢ monopolivuorovaikutuksella. Tydskentelemme neliulotteisessa Minkows-
kin avaruudessa.

Oletetaan, ettéd hiukkasilmaisin kulkee pitkin maailmanviivaa, jota kuvaavat funk-
tiot z#(7), jossa T on ilmaisimen ominaisaika. [lmaisimen ja kentén vuorovaikutus-
ta kuvataan Lagrangen funktion vuorovaikutusosalla em(7)¢[x(7)], jossa ¢ on pieni
kytkentédvakio ja m on ilmaisimen monopoliliikeméaardoperaattori. Oletetaan, etti
kenttd ¢ on vakuumitilassa |Oyr), jonka méérittelee (1.19) ja jossa alaviite M viit-
taa ”Minkowskin tyhjioon”. Yleisella liikeradalla ilmaisin ei pysy perustilassaan FEj
vaan virittyy tilaan F > Ej, samalla kun kenttd virittyy tilaan |¢)). Tarpeeksi pie-
nelle vakiolle ¢, viritysamplitudi (amplitude for a transition to an excited state) voi-
daan laskea vaikutuksen vuorovaikutusosasta kéayttamaéalld ensimmaisen kertaluvun

héirioteoriaa, jolloin saadaan
(E|e™0u, Ey)
= (B, ¢le” 11970y, E)

_ <E, 1/}|€'ifcm(T)¢[$E(T)]dT|OM7 E0>

= (E,¢|1+ ic/_oo m(7)[x(7T)]dT + ... |Om, Eo)
(B, {0, Eo) (B, ulic / () ele(m)dr + .. [0y, Eo)
~— — oo

=0
~iclB.l [ m(r)olo(r)ldrlOu, E).
Kayttaméalla operaattorin m(7) aikaevoluution yhtaloa

m(T) _ EiHon(O)e_iHoT,
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missé Ho|E) = E|FE), voidaan viritysamplitudi jakaa tekijoihinsd seuraavasti:
ie(Elm(O)|Ea) [~ 5B (0lo(a) oar)dr 217
—00
Jos ¢ laajennetaan tavallisiin Minkowskin tasoaaltojen moodeihin (1.17), on
selvid, ettd tamén asteen héiriteoriassa virittyminen voi tapahtua vain tilalle |¢)) =
|1x), joka sisiltdd yhden tajuuskvantin w = ([k|2 + m?2)z, jollakin aaltoluvulla k.

Kéaytetddn myos jatkumon normalisaatiota (1.11) ja koska kyseessd on koko ava-

ruus, voidaan summaus korvata suoraan integroinnilla. Siten saadaan

(1Jo(@)[0sr) = (1] [ @K (anome + a0
— [ ¥ (el -+ (1l 0as)
- / 0 (L[ L) (2 (2m)7) ek x
= (1673w) 2~ txtist,
Pitéda ottaa huomioon, ettd edellisen yhtdlon x ei ole riippumaton muuttuja

vaan médrittyy ilmaisimen radan mukaan. Oletetaan, ettd ilmaisin kulkee pitkin

inertiaalista maailmanviivaa eli

N[

X =xo + vt =xg +v7(l —v?) "2, (2.18)

missé © = vakio, v = vakio, |v| = v < 1. Kun vield |¢) = |1k), saadaan integraali
(2.17) muotoon

(167T3w)_% e X0 / ei(E—Eo)TeiT(w—kv)(1—y2)—% dr

—00

= (4mw) 2 G(E — By + (w — k- v)(1 — v?)72).

Kuitenkin, koska k-v < w ja E < Ej, deltafunktion argumentti on aina positiivinen
ja viritysamplitudi h&vida. Virittyminen on kielletty energian séilymisen vuoksi.
Jos valitsisimme inertiaalisen maailmanlinjan sijaan monimutkaisemman radan

niin integraali (2.17) ei olisi tuottanut d-funktiota vaan tulos olisi ollut nollasta poik-
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keava. Sellaisessa tapauksessa kannattaa laskea viritysamplitudi kaikille mahdolli-

sille energiatiloille E ja kentille ¢. Se voidaan tehda nelidimalla lausekkeen (2.17)

itseisarvo
ie(Elm(0)| ) [ " BB ] 6(2)]Or b
= 2\ Emo) ) [ B (o (7) 0nr) ) / " B (7)) Oar I

= 2\ EmO)E [ o / " i e B (0,16 (7)) 1) (1 (7)) |0as)

ja summaamalla yli energiatilojen E, seké téaydellisen joukon . Kun tiedetdén, ettéa

>~ [¥5) (%] = 1, niin saadaan tulokseksi
¢y (E[m(0)|Eo) PF(E — Ey), (2.19)
E

jossa

F(B) = /_ T /_ e EC G (), 1)), (2.20)

Ilmaisimen vastefunktio F(FE) on riippumaton ilmaisimen ominaisuuksista ja
médrdytyy positiivisen taajuuden Wightmanin funktion G* (1.36) avulla. Se edustaa
"hiukkasten” kylpyé, jonka ilmaisin havaitsee liikkeensé seurauksena. Jéljelle jaédnyt
tekijé edustaa ilmaisimen valikoivuutta koskien taté kylpya ja se riippuu ilmaisimen
sisdisestd rakenteesta.

Niissé tapauksissa, joissa ilmaisimen liikerata Minkowskin avaruudessa on muo-

toa

G (x(r), () = g(AT)
Ar=1—-17,
jollekin funktiolle g, systeemi on muuttumaton aikasiirrossa ilmaisimen koordinaa-

tistossa (7 — 7+vakio). Tamé tarkoittaa sité, ettd ilmaisin on tasapainossa kentén

¢ kanssa siten, ettd ilmaisimen absorboimien kvanttien lukuméérd ominaisaikayk-
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sikk6éd 7 kohden pysyy vakiona. Jos tdmé lukuméédra on nollasta poikkeava niin vi-
rittymistodennékéisyys hajaantuu, silla viritysamplitudi lasketaan ddrettomén omi-
naisaikavilin yli. Tam& nahddan yhtalosta (2.20), silla Whightmanin funktio riippuu

nyt vain termista 7 — 7’. Néin ollen
F(E) = / dr / dr'e " FATg(AT) | dr — d(AT)

= /_ h d(AT) / h dre " EAT g(AT).-

:/ d(AT)B_iEATg(AT)'/ dr

Taméa addrettomyys voidaan valttda kasitteleméllda virittymistodennakoisyyttéa

ominaisaikayksikkoéd kohden, jolloin yhtéls (2.19) saadaan muotoon

Y (E[m(0)| Eo)|? / N d(AT)e E-EIATGH(AT), (2.21)
= —0
Seuraavien esimerkkien yksinkertaistamiseksi rajoitutaan késittelemédn massa-
tonta skalaarikenttdd ¢. Yleinen Greenin funktio saadaan yhtélosta (1.43). Siitd
saadaan Whightmanin funktio ¢D merkitsemélld massa nollaksi ja laskemalla in-
tegrandin f residy navan k° = |k| ympéri pitkin ympyriin kehiid positiiviseen kier-
tosuuntaan, kuten nahdaan kuvasta 1.
ik (x—x")—ikO(t—t")

T 0 €
Res(f, |k|) - kgl—l;ﬁlk\(k - |k|) (k())g _ |k|2

ik (x—x")—ikO(t—t")

e
= lim (K — (k
it = () G ey
eik~(x—x’)—ik0(t—t’)

i
kol—r>r|1k\ kO + |K|
ok (x—x")~i[k]|(t—t')

2|k ’
jolloin saadaan
0o eik-(xfx/)fi\k\(tft/fis)
iD"(x,2') = (2#)_47m'/ X d*k
00 ik (x—x')—i[K| (t—t' —ie)
Dt (z,2") = (2m) ' / X k.
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Pieni imaginaariluku —ie, jossa ¢ — 0+, on lisdtty termiin ¢t —¢', jotta funktio pysyi-
si analyyttisend alemmassa kompleksisen (¢ — ¢')-tason puolikkaassa, eli nollakohta
siirtyy reaaliakselilta ylempéaédn puolitasoon. Tamaé integraali voidaan ratkaista siir-

tymalla pallokoordinaatistoon, jolloin

i|k|-|x—x'| cos 0—i|k|(t—t' —i€)

27 ™ o)
D*(z,2') = (27?)_47r/ d¢>/ d@sin@/ d|k|[k[*<
0 0 0 |k|

9272 oo T i|k|-|[x—x'| cos 0—i|k|(t—t' —ie)
:%/ d|ka[2/ d6 sin 0°
(27T>_ 0 0 |k|

1 00 m 1 ei|k\-|x—x’\ cos 0—ilk|(t—t' —ig)
= — [ dk k2/_
s ]kl /T k%] K

1 o0 d|k\|k’2(eilkl~\x—x’| _ e—i|k|~IX—X’|)€—i|k|(t—t’—z’5)
- 87m2|x — x| /0 ilk[?

_ 1 /OO | (¢ b gmilkbx ) ikl i)
gim2|x — x'| J,

1 T e ilk] (1t i) ¢ ilkl x| —ilk| (£~ i)
~ 8im2[x — X/| 0/ L’|X—X’| it —t —ie) —ix—x|—i(t—t — ie)}
B 1 1 1
- 87m2x — x| Lx—x’] —(t =t —ig) * |x — x/| —i—(t—t’—z'a)]

B 1 x —X|+(t—t)—ic+|x—x|—(t—t)+ic
T8mlx—x| (x—x|—(t—t)+ie)(|x — x|+ (t — t') — ic)
B 1 2|x — X/|
T 8mx— x| |[x—X[2—(t—t' —ic)?

1 1

A2 (t =t —ig)? — |x — x/|?
Lopputulokseksi saadaan siis

1

_471-2[(15 — ¢ — 2'5)2 _ |X _ X/|2] (222)

Dt (x,2') =

Inertiaalisen litkeradan tapauksessa (2.18) yhtélon (2.22) nimittdja ilman vakio-
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kerrointa menee muotoon

(t =t — i) = x = x'|2 =(Ar(1 —v*) 72 —ig)? — |Arv(l — v?) 2 ?
=(A7(1 — v2)7%)2 — A7(1— 02)*52'6 _ g2
— (Ar|v](1 —v?)72)?

=(1 — v®)(AT(1 — 0%)"2)? — A7i (1 — %) 2e —&2
~—_——

=

=(A7)? — Atig — £

=(AT —ig)?.

Téssé positiivinen tekija (1 — v2)_% absorboitiin lukuun €. N&in ollen Whightmanin

funktio saa muodon

1
CAm? (AT —ig)?

DH(AT) = (2.23)

Nyt yhtélon (2.21) integraali voidaan laskea kayttémaéllé residylaskentaa kulkemalla
pitkin ddretontd puoliympyrid alemmassa A7-puolitasossa, silla E — Ey > 0. Koska
integrandin napa on A7 = ie, joka on ylemméssd puolitasossa, niin integroinnin

tulos on nolla. Eli kuten odotettiinkin, niin hiukkasia ei tésséd tapauksessa havaita.



35

3 Unruh-ilmio

Edellisissé kappaleissa rakennettiin teoreettinen pohja Unruh-ilmion laskemiselle.
Téassé kappaleessa lasketaan kahdella eri tavalla kiihtyvan havaitsijan havaitsema
lampokylpy. Ensin lasketaan kédyttden kappaleessa 2.3 laskettua viritysamplitudia
ja sitten kayttamalla kappaleen 2.1 tavoin koordinaattimuunnosta. Lopulta pohdi-
taan miké fysikaalinen merkitys talld ilmiolld on ja millaisia vastavaitteité sithen on

esitetty.

3.1 Tasaisesti kiihtyva hiukkasilmaisin

Kappaleessa 2.3 laskettiin ratkaisu yhtélolle (2.19) kdyttden Wightmanin funktio-
ta, joka on muotoa (2.22). Inertiaalisen liikkeen tapauksessa hiukkasia ei havaittu.
Tarkastellaan nyt hiukkasilmaisinta, joka on tasaisesti kiihtyvéssé liikkeessé.

[lmaisin, joka kulkee pitkin hyperbolista rataa (t,z)-tasossa eli
r=y=0, z:(t2+a2)%, a = vakio, (3.1)

kiihdyttdid tasaisesti kiihtyvyydelld o' ilmaisimen koordinaatistossa. Ilmaisimen

ominasiaika 7 riipuu ajasta ¢t hyberbolisen kdyrdn ominaisuuksien mukaisesti eli
t = asinh(7/a).

Nain ollen yhtélon (2.22) nimittdja saadaan muotoon

/

(t —t' —ie)? — |x — X/|* =(asinh T asinh = - ic)?
o) a
/

— sin Z—i—oc %—ozsm T——i—a >
042 : h2 2 2 . h2 2
a o

2

Kaytetdan hyviksi identiteetteja
+y -y
2

..
sinh

sinh z — sinh y = 2 cosh ’

cosh?z —sinh®x = 1

coshx — coshy = 2sinh a —5 Y sinh
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jolloin saadaan

. +r  or=1 \?
(t—t' —ie) = |x = X" = (2a cosh 72(; sinh _ 20; - 25)

/

J— / 2
— (2asinh7—;—7— sinhT T)

a 2a
T—1 T+ 7 T—1
sinh? — 4aie cosh sinh
2a 2a 2a 2a
/ /
. T+T . T—T
— &2 — sinh? sinh?
o 2a
/ / /
. T . T —
— 4 € cosh sinh —€
o a 20

/
T+ T
=402 cosh?

) T
=402 sinh?

/ ; /
402 sinn? T —T _ B g I T _ &
a (sm 7 _ sinh —— 12

=1 ie\?
=402 | sinh

20 _5

Lukuun e absorboitiin taas positiivinen termi. Samoin siitd voidaan ottaa irti po-
sitiivinen termi, silla riittda, ettd nollakohta pysyy ylemmaésséd puolitasossa, jolloin

analyyttisyys séilyy. Koska € on hyvin pieni, voidaan kayttda approksimointeja
sinhie ~ic ja coshie ~ 1.
Otetaan vield kayttoon identiteetti
sinh(z £ y) = sinh z cosh y + cosh z cosh y,

jolloin

T—17 T—1 ie\ 2
(t—t —ie)? — |x —xX|* = 4a2<sinh 5 coshie — cosh 5 sinh —)
a a

~ 40 sinh? <7—2_ il — E);

(0% o

Nyt yhtélo (2.22) saadaan siis lopulta muotoon

A i —1
D* (A7) = — [167r2a2 sinh? (T T f)] _
2a «
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Kayttamalla identiteeteja

[e.9]

csc?(rx) = 2 Z (x— k)2

k=—o00

sin(ix) = isinh x,
jolloin
(sinh?2) ™ = [(—i)?sin?(—iz)] ! = — csc?(ix),
voidaan edellinen yht&lo kirjoittaa muodossa

pran = orty 't 3 ({75 E)-]

k=—o00

e}

. -2
= (167%2) 152 (2L> 3" (Ar — 2ie + 2miak)
yiye%
k=—0o0

= —(47*)~! Z (AT — 2ie + 2miak)™?

k=—o0
Tamé voidaan nyt sijoittaa yhtéloon (2.21) ja siind esiintyva Fourier'n muunnos
voidaan laskea residylaskennan avulla. Integradin f kaksinkertaiset navat ovat koh-
dissa AT = 2ie — 2miak = g(k). Samoin kuin inertiaalisen radan tapauksessa, niin
tassdakin voidaan kulkea daretontéd puoliympyridéd alemmassa A7-puolitasossa nega-
tiiviseen kiertosuuntaan. Silloin navat, joilla k& < 0, héavidvat. Residyksi navoille,

joilla & > 0 saadaan

R %ie — ik li —d A k))? e I
es(f, 2ie — 2mia )_ATLI?(/C) dar | (AT 90) (A7 —g(k))?
— lim [—i(E — Ey)]e " (E-F0AT

Ar—g(k)

— —’L(E . E0)€72(E7E0)(7rak75).

Téssé vaiheessa voidaan ottaa raja-arvo € — 0, jolloin yhtélo (2.21) saadaan muo-
toon
—2mi

02 Z |<E|m(0)|EO>|2 _47T2 |: o Z(E o EO)B—QTF(E—Eo)ak

E k=1
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Summaus yli termin k on ddreton geometrinen sarja, jolloin viritysamplituliksi saa-

daan lopulta

l\D|(‘;

(3.2)

5B~ BB OB (= ot 1)
& (= B)|(Em(O)] By
ZWZ

e2m(E—Eo)a _ |

2m(E=Eo)a _ 1]~ miki viittaa siihen, ett#

Yhtéalossa esiintyy Planckin tekija [e
tasapainotila kithdytetyn ilmaisimen ja tilassa |0,/) olevan kentén ¢ vélilld on sama
kuin siiné tapauksessa, kun ilmaisin olisi pysynyt kithdyttdmé&ttoméana, mutta olisi

upotettuna lampdokylpyyn lampdotilassa
T = 1/2rakp = kithdytys/27kg, (3.3)

missé kg on Boltzmannin vakio. Tata ilmicta, jossa kiihtyvéassé liikkessd oleva ha-

vaitsija kokee olevansa lampdokylvyssi, sanotaan Unruh-ilmicksi.

3.2 Rindlerin koordinaatisto

Seuraavaksi kdytetddn koordinaattimuunnosta ilmion johtamiseen. Vaikka edellisté
tapausta kasiteltiin neliulotteisessa avaruudessa, niin kdytossé oli periaattessa vain
yksi paikkakoordinaatti, silld kithdytys tapahtui suoraa linjaa pitkin. Eli vaikka tar-
kasteltaisiin vain kaksiulotteista tapausta, niin samat laskut pétisivit myos neliulot-
teiseen tapaukseen. Tyoskennellddn siis kaksiulotteisessa Minkowskin avaruudessa,

jossa on metriikka (2.3) tai (2.4), jolloin
ds® = dudv = dt* — da*. (3.4)

Téssa nollakoordinaattien pédlle on asetettu viiva helpottamaan vertailua mydhem-

pien tuloksien kanssa. Tehd&dn seuraavanlainen koordinaattimuunnos

t =a 'e® sinhan

z = a e coshan,
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Kuva 4. Rindlerin koordinaatit Minkowskin avaruudessa. Aikakoordinaatit (n = va-
kio) ovat suoria viivoja origon lipi ja paikkakoordinaatit (¢ = vakio) ovat hyperbo-
leja, joiden asymptootit ovat suorat w = 0 ja v = 0. Asymptootit jakavat avaruuden
neljadn alueeseen: R, L, F' ja P. Namé pitdd peittdd eri koordinaattitilkuilla, silla
Rindlerin koordinaatit eivét ole analyyttisia yli pisteen u = v = 0.

jossa a = vakio > 0 ja —oo < 1, £ < co. Nollakoordinaateissa
U= —a e ™ (3.5)
v=a"e", (3.6)
jossau=mn—¢jav=n+E& Nyt (3.4) saadaan muotoon
ds® = > dudv = €**(dn* — d&?). (3.7)

Koordinaatit (1, &) peittdvit vain neljanneksen Minkowskin avaruudesta: kiilan
x > |t|, joka nikyy kuvassa 4. Viivat joilla  on vakio ovat suoria (z o t) ja viivat

joilla & on vakio ovat hyperboleja, joille

2?2 — t? = a~2e** = vakio. (3.8)
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Néin ollen ne esittdvét tasaisesti kiihtyvien havaitsijoiden maailmanviivoja, kuten
todettiin edellisessd kappaleessa. Kun verrataan yhtaloita (3.1) ja (3.8) huomataan,

etta
ae”% = a~! = itseiskiihtyvyys. (3.9)

Néin ollen kdyrét, joilla on suuri positiivinen ¢ (kaukana origosta), kuvaavat heikos-
ti kithdytettyja havaitsijoita. Hyperboleilla, jotka kulkevat ldhelté origoa, on sen si-
jaan suuri negatiivinen £ ja siten suuri itseiskiihtyvyys. Kaikki hyperbolit lahestyvét
asymptoottisesti valokartiota (null rays) eli suoria, joillaw =0 ja v =0 (tai u = 0o
jav = —o0). Tadma4 tarkoittaa, etta kithdytetyt havaitsijat 1ahestyvét valonnopeutta,

kun n — +o0o. Havaitsijan itseisaika 7 riippuu koordinaateista & ja n seuraavasti:
T = ™. (3.10)

Systeemi (7,£) tunnetaan Rindlerin koordinaattisysteemini [2, s. 61] ja osio x >
|t| on nimeltddn Rindlerin kiila (Rindler wedge). Tasaisesti kiihtyvid havaitsijoita
sanotaan Rindlerin havaitsijoiksi.

Toinen Rindlerin kiila, z < |t|, saadaan peilaamalla ensin ¢- ja sitten x-akseli. Se
voidaan tehdd muuttamalla koordinaattimuunnoksien etumerkit. Nimetdan vasem-
man ja oikean puoleisia kiiloja kirjaimin L (left) ja R (right). Merkkien vaihdokset
tarkoittavat periaatteessa, ettd aika kulkee kiilassa L eri suuntaan eli ajan kasvaessa
n laskee.

Rindlerin kiilat L ja R eivét ole kausaalisesti yhteydessé toisiinsa, silla Rindlerin
havaitsijat voivat lahestyé, mutta eivit ylittdd, valokartiota, joka toimii tapahtuma-
horisonttina. Kuvan 4 jéljelle jaineet alueet ovat tulevaisuus F (future) ja mennei-
syys P (past). Kiiloissa F ja P olevat tapahtumat voidaan liittd4 kiiloihin L ja R
valonluonteisin suorin.

Kausaali rakenne ilmenee myos Penrosen diagrammissa (kuva 5), jossa Rindlerin

havaitsijat leikkaavat kohdan .#* tosin kuin asymptoottisesti inertiaaliset havaitsi-
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Z’+
Horisontti
g+ F
& = vakio
L R
B2 P B2

Kuva 5. Konformi diagrammi Rindlerin koordinaattisysteemista. Alueet R, L, F ja
P ovat nyt timantinmuotoisia alueita. Ajanluonteiset kiyrdat & = vakio leikkaavat
reunat &+, eivitki pisteitd i*. Selvisti tapahtumia alueessa F ei voi nihdi alueessa
R, joten suora u = 0 toimii tapahtumahorisonttina, muodostaen suoran v = 0 kanssa
valokartion.

jat, jotka leikkaavat kohdat i*. Niin ollen valokartio toimii tulevaisuuden tapahtu-
mahorisonttina ja tapahtumat alueessa F eivit voi kasuaalisti vaikuttaa timantin-
muotoiseen alueeseen R.

Tarkastellaan kaksiulotteista massatonta skalaarikenttad ¢ kaksiulotteisessa Min-

kowskin aika-avaruudessa. Aaltoyhtalolla

N 0? 0% B
Dd):(@—@)%amo

on tavalliset ortonormaalit moodiratkaisut
Uy, = (dmw) " zeke—iot (3.11)

joissa w = |k| > 0 ja —oo < k < oo. Niilld moodeilla on positiivinen taajuus
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suhteessa ajanluonteiseen Killingin vektoriin 0t siten, ettd ne toteuttavat yhtalon
/C(’)tﬂk = 6tﬂk = —iwﬂk, (3.12)

jossa Lx on Lien derivaatta. Moodit, joilla £ > 0, muodostuvat oikealle liikkuvista

aalloista
(4rw) “aem i

jotka kulkevat pitkin suoraa w = vakio. Kun k£ < 0, aallot liikkuvat vasemmalle

pitkin suoraa v = vakio eli moodit ovat muotoa

(drw) " 2e 7

Minkowskin vakuumitila |Oy) ja siihen liittyva Fockin avaruus saadaan muodostet-
tua laajentamalla kenttd ¢ moodien uy avulla, kuten on esitetty kappaleessa 1.2.
Rindlerin alueilla R ja L. voidaan muodostaa toisenlainen kvantisointikuvaus, kun
kéaytetddn moodien wuy vastinkappaleita Rindlerin koordinaatistossa eli moodeja uy.
Metriikka (3.7) on konformi koko Minkowskin avaruudelle silld, konformikuvauksel-
la g, — 6*2“5%,,, se palautuu muotoon dn* — d&?, jossa —oo < 1,& < oo. Koska

aaltoyhtdlo on konformisti muuttumaton, se voidaan kirjoittaa Rinderin koordinaa-

teissa:
0? 0? 0%¢
20’5[’ — - = =0. 3.13
et <8772 ag2)¢ dudv (3:13)
T4alle on olemassa moodiratkaisut
u = (47rw)’%eik5ﬂ“’” (3.14)
w=kl >0, —o0o<k<o0.

Ylempi merkki yhtalossd (3.14) viittaa alueeseen L ja alempi merkki alueeseen
R. Merkin vaihtumisen voidaan ajatella johtuvan joko "ajan kid&ntymisesta” tai siité,

ettd oikealle kulkeva aalto kulkee kohti laskevia koordinaatin & arvoja alueessa R
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ja kohti nousevia arvoja alueessa L. Joka tapauksessa moodit (3.14) toteuttavat
normalisaatioehdot (2.9). Niilld on positiivinen taajuus suhteessa ajanluonteiseen

Killingvektoriin 40, alueessa R ja —0, alueessa L siten, etté ne toteuttavat yhtéalon
Eianuk = —iwuk (315)

yhtélon (3.12) sijaan.

Se, ettd moodit (3.14) ovat samaa muotoa kuin moodit (3.11), seuraa systeemin
konformista triviaaliudesta, eli siité, ettd Rindlerin avaruus on konformi Minkowskin
avaruudelle ja aaltoyhtélo (1.5) on konformisti muuttumaton.

Maaritellaan termit

Ry = XR(4ﬂw)_%eik5_w" (3.16)

P = o (4mw) " 2eketin. (3.17)

missé xr 1 on alueen R tai L karakteristinen funktio.

Joukko (3.16) on tdydellinen Rindlerin alueessa R ja joukko (3.17) alueessa L,
mutta kumpikaan ei ole tdydellinen koko Minkowskin avaruudessa. Yhdessa joukot
ovat kuitenkin niin taydellisié, ettd suorat, joilla n = vakio, alueiden L ja R lapi ovat
Cauchyn pintoja koko aika-avaruudelle. Sen vuoksi moodit (3.16) ja (3.17) voidaan
analyyttisesti jatkaa alueille F ja P (¢ muuttuu imaginéériseksi). Néin ollen ndmé
Rindlerin moodit ovat yhté pateva kanta kentén ¢ kvantisoinnille kuin Minkowskin
avaruuden kanta (3.11).

Kentté voidaan laajentaa siis kummassakin joukossa eli

6= Y (axlix + afuy) (3.18)
k=—0o0
tai
= > 0w+ 0w+ 0P g + 0 M), (3.19)

k=—o00
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Néma laajennukset tuottavat kaksi eri Fockin avaruutta ja kaksi eri tyhjiota: |On)
ja |Og), joissa M ja R viittaavat Minkowskin ja Rindlerin avaruuksiin. Tyhjiot

maaritelladn seuraavasti:

ak|0M> =0

by 10) = b |0r) = 0.

Rindlerin moodit eivét ole analyyttisid alueiden L ja R rajalla w = v = 0,
silld moodissa tapahtuu merkin vaihdos. Minkowskin moodit taas ovat analyyttisia,
eivit vain reaaliakseleilla 7 ja v, vaan myo6s niiden kompleksitasojen alemmissa puo-
liskoissa. Tamé analyyttisyys on totta kaikille funktioille, jotka muodostuvat vain
positiivisten taajuuksien Minkowskin moodeista. Néin ollen Rindlerin moodien on
epaanalyyttisyytensd vuoksi siséllettdva myos negatiivisia taajuuksia. Kuten kap-
paleessa 2.2 todettiin, niin negatiivisten ja positiivisten taajuuksien sekoittumisen
vuoksi Rindlerin tyhjio ei voi olla sama kuin Minkowskin tyhjio. Tama tarkoittaa
sitd, ettd yhteen moodijoukkoon liittyva tyhjio sisdltda toiseen moodijoukkoon liit-
tyvia hiukkasia.

Jotta voitasiin méaaritelld, mitd Rindlerin avaruuden hiukkasia voidaan havaita
Mikowskin tyhjiossé, pitdéd ensin méaaritellda Bogolubovin muunnokset kahden moodi-
joukon vililld. Tamé voitaisiin tehdé kayttamalla yhtaloita (2.14), mutta se voidaan
tehdd mukavammin Unruh’n [5] esittelemélld tavalla eli huomaamalla, ettéd vaikka

R ja Puy, ovat epdanalyyttisid, niin epdnormalisoidut kombinaatiot

Ry, + e7™/a by, (3.20)

Ryr 4 em/a Loy, (3.21)

ovat analyyttisid ja rajoitettuja samalla alueella kun Minkowskin mooditkin. Tama
voidaan ndhdé kun kirjoitetaan kombinaatiot Minkowskin koordinaateissa.

Tutkitaan kombinaatiota (3.20). Se voidaan kirjoittaa Minkowskin koordinaa-
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teissa sijoittamalla sithen (3.16), jolloin saadaan
Ruk + e—ﬂw/a LU*—k — (47Tw)—%(XReik§—iw77 + G_FW/GXLG_i(_k)g_iwn).

Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa k < 0. Kun tiedetddn, ettd w = |k| ja ettd

u =n — &, niin yhtélo saadaan muotoon
R + e7™/abyr = (47rw)’%(XRe’i“’“ 4 eTmW/ ey eTwY),

Muistamalla koordinaattimuunnos (3.5), jolloin

saadaan yhtalo muotoon
Ruk + e—mu/a Luik _ (4ﬂw>—%(XR€iwln(—aﬂ)/a + e—mu/aXLeiwln(—aﬂ)/a)‘

Jotta kombinaatio voisi olla analyyttinen alemman kompleksitason puolikkaassa,
haaraleikkauksen (branch cut) tulee sijaita ylemméssé puolitasossa, jolloin In(—1) =

—im. Selkeéisti w on negatiivinen alueessa R ja positiivinen alueessa L, jolloin

Ruk + e—ﬂ'w/a LU*—k: — (47rw)—%(XReiwln(a|ﬂ|)/a + e—ﬂ'w/aXLeiwln(—amD/a)
— (47Tw)*%(XReiwln(a|ﬂ|)/a + efﬂ'w/aXLeiw(fiﬁ)/aeiwln(a|ﬂ|)/a)
= (4mw) " (xw(afa]) /" + e/ "™l (ala]) /)
aiw/a

- vVAaTw

Samoin, kun k < 0, saadaan tulokseksi

’E‘iw/a'

azw/a

vVAarw

Kombinaatio (3.20) on siis selkeésti analyyttinen kuljettaessa pisteen 7 =7 = 0 yli

R

—nmw/a L, *
uy, + e ™/ U_p =

|U|iw/a‘

ja myos alemmassa kompleksitason puolikkaassa. Epdanalyyttinen piste origossa ei
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haittaa silla se kuuluu haaraleikkaukseen, jolloin se kierretddn alemman kompleksi-
tason kautta. Samat laskut ja péaittelyt patevit myos kombinaatiolle (3.21).

Koska moodeilla (3.20) ja (3.21) on samat positiivisten taajuuksien analyyttiset
ominaisuudet kuin Minkowskin moodeilla, niilli on myos oltava sama vakuumitila
|0ar). Kenttéd ¢ voidaan siis laajentaa, yhtdlon (3.18) sijaan, kayttdmélla moodeja

(3.20) ja (3.21). Néin saadaan

o= [2sinh(mw/a)] 2[d}) (€7 Mg 4 72 Pury)

k=—o0

AP (e Ry g el L] e, (8.22)
jossa
d0ar) = dP(0y) = 0.

Yht#lsén on lisitty normalisoiva tekijé [2 sinh(mw/a)] "2, joka néhdéén helposti kun
huomioidaan ehdot (2.9).

Operaattorien b,(cl’Z) relaatiot operaattoreihin dg’z) saadaan ottamalla sisédtulot
(6, Fup) ja (¢,%uy), sijoittamalla kenttd ¢ laajennettuna ensin yhtilén (3.19) ja

sitten yhtélon (3.22) mukaisesti. Lopputulokseksi saadaan

b,(gl) = [2 sinh(mu/a)]_% [em"/Qadf) + e‘”“’”“dﬂl,lf] (3.23)
b2 = [2sinh(rw/a)] "% [e™/2d(Y) + e=m/2ag ). (3.24)

Néistd Bogolubovin muunnoksista saadaan relaatio tilojen |Og) ja [Oyr) viélille.
Tarkastellaan nyt kiihdyttavad Rindlerin havaitsijaa, jolle ¢ = vakio. Yhtéalosta
(3.10) néhddén, ettd havaitsijan itseisaika on verrannollinen termiin 7. Silloin voi-
daan odottaa, ettd Rindlerin havaitsijan tyhjio olisi |Og), silld sen tila liittyy moo-
deihin, joilla on posiitiivinen taajuus suhteessa koordinaattiin 7. Néin ollen, yhtalon
(3.19) perusteella, Rindlerin havaitsija alueessa L (vastaavasti R) havaitsee hiukka-

sia lukumééardoperaattorin b,(cmb,(:) (vastaavasti b,(f)Tb,?)) mukaisesti. Jos kenttd on
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tilassa |Op) eli siind ei ole Minkowskin avaruuden hiukkasia, niin yhtdloiden (3.23)

ja (3.24) avulla voidaan laskea, ettd Rindlerin havaitsija ndkee
<OM|b§€1,2)Tbl(€1,2)|OM> _ e—ﬂw/a[z sinh(mu/a)]_l _ (627rw/a _ 1)—1

hiukkasta moodissa k. Tama on tdsmélleen Planckin spektri séteilylle lampdétilassa
To = a/(2mkg). Lampotila T, jonka kithdytetty havaitsija nikee, saadaan Tolmannin-

Ehrenfestin relaatiosta
T(g,, K*K")? = vakio,

jossa termit K* = 0} ovat ajanluonteisen Killingin vektorin komponentteja. Saadaan

Siis
1 1
T(g00)2 = To(go)?

Termi gyt saadaan metriikasta (3.7), jossa kiithdytetyn havaitsijan avaruuskoordi-

_62a£ 1 0
I =79 \0 -1)"

Termi gy = %, silld se saadaan normaalista Rindlerin avaruuden metriikasta. Talléin

naatti pysyy vakiona, eli

2a& 1
Cr=-T1,
2 2
T = e 2%T,.

Téstd saadaan, kiayttamalld yhtdloa (3.9), lampotilaksi 77 = 1/(2rakg), joka on
tdysin sama tulos kuin aikaisemmassa kappaleessa (3.3) laskettu tulos kiihdytetylle
ilmaisimelle Minkowskin avaruudessa. Naita kiihtyvéssa liikkeessé olevan havaitsijan

nakemia hiukkasia sanotaan Rindlerin hiukkasiksi.

3.3 Rindlerin hiukkasten fysikaalinen merkitys

Edelld on nyt esitetty kaksi esimerkkié, joissa kiihtyvéssa liikkeessé oleva havaitsija
nékee hiukkasia, vaikka kentté ¢ on vakuumitilassa |0y), jossa inertiaalinen havaitsi-

ja ei siis havaitse mitédén. Selvésti silti kiithtyvé ilmaisin absorboi energiaa, niin kuin
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se olisi lampdokylvyssd. Silti on my6s totta, ettd (Om| : Tjw : [Om) = 0, joka ilmenee
kappaleessa 1.4. Myo6s, kun tehddén tensorimuunnos kiihtyvéédn koordinaatistoon,
saadaan taas (Om| : T}, : [On) = 0, joten seké kiihtyvit ettd inertiaaliset havaitsijat
ovat samaa mieltd siitd, ettd kentdn ¢ energiaimpulssitensori héavida. Mitd siis on
tamaé kiihtyvéan havaitsijan ndkemé lampokylvyn energiajakauma?

Fulling [I] toi ilmi, ettd Rindlerin avaruuden hiukkasia ei voi identifioida Min-
kowskin avaruuden hiukkasten kanssa, silld késitys hiukkasesta on erilainen néissa
kahdessa teoriassa. Tamé nékyy myos edellisesséd kappaleessa, kun verrattaan eri
tyhjioita keskenédn. Hiukkanen toisessa avaruudessa ei ole hiukkanen toisessa, jo-
ten Rindlerin hiukkasella ei ole samanlaista taytta fysikaalista merkitysta kuin Min-
kowskin hiukkasella. Sitd on siksi kuvailtu myos fiktiiviseksi hiukkaseksi. Kirjassa [7]
todetaan, ettd tdmé kertoo ennemminkin perinteisen kvanttikenttédteorian hiukkasen
madritelmén pétevéin vain hyvin rajatuissa olosuhteissa. Miké koetaan hiukkaseksi,
olisi siis riippuvainen itse havaitsijasta.

Kun ilmaisin virittyy, myos kenttdén ilmestyy kvantti eli sekéd ilmaisimen etta
kentén energia kasvaa. Koska tila |0y) ei voi tuottaa puuttuvaa energiaa, niin kir-
jassa [7] esitetééin, ettd kiihdytyksen aiheuttava taho tuottaa sen. Eli kun ilmai-
sin kiihdyttéda, niin sen kytkeytyminen kenttddn ¢ aiheuttaa kvantin emission, joka
taas aiheuttaa vastustavan voiman kiihdyttaville voimalle. Ulkoisen voiman tekemé
tyo vastuksen ylittdmiseksi antaa puuttuvan energian, joka syotetddn kenttédén il-
maisimesta emittoidun kvantin muodossa ja itse ilmaisimeen, joka samanaikaisesti
virittyy. lmaisimen kannalta kokonaisefekti on lopulta vain termisesti jakautuneen
kvantin absorptio.

Unruh’n ja Waldin artikkelissa [9] muodostetaan inertiaalinen tulkinta kiihtyvélle
hiukkasilmaisimelle Minkowskin avaruudessa. Vaikka ulkopuolisen inertiaalisen ha-
vaitsijan nakokulmasta kvanttikenttd on vakuumitilassa, niin sen pitéa silti hyvéksyé,

ettd kiihtyvé ilmaisin virittyy. Inertiaalinen havaitsija tulkitsee Rindlerin hiukkasen
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absorption Minkowskin hiukkasen emissiona. Emissio tapahtuu kuitenkin vain ilma-
simen virittyessa, joten virittymisté ei voi tulkita jarrutusséteilyn tai muun prosessin
tuottaman Minkowskin kvantin itseabsorptioksi. Molempien havaitsijoiden mielesté
kentén energia kasvaa, mutta inertiaalisen havaitsijan mielesté se kasvaa koska hiuk-
kanen emittoitiin. Kiihtyva havaitsija taas kokee, ettéd energia laskee, silla hiukkanen
absorboitiin, mutta kokonaisuudessaan se nousee, silld osittainen mittaus suoritet-
tiin. Vaikuttaa siltd, ettd ilmaisin virittyy absorboimalla osan tyhjion fluktuaatiosta
siiné kentén alueessa, jossa ilmaisin sijaitsee. Témé prosessi vapauttaa kausaalisesti
riippumattomassa alueessa vastaavan fluktuaation muodostumaan oikeaksi hiukka-
seksi. Téaméa hiukkanen voidaan sitten havaita kyseisessé alueessa olevalla ilmaisi-
mella. Kausaalisuuden rikkomiselta véltytaén, silld korrelaatioita ndiden tapahtu-
mien vililld voidaan huomata vasta mittauksia vertailemalla. Kiihtyvaan ilmaisi-
meen kytkoksisséd oleva inertiaalinen havaitsija ei siis nde emittoitua séteilyé, vaan
se vain tulkitsee virittymisen emissioksi.

Edella kuvattua ilmaisimen emittoimaa séteilyd kutsutaan Unruh-siteilyksi ja
sithen on my6s toisenlaisia nékokulmia. Paperissa [10] tuodaan esille tilanne, jossa
tasaisesti kiihtyvé oskillaattori saavuttaa termisen tasapainon, joka on identtinen
Unruh-lampdétilassa olevan inertiaalisen oskillattorin kanssa. Kun tdmaé dérellisessa
lampotilassa oleva systeemi sitten liikkuu nollalampétilassa olevassa tyhjiossé, voisi
olettaa, ettd energiaa séteilisi. Paperissa tullaan lopputulokseen, ettd kiihdyttava
voima ja séiteilyreaktio tasapainottavat toisensa, jolloin systeemi pysyy tasapainossa,
eiké sdteile ympéaristoon.

Unruh késittelee Unruh-siteilyé artikkelissaan [11]. Siind hén toteaa, ettéd vaik-
ka kiihtyva kappale on tasapainossa Unruh-lampotilassa, se silti vaikuttaa kentédn
ominaisuuksiin. Né&in ollen inertiaalinen ilmaisin voi erottaa systeemin, jossa on
lampokylpy, Minkowskilaisesta systeemistd, ellei se ole kausaalisti lampdkylvyn ulot-

tumattomissa. Inertiaalinen havaitsija, joka tarkastelee kenttdéd vain Rindlerin kii-
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lasta, voi erottaa Rindlerin ja Minkowskin tyhjitt toisistaan. Tamé ero riippuu kui-
tenkin vain paikanluonteisesta koordinaatista, jolloin eroavaisuuksien voidaan sanoa
olevan sidoksissa oskillaattoriin. Eroavaisuus siis tarkoita séteilya oskillaattorista.
Tamé on verrattavissa tasaisesti kiihtyvéan elektroniin, jonka ei sanota séteilevén,
vaikka sdhkomagneettinen kenttd sen ympérilla poikkeaa paikallaan olevan elekt-
ronin kentéstd. Ei siis kannata puhua oskillaattorin séteilystd vaan siitd, muuttaa-
ko oskillaattori kentdn mitattavia ominaisuuksia. Se, sanotaanko n&itd muutoksia
sitten ”séteilyksi” tai "tyhjion polarisaatioksi”, on ennemminkin semanttinen kuin
fysikaalinen ongelma.

Unruh-ilmio ei ole kaikkien hyviksymaé. Papereissa [12] ja [13] ongelmaksi ilmoi-
tetaan reunaehdot, eli toisin sanoen Rindlerin kiilat, joita ei Minkowskin avaruu-
dessa ole olemassa. Naita reunaehtoja ei voitaisi ylittaa kayttamalla kombinaatioita
(3.20) ja (3.21), jolloin Minkowskin tyhjit ei ole preparoitavissa oleva tila tasaisesti
kiihtyvéalle ilmaisimelle. Unruh-ilmi6 taantuu silloin idealisoisuksi erikoistapauksek-
si, eiké ole yleistettdavissd koko Minkowskin avaruuteen. Vastauksena tdhdn Unruh
ja Fulling toteavat paperissaan [14], ettd paperissa [13] tehdyt oletukset olisivat vir-
heellisid, johon vastauksena paperissa [15] todetaan, ettd ne eivit ole.

Boyer [10] toi esille, ettd tdydellinen yhteys kiithdykselld nollapistesiteilyssa ja
Planckin jakaumalla, joka néhtiin skalaarikentélld, ei ilmene sdhkomagneettisessa
kentdssd. Kuten skalaarikentdn tapauksessa, myos sdhkomagneettisessa kentédssa
kiihdyttava monopoli-ilmaisin havaitsee séteilyd, joka on isotrooppista ja termista,
mutta sdteilyn jakauma siséltdd Planckin jakaumaa noudattavan termin liséksi yli-
médrdisen termin. Havaitsija siis erottaa ovatko havaitut hiukkaset peréisin kiihdy-
tyksestd vai lampokylvysta.

Artikkelissaan [I7] Matsas ja Vanzella toteavat Unruh-ilmion olevan valttdméaton
standardin kvanttikenttédteorian johdonmukaisuuden kannalta. Vaikka ilmid itsessdan

odottaa kokeellista varmistusta, niin monet muut jo mitatut ilmiot riippuvat ilmion
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olemassaolosta. Unruh-ilmién luotettavuuden tulisi siis olla yhtéd korkealla tasolla
kuin itse kvanttikenttéteorian.

Unruh-ilmié on tasaisen avaruuden ilmio, mutta sitd vastaa kaarevassa avaruu-
dessa Hawkingin séteily. Artikkelissa [4] Hawking saa tulokseksi, ettd musta aukko
sateilee kuin se olisi musta kappale lampétilassa k/27kg, jossa £ on mustan aukon

pinnan painovoima. Lampotila on siis hyvin samanmuotoinen kuin Unruh-ilmiossa.
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4 Unruh-ilmion kokeellinen todistaminen

Unruh-ilmioté ei ole vieldkaédn havaittu kokeellisesti, vaikka yrityksié on ollut lukui-
sia. Syy tdhén johtuu tarvittavan kiihdytyksen suuruudesta. Kun otetaan mukaan

luonnonvakiot, niin Unruh-lampoétila (3.3) saadaan muotoon

_ha

- 2rckyg’

jossa h on Planckin vakio, a on ominaiskiihtyvyys ja c on valonnopeus. Tamén perus-
teella, jotta saataisiin Unruh-lampdtilaksi yksi kelvin, tulisi kiihtyvyyden olla noin
2,47-10%*° m/ s, joka vastaa kiihtymisté levosta valonnopeuteen noin 1,2 pikosekun-
nissa. Sen lisdksi, ettd nédin suuri kiihtyvyys on hankala saavuttaa, kiihtyvyys on
tuhoisa makroskooppiselle kappaleelle. Aika on muutenkin niin lyhyt, ettei termali-
saatiota ehdi tapahtua. Kun kiihtyvyyttd pienennetéén, niin silloin lampotila laskee
ja sen tarkka mittaaminen vaikeutuu.

Mittaamisen ongelmia on yritetty ratkaista lukuisin eri tavoin. Ensimmé&inen
tapa tutkia Unruh-ilmiotad oli tutkia elektroneita kiihdytettyind l&mpomittareina
[18]. Lineaarisissa hiukkakiihdyttimissd saavutettavat kiithtyvyydet ovat kuitenkin
niin pienié, ettd termalisaation saavuttaminen veisi enemmén aikaa kuin universumi
on ollut olemassa. Ratkaisuna tédhén oli laittaa elektronit kiertdméaan ympyrarataa
sdilytysrenkaassa. [lmion mittaaminen tapahtuisi tutkimalla spinien polarisaation
muutosta. Kun elektronit kiertdvét ympyraradalla, tdytyy ottaa huomioon myos
muita ilmioitd ja Unruh-ilmio ei valttdmétta edes ole suoraan sovellettavissa tilan-
teeseen. Yksi ehdotus on, ettd tdmén tapauksen Unruh-ilmi6é on identtinen kokeel-
lisesti havaitun Sokolov-Trenov-ilmion kanssa [19].

Moni ehdotettu koemenetelmé luottaa ulkopuoliseen havaitsijaan, joka ei vélt-
taméatta ole mahdollista, silla ulkopuolelta katsottuna Unruh-séateily mahdollisesti
kumoutuu kokonaan tai ainakin osittain [20]. Ratkaisuna voisi olla kidyttdda Berryn
vaihetta [21]. Téssa ilmiossé, tietyissd olosuhteissa, kvanttisysteemin yhdeksi ominai-

suudeksi muodostuu Berryn vaihe. Témaé vaihe on selvésti poikkeava kun verrataan
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inertiaalista ja kiihdytettyd kvanttisysteemid. Taméa ero johtuu siitd, ettd toinen
ilmaisin vuorovaikuttaa vakuumitilan kanssa ja toinen termisen tilan kanssa. Kiih-
tyvan ilmaisimen Berryn vaihe riippuu Unruh-lampoétilasta. Tama tarkoittaa sité,
ettd Unruh-ilmio muuttaa suoraan itse ilmaisimen ominaisuuksia, jolloin ei tarvitse
luottaa Unruh-siteilyyn. Sen lisiiksi erot tulevat esille jo niinkin matalissa kuin 107
m/s? kiihtyvyyksissi ja kithdytyksen tarvitsee kestéii vain nanosekunteja.
Unruh-ilmi6lla on my6s vaikutus kahden kvanttisysteemin viliseen lomittumi-
seen. Kun toinen lomittuneista systeemeistd on inertiaalinen ja toista kiihdytetdan
tasaisesti niin yleisesti ottaen se johtaa lomittumisen heikkenemiseen [22]. Mité suu-
rempi kiihtyvyys sitd pienemméksi lomittuminen laskee. T&td voisi periaatteessa
kayttdd Unruh-efektin havaitsemiseen, mutta koetilanteessa lomittuminen heikke-
nee myos ympériston vaikutuksesta, jolloin Unruh-ilmién aiheuttamaa heikkene-
mistd on vaikea tunnistaa. Tietyissd tapauksissa lomittuminen voi kuitenkin myos
vahvistua [23]. T&ll6in, jos lomittuminen vahvistuu, Unruh-ilmién vaikutus on mah-
dollista todeta, vaikka ympéristotekijat olisivat heikentdneet lomittumista. Kvantti-
metrologian avulla voidaan 16ytd4 optimaaliset olosuhteet ilmién havannointiin [24].
Hyvé lapikéynti lukuisiin erilaisiin koemenetelmiin 16ytyy artikkelista [25]. Mo-
nille kokeille yhteistd on kuitenkin ennuste, ettd kun tekniikka kehittyy, saadaan
aikaan suurempia kiihtyvyyksié ja tarkempia mittauksia, jolloin mittaaminen tulee
mahdolliseksi. Kuitenkaan vieldk&dn ei ole konsesusta siitd, ettd Unruh-ilmio olisi

saatu mitattua.



54

5 Yhteenveto

Kuten kéy ilmi kappaleessa 3.2, Unruh-ilmio on melko suoraviivaista johtaa suoraan
koordinaattimuunnosten avulla. Luotettavampaan johtamiseen tarvitsee kiaydéa lapi
jonkin verran kvanttikenttéteorian perusteita, mutta niissdkain ei tarvitse mennéa
suunnattoman syvélle. Unruh-ilmi6 on siis hyvinkin suora seuraus kvanttikenttateo-
riasta.

Unruh-ilmislla on vankka konsensus tutkijoiden kesken, vaikka sen kaikki osa-
alueet eivit ole taysin selkeitd, kuten nékyy kappaleessa 3.3. Jopa ilmitn laajennus
kattamaan koko Minkowskin avaruus on kyseenalaistettu, joka on ymmérrettavia,
silla kvanttikenttateorian normalisaatioiden fysikaalisuus on jokseenkin tulkinnan-
varaista. Suurempi kiista on kuitenkin ilmién ilmenemisen yksityiskohdissa, kuten
Unruh-séteilyn olemassaolossa, jolla on myos suora vaikutus joihinkin mittausme-
netelmiin.

Valitettavasti, kuten kappaleessa 4 todetaan, Unruh-ilmioté ei ole kokeellisesti
havaittu. Menetelmiad on kuitenkin ehdotettu useita ja useimmat niistd luottavat
mittauslaitteistojen kehitykseen, jolloin paremmat kiihtyvyydet ja tarkemmat mit-
taukset voisivat mahdollistaa ilmion havaitsemisen. [lmi6lla on kuitenkin epésuoria
havaintoja, jotka lujittavat ilmion luotettavuutta.

Henkilokohtaisesti koen Unruh-ilmitn lepdéavin varsin vankalla pohjalla teorian
kannalta, vaikka suoria kokeellisia havaintoja ei olekaan. Varsinkin kiinnostavaa on
miten hiukkasen merkitys on tavallaan riippuvainen havaitsijasta ja tuo siten uuteen
valoon hiukkasten todellisuuden. On mielenkiintoista miten eri tulkinnat siitd, mika
on fysikaalista, johtavat paljonkin eridviin lopputuloksiin. Tamé toimii siis hyvéna
esimerkkind siité, miten teoriat eivét ole ikind kiveen hakattuja ja miten pelkéstaan

kysymykseen siitd, mikd on hiukkanen, on vaikea vastata.
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