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Tassd matematiikan opettajalinja pro gradu -tutkielmassa esitellddn kolme
todennédkoisyyslaskennan ongelmaa, joiden ratkaisemisessa voidaan
hyodyntdd ohjelmointia tai taulukkolaskentaa. Nidin saadaan yhdistettyd
todenndkoisyyslaskennan ja algoritmisen ajattelun oppiminen. Algoritmisen
ajattelun kehittyminen ja ohjelmoinnin kiyttiminen matematiikan ongelmien
ratkaisemiseen on kirjattu peruskoulun opetussuunnitelmaan, joten tidmin
kaltaisille tehtdvdkokonaisuuksille on perusteltu tarve.

Ensimmadinen kisiteltdvd ongelma on uhkapelurit (engl. Gambler’s ruin),
jossa oppilas tekee pelid simuloivan koodin, ja tutustuu sitd kautta
ohjelmoinnin perusrakenteisiin. Toisena tehtdvand oppilas tekee ohjelman,
jolla voidaan simuloida Monty Hall -pelid useita kierroksia. Ndin oppilas
padsee tutkimaan, miten voittotodenndkdisyys ldhestyy teoreettista arvoa,
kun simuloitavat kierrosmédrit kasvavat. Viimeisend esimerkkind on
verikokeesta tehtdvin vasta-ainetestin luotettavuus. Tdmé on késiteltdvisti
esimerkeistd matemaattisesti haastavin, mutta myds kdytdnnonldheisin.

Tutkielmassa esitetddn kaikkien ongelmien matemaattiset taustat, vaikka ne
eivit ole peruskoululaiselle vilttdméttomid ymmartdd. Nithin tutustuminen
on sopivaa ylospdin eriyttdvaid materiaalia. Muutenkin tehtdvakokonaisuudet
on koottu niin, ettd eriyttdminen on luontevaa ja sujuvaa.

Tutkielmassa on esimerkkiratkaisut tehtdviin, ja liitteend oppilasohjeet téihin.
Esimerkkiratkaisuissa on kdytetty pddosin Scratch-ohjelmointiympéristod, ja
lisdksi taulukkolaskentaohjelmaa ja Geogebraa.
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1 Johdanto

Jos selaa peruskoulun oppikirjoja, todennékoisyyslaskennan siséllostd saattaa
muodostua kuva, ettd ydinsisdltod on osata laskea kolikon- ja nopanheittoon,
sekd korttipeleihin liittyvid todennédkoisyyksid. Todennédkoisyyslaskennan
sovelluskenttd on kuitenkin laaja, esimerkiksi tilastotiede, tekodly ja ydin-
fysiikka pohjautuvat todennékodisyyksien laskemiseen.

Todenndkoisyyslaskenta kuuluu tyypillisesti peruskoulun yhdeksédnnen
luokan sisédltoon. Voimassa olevassa opetussuunnitelmassa ei madritella
sisdltod tdsmadllisemmin, kuin “lasketaan todennédkoisyyksid”. Opetus-
suunnitelmaan on Kkirjattu yleisesti matematiikan opetuksen tavoitteeksi
algoritmisen ajattelun kehittyminen ja ohjelmoinnin kdyttdminen ongelmien
ratkaisemiseen. Lisdksi useassa kohdassa korostetaan yhteyden luomista
matematiikan opetuksen ja ympéroivén yhteiskunnan vélille ja matematiikan
soveltamista. [4.] Niistd lahtokohdista tdssi tyOssd on kehitetty kolme esi-
merkkitapausta, joiden avulla voidaan opetella todennékdisyyksien
laskemista, ja liséksi ohjelmointia, tietotekniikan taitoja ja soveltamista.

Ensimmaisend kisiteltdvind esimerkkind on peli nimeltd uhkapelurit, joka on
matemaattiselta kannalta helpoin esimerkki, ja sen kautta opitaan ensi-
sijaisesti ohjelmointia. Pelin asetelma on 1dhtdisin todennikoisyyslaskennan
uranuurtajien Blaise Pascalin ja Pierre Fermat kirjeenvaihdosta vuonna 1656
[7]. Monty Hall -ongelmassa oppilas tutkii pelin voittotodenndkdisyytta
ensin simuloimalla, ja miettii sen jdlkeen, osaisiko ratkaista saman klassisen
todennikoisyyslaskennan keinoin. Verikokeen positiivisen tuloksen
luotettavuuden analysoimisessa oppilas pddsee hyodyntdméddn taulukko-
laskentaohjelmaa ja miettimédn, mitd saatu tulos tarkoittaa esimerkiksi virus-
epidemioihin liittyvien joukkotestaamisten kannalta.

Suomessa on tehty linjaus, ettd algoritmisen ajattelun oppimiselle ja
ohjelmoinnille ei osoiteta peruskoulussa erillisid tunteja, vaan tavoite kuuluu
matematiikkaan. On oleellista, ettd sen lisdksi, ettd matematiikka tukee
ohjelmoinnin oppimista, myds ohjelmointiin kdytetty aika tukisi
matematiikan oppimista. Todenndkoisyyslaskentaan liittyvédt simuloinnit
ovat yksi hyvé osa-alue, jossa ndmé kaksi tieteenalaa yhdistyvit luontevasti.

2 Matemaattinen tausta

2.1 Todennikoisyyslaskennan Kisitteita

Todennékdisyyslaskennan tavoitteena on kehittdd satunnaisluonteisten
ilmididen kuvaamiseen soveltuvia matemaattisia malleja. Todenndkoisyyden
laskeminen voidaan maéiritelld numeeriseksi tavaksi mitata varmuutta tai
epdvarmuutta jollekin tapahtumalle. Todenndkdisyys perustuu periaatteessa
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empiiriseen  kokemukseen, ja samoissa olosuhteissa  toistettuna
todennékoisyyden arvoksi pitdisi saada sama toistettaessa koetta. [5.]

Todenndkoisyyslaskennan  teorian  rakentaminen  ldhtee  liikkeelle
satunnaisilmion kasitteestd. Ollakseen satunnaisilmio, tarkasteltavan ilmion
pitda tayttad kolme ehtoa:

(1) Alkutilasta voidaan péétyd useisiin lopputiloihin. Kolikonheitossa
esimerkiksi lopputila on kruuna tai klaava.

(i1) Alkutilassa ei voida ennustaa yksittdiselle kerralle, mika lopputila
toteutuu.

(i11))  Vaikka yksittdisen lopputilan ennustaminen on mahdotonta,
lopputilojen  osuudet  esiintyvdt  sddnnOnmukaisesti, eli
lopputilojen  suhteelliset  frekvenssit voidaan  maérittaa.
Esimerkiksi arpakuution heitossa todennékoisyys jokaiselle

silméluvulle on %. [3.]

Satunnaisilmion tulosvaihtoehtoja kutsutaan alkeistapahtumiksi, nopan-
heitossa siis jokainen mahdollinen silméluku on yksi alkeistapahtuma.
Alkeistapahtumat eivat valttamaitta ole lukuja, joten tarvitaan funktio, joka
liittdd reaaliluvun tai reaalilukuvektorin jokaiseen koetulokseen. Tatd
funktiota kutsutaan satunnaismuuttujaksi, ja sitd merkitdin tassé tyossi isolla
kirjaimella X Y, ... Satunnaismuuttujan arvoja merkitdén vastaavilla pienilla
kirjaimilla x, y, ... Tutkittava satunnaiskoe voi olla esimerkiksi neljdssi
perdttdisessd kolikonheitossa saatavien klaavojen lukumadrd. Télloin
satunnaismuuttuja X on klaavojen lukumaéird, ja sen mahdollisia arvoja ovat
0, 1, 2, 3 ja 4. Nyt merkintd X > 2 tarkoittaa tilannetta, jossa heittosarja
sisdltdd vahintadn kaksi klaavaa.

Esimerkki satunnaismuuttujasta, joka ei luonnostaan ole reaaliluku, on vaikka
suuresta joukosta poimittujen ithmisten silmien véri. Voidaan merkitd Y =
silmien vari, ja koodata tulokset siten, ettd y = 1 tarkoittaa sinistd silmien
virid ja y = 2 ruskeaa.

Alkeistapahtumien s muodostama joukko muodostaa otosavaruuden (2.
Alkeistapahtumat ovat otosavaruuden alkioita. Nopanheitossa silmédlukujen
muodostama otosavaruus on siis 2 = {1,2,3,4,5,6}. Otosavaruuden osa-
joukko A € 2 on tapahtuma, esimerkki tapahtumasta nopanheitossa on
parillinen silméluku.

Todennédkoisyyslaskennassa tavoitteena on maédrittdd satunnaisilmion eri
tapahtumien todenndkoisyydet. Todenndkoisyysmitta P (englannin sanasta
probability) on funktio, joka liittda jokaiseen tapahtumaan luvun valilta [0,1].
P(X € A), tai lyhyemmin P(A) on tapahtuman A todennikoisyys. [5.]

Jos tapahtuma A sattuu viistiméttd, eli jokainen otosavaruuden alkeis-
tapahtuma johtaa tapahtumaan 4, sanotaan, ettd 4 on varma tapahtuma, ja sen
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todenndkoisyys P = 1. Tapahtuma, joka ei voi sattua, on mahdoton
tapahtuma, ja sen todennikoisyys P = 0.

2.2 Tilastollinen ja klassinen todennakoisyys

Todennédkoisyyslaskennan aksioomien ymmaértdminen ei ole tarpeellista
koulumatematiikassa, joten ne jatetddn tdssd esittelemitti. Koulu-
matematiikassa todenndkoisyys madritellddn tilastollisen ja klassisen
todenndkoisyyden avulla. Téssi kappaleessa esitellddn madritelmét niille, ja
tuodaan esiin pedagogisesta ndkokulmasta mairitelmien puutteet.

Tilastollisessa todenndkoisyydessd keskeinen késite on suhteellinen

frekvenssi. Ajatuksena on, ettd sama koe toistetaan n kertaa. Tapahtuman A

suhteellinen frekvenssi lasketaan p,(A4) = @, missé f,,(A) on tapahtuman

A realisoitumisen frekvenssi, eli realisoitumisten lukumééra. Tapahtuman A
tilastollinen todennikdisyys on raja-arvo P(A4) = lim p,,(A4).
n—-oo

Matemaattisesta ndkokulmasta mééritelma ei ole tdsmaéllinen, silld koetta ei
voida toistaa ddrettomadsti. Mikddn ei mydskddn takaa, ettd suhteellisten
frekvenssien jono olisi suppeneva. Kiytinnon sovelluksissa suhteelliset
frekvenssit vaikuttavat usein suppenevan, kun toistojen mdidrd on suuri,
jolloin tapahtuman A suhteelliset frekvenssit p,q1(4),Pn2(4),...,pr(4)
poikkeavat toisistaan vain hyvin vdhén. [5.]

Klassisessa todenndkoisyydessd alkeistapauksille tehdddn lisdksi kaksi
oletusta: alkeistapauksia on &drellinen méédrd N, ja ne ovat kaikki yhta
todenndkoisid. Alkeistapaukset ovat silloin symmetrisid. Tapahtuman A C (2

klassinen todenndkoisyys lasketaan tapahtumalle A suotuisten alkeis-
card (A)

tapausten ja kaikkien alkeistapausten lukumiérén suhteena, P(A) = >

[5.]

Klassisen todennékdisyyden médritelmén suurin ongelma on se, ettd
alkeistapausten oletetaan olevan yhtd todenndkdisid, vaikka ollaan vasta
madrittelemédssd todennikdisyyden kisitettd [5].

2.3 Todennikoisyyden ominaisuuksia

Otetaan kéyttoon joukko-opin merkinnit, ja tutkitaan otosavaruuden (2
osajoukkoja A ja B Tapahtuman A komplementtitapahtuma on A, joka
tarkoittaa kaikkia niitd otosavaruuden alkeistapahtumia, joissa 4 ei realisoidu,
eiA=0N\A={x€N: x¢ A}



Maiiritelladn joukkojen A ja B unioni eli yhdiste niiden alkioiden joukoksi,
jotka kuuluvat joukkoon A tai B. Joukkojen yhdiste A U B koostuu alkeis-
tapauksista, jotka kuuluvat joko joukkoon 4 tai B tai molempiin, eli AU B =
{xenNn|xeAv xeB}

Lisdksi otetaan kayttoon kisite joukkojen 4 ja B leikkaus A N B, jossa
vaaditaan, ettd alkio kuuluu joukkoon A ja joukkoon B, eli ANB =
{x € S|x € A A x € B}. Tapahtumat ovat toisensa poissulkevat, jos A ja B
eivit voi sattua samanaikaisesti. Télloin A N B = @.

Tutkitaan joukkojen unionin todenndkdisyyttd siind tapauksessa, ettd
tapahtumat ovat toisensa poissulkevia. P(A4 U B) tarkoittaa sitd, milld toden-
ndkoisyydelld A tapahtuu tai B tapahtuu, silld Aja Beivit voi tapahtua saman-
aikaisesti. Kun A N B = @, todenndkdisyys sille, ettd 4 tapahtuu tai B
tapahtuu, on
P(AUB) = P(A) + P(B) (tulos 2.3.1).

Tulos patee my0s useammille toisensa poissulkeville tapahtumille. Toden-
nikoisyys sille, ettd ainakin joku tapahtumista toteutuu, on yksittdisten
tapahtumien todenndkdisyyksien summa, koska tapahtumat eivit voi sattua
yhtd aikaa. Tilannetta havainnollistetaan kuvan 1 vasemmanpuoleisessa
tilanteessa.

Kun A N B # @, tapahtumat 4 ja B voivat sattua my0s samanaikaisesti, mika
esitetddn kuvan 1 oikeanpuoleisessa tilanteessa. Talloin on huomattava, ettei
lasketa osajoukkojen A ja B leikkauksen todenndkdisyyttd kahteen kertaan,
eli

P(AUB) =P(A) + P(B) — P(ANB) (tulos 2.3.2).

9,

Kuva 1. Joukkojen unionin todenndkoisyyteen vaikuttaa se, ovatko joukot

toisensa poissulkevia. Todenndkoisyys, ettd A tai B tapahtuu, on yksittdisten
tapahtumien todenndkéisyyksien summa, kun tapahtumat ovat toisensa
poissulkevia. Oikeanpuoleisessa tilanteessa A ja B voivat tapahtua myds
samanaikaisesti, eli ne eivit ole toisensa poissulkevia. Tdlléin joukkojen
unionin todenndkoisyys on niiden leikkauksen verran pienempi.



Kun aksioomina on, etti AUA =0,ANA = @ jaP(2) =1, tuloksen 2.3.1
perusteella saadaan maédritettyd todenndkdisyys osajoukkojen summalle
P(AUA) =P(A)+P(A) =P(2Q)=1. Tistdi saadaan komplementti-
tapahtuman todenndkoisyydeksi

P(4) =1 - P(A) (tulos 2.3.3).

Komplementtitapahtuman todenndkdisyyden laskeminen on monissa
tilanteissa tarpeellista, ja tilannetta selvennetddn vield kuvassa 2. Tapahtuma
Avoisi olla esimerkiksi se, ettd nostettaessa pelikortti pakasta, saadaan dssa.
Komplementtitapahtuma A on se, etti nostettu kortti ei ole dss.

Kuva 2. Tapahtuma A ja komplementtitapahtuma A muodostavat koko otos-
avaruuden . Tapahtumat A ja A ovat toisensa poissulkevia, eli eivit voi
tapahtua samanaikaisesti. Tapahtumien Aja A yhteenlaskettu todenndikéisyys
on yksi.

Tapahtumat ovat riippumattomia, jos P(A N B) = P(A)P(B). Riippumatto-
muutta kuvaamaan kéytetddn merkintdd A L B ja jos tapahtumien tiedetdén

olevan toisistaan riippumattomia, mairitelmaé voi kéyttid tapahtumien A4 ja

B leikkauksen todenndkdisyyden laskemiseen.

2.4 Ehdollinen todenniakoisyys ja Bayesin kaava

Joskus on tilanteita, joissa tiedetdin, ettd otosavaruuden tapahtuma B on
toteutunut, ja halutaan madrittdd, mikd tdméin tieto huomioiden on
tapahtuman A todenndkdisyys. Tilloin puhutaan ehdollisesta toden-
nikoisyydestd. Esimerkkind voisi olla, ettd pelikortin tiedetdin olevan kuva-
kortti, ja halutaan laskea, milld todenndkoisyydelld se on kuningatar.
Tapahtuman A4 ehdollinen todenndkéisyys siind tapauksessa, etti B on
tapahtunut, merkitdén P(A|B). Kun P(B) > 0, ehdollinen todennékdisyys
saadaan laskettua klassisen todennékdisyyden mallin mukaisesti, eli
suotuisten alkeistapausten suhteena kaikkiin alkeistapauksiin. Suotuisia
alkeistapauksia ovat ne, joissa sekd A ettd B tapahtuvat eli A U B, ja kaikkien
alkeistapausten joukon muodostavat ne, joissa B tapahtuu. Nidin ollen



P(ANB)
P(A|B) = W (tulos 2.4.1).
Tastd saadaan johdettua toinen tapa laskea leikkauksen todennidkdisyys, jossa
el tarvitse tuntea tapahtuman A todennikdisyyttd kuten silloin, jos lasketaan
leikkauksen todennékdisyys riippumattomuuden mééritelmén avulla. Nyt
saadaan

P(AN B) = P(A|B)P(B) (tulos 2.4.2).

Riippuu tilanteesta, onko ehdollinen todenndkoisyys P(A|B) vai P(B|A)
helpompi selvittdd. Niiden vélille voidaan johtaa yhteys, jota kutsutaan
Bayesin kaavaksi. Kun tuloksessa 2.4.1 vaihdetaan tapahtumien nimet toisin

pdin, saadaan P(B|A) = P(%Z)A).

edellisestd voidaan ratkaista P(A N B) = P(B|A)P(A). Sijoitetaan tdma
tuloksen 2.4.1 osoittajaan ja saadaan
P(B|A)P(A)
P(AlB) = W (tulos 243),
mitd kutsutaan Bayesin kaavaksi.

Leikkaus on vaihdannainen, joten

3 Tyossa kasiteltavien ongelmien matemaattiset
ratkaisut

3.1 Uhkapelurit

Téssd tyOssd kéytetddn nimitystd uhkapelurit ongelmalle, joka tunnetaan
englanniksi nimelld Gambler’s ruin. Ongelmasta on useita erilaisia versioita,
otetaan tissd tarkasteluun peli, jossa alussa rahapotti suuruudeltaan N € on
jaettuna kahdelle pelaajalle niin, ettd ensimmadiselld pelaajalla on i € ja toisella
pelaajalla on loput. Médritelldén pelaajalle A yksittéiselld kierroksella voitto-
todenndkdisyys p, eli todennékoisyys hdnen hdvidmiselleen on g = 1 — p.
Jokaisella kierroksella voittaja saa yhden euron hévidjéltd. Pelid pelataan
sithen asti, kunnes toiselta pelaajalta loppuvat rahat. Kysymys kuuluu, milla
todenndkoisyydelld P; pelaaja A voittaa, kun hidnelld on alussa rahaa i €. [1.]
Alla esitetdéin matemaattinen ratkaisu ongelmalle, mutta se ei ole mielekés
peruskoululaiselle, joten oppilaan tehtdvidnd on tehdd koodi, joka simuloi
pelin kulkua, ja kertoo, kumpi pelaajista voitti, ja kuinka monta kierrosta peli
kesti. Matemaattinen tarkastelu soveltuu ylos pdin eriyttdviksi materiaaliksi,
tai ainakin oppilaat voivat tutustua lopputulokseen.

Ongelma voidaan kuvata satunnaiskulkuna (random walk) véalilla 0 < i < N.
Piste on aluksi x-akselilla kohdassa i, josta se litkkuu oikealle todennékoisyy-
delld p ja vasemmalle todenndkoisyydelld g = 1 — p. Piste kuvaa pelaajan A
rahaméarad. Siirtyma on pituudeltaan tdsmélleen 1, paikallaan pysyminen ei
ole mahdollista. Liike jatkuu toistuvin askelin ja loppuu, kun piste saavuttaa



x-akselin pisteen 0 tai N, eli pelaajan A rahat joko loppuvat, tai hén voittaa
kaikki itselleen.

Olkoon R, pelaajan A rahasumma, kun pelid on pelattu n kierrosta.
{R,: n =0} muodostaa satunnaiskulun R, =A; +A,+...A,, Ry =1,
missd A, on riippumaton satunnaismuuttuja, jolle P(A= 1) =p,P(A=
-1)=q=1-p.

Ajatellaan todenndkdisyyslaskennan perusteiden mukaisesti, ettd otosavaruus
2 edustaa kaikkia alkeistapauksia, jotka voivat tapahtua, kun peli alkaa
kohdasta i. Otosavaruus voidaan jakaa kahteen osaan, eli kaikkiin
mahdollisiin lopputuloksiin, kun ensimmdiinen tapahtuma on pelaajan A
voitto, jolloin satunnaiskulku alkaa suuntaan i+/. Vastaavasti toinen osa
otosavaruudesta muodostuu lopputuloksista, jotka ovat mahdollisia sen
jilkeen, kun pelaaja A on hédvinnyt ensimmdisen pelin, jolloin siis
satunnaiskulku alkoi suuntaan i-/. Néaissd molemmissa tapauksissa osa
alkeistapauksista johtaa pelaajan A voittoon, ja osa hdvidon. [1.] Otos-
avaruutta selventda kuva 3.

i-1 i+1

A voittaa

Kuva 3. Otosavaruus €, kun peli aloitetaan kohdasta i. Seuraava askel on
suuntaan i+1 todenndkoisyydelld p, tai suuntaan i-1 todenndkoisyydelld q.
Molemmissa suunnissa pelaajan A voitto koko uhkapelissd on mahdollista.

Olkoon P; todennikdisyys, ettd pelaaja A voittaa, kun hdnen alkusummansa
on i €. Talloin P, = 0, silld voittaminen on mahdotonta, jos alussa ei ole
yhtddn rahaa. Samoin voitto on tdysin varma, jos koko potti on alussa
pelaajalla A, eli Py = 1. Tavoitteena on muotoilla lauseke todennikoi-
syydelle P;, missd 1 <i < N — 1. P; muodostuu kahdesta otosavaruuden
osajoukosta, eli P(ensin A voittaa ja lopulta voittaa koko pelin) tai
P(ensin A haviaa ja lopulta voittaa koko pelin). Todenndkdisyys en-
simmadiselle voitolle on p. Tdmin jédlkeen pelaajan rahasumma on R;,; ja
téssd tilanteessa koko pelin voittamisen todennédkdisyys on P;, ;. Vastaavasti
ajatellaan tilanne, jossa pelaaja A hividd ensimmadisen kierroksen. Néiden



tapahtumien yhdistetty todennikoisyys voidaan ilmaista lausekkeella P; =
PPiy1 +qPi—q. [1.]

Yhtdlon vasen puoli voidaan ilmaista toisin, kun tiedetddn, ettd p + q = 1.
Talloin saadaan (p + q)P; = pP; + qP; = pP;;, + qP;_1. Muokataan yhtilo
muotoon P;,; — P; = %(Pi —P;_;), missd 1 <i <N — 1. Alkuehdon P, =

0 avulla todenndkdisyyden lauseke voidaan ratkaista rekursiivisesti.
q q
P,—P,=—(P,—Py) =—P;,
2 1 - 1 0 - 1

q q(q q\2
P,—P,==(P —P)=—<—P>=(—> P, ,
3 2 p 2 1 ppl p 1

i
Py, — P = (%) Py, missa0 <i<N.

Ilmaistaan seuraavaksi P;,; — P; summalausekkeen avulla

i

i q X
Par=Pi= ) Pua—Pe=) () By
k=1 p

k=1
Taten
i i
q\* q\*
nann 3 (Y -n Y Q)
k=1 P k=0 P

Kyseessd on geometrinen summa, joten

{ q i+1
P —1 _ (E) k
Piyp =971 _4q unp #4q (tulos 3.1.1)
PN kunp =q =0,5.
Kun nyt valitaan i = N — 1, ja kdytetdén tietoa, ettd Py = 1, saadaan
N
[ 1-()
! Py — P’ kunp # q
Py_141 =Py =1= 1-4
L P;N kunp =q =0,5.

Téstd voidaan ratkaista lauseke todennékdisyydelle P;.

_4
( 14
P~ kunp # q
pp=<1- (5) (tulos 3.1.2)
1
N kunp=q=20,5



Sijoitetaan nyt tulos 3.1.2 tulokseen 3.1.1, ja vaihdetaan indeksin i + 1 tilalle
selvyyden vuoksi i, jolloin saadaan lopullinen lauseke

[1-6)
pi:il_(%)lv

[
\ N kunp = q = 0,5.

kunp # q

Otetaan esimerkki tilanteesta, jossa pelaajan A yksittdisen pelin voittotoden-
ndkoisyys p on 0,6. Hénelld on aluksi 3 €, ja koko potti on 10 €.
Voittotodennikodisyydeksi P; saadaan

_(2) 0,4y’
1 3 1 (g%) o
3= N~ 10 — Y/e
q 0,4
e — (==
G 1-(5)
Jos pelaajien voittotodennikoisyydet olisivat yhtd suuret, eli p = g = 0,5

pelaajan A voittotodennikoisyys samasta 1dhtotilanteesta olisi merkittavasti
huonompi,

P —i—3—030
5T NT 100 T

3.2 Monty Hall

3.2.1 Monty Hall -ongelman historia

Matematitkan Monty Hall- ongelma on saanut nimensd amerikkalaisesta
1960-luvulla alkaneesta TV-sarjasta Let’s make a deal, jota on esitetty
erilaisina versioina vield 2000-luvullakin. Ohjelma on nostettu korkeille
sijoille erilaisissa kautta aikain parhaat TV-kisailut- listoissa. Ohjelman
suosio oli suurin kolmena ensimmaisend vuosikymmenend, jolloin juontajana
toimi Monty Hall. Ideana oli, etté kilpailija vietiin kolmen oven eteen, joista
yhden takana oli arvokas palkinto, ja kahden muun takana tdysin arvottomat
tuotteet. Kilpailija valitsi ensin yhden oven, jonka jédlkeen juontaja poisti
jéljelle jadneista kahdesta ovesta sen, jossa oli arvoton palkinto. Nyt kilpailija
sai pdittdd, ottaako hdn alun perin valitsemansa oven, vai vaihtaako
valintansa. Matemaattisesti on selvdd, kummalla tavalla toimiminen on
jarkevampaa.

Tama peli on hyvd esimerkki matematiikan ongelmasta, jolla voi herattaa
oppilaiden kiinnostuksen todenndkodisyyslaskentaan. Tehtdvdn kaytto TV-
sarjassa tuo sille mielenkiintoisen historian, ja pelid voi pelata luokassakin
vaikkapa tikkukaramellilla ja rikkindiselld sukkaparilla. Kun Monty Hall -
ongelma esitetdin matematiikan maailmassa, palkintovaihtoehtoina on
tyypillisesti tuliterd auto ja kaksi vuohta, joita kdytetddn esimerkkeind
tassékin tydssd. Téssd tydssd laajennetaan Monty Hall- ongelman tarkastelua



pelkdsta klassisen todennédkdisyyslaskennan ndkokulmasta ongelman
tarkasteluun simulaation avulla.

3.2.2 Monty Hall -ongelma klassinen todenniikoisyyden esimerkkini

Monty Hall-ongelmaa voidaan kisitelld klassisen todenndkdisyyslaskennan
keinoin, sillé alkeistapauksia on dérellinen méaéari, ja arvokkain voitto sijaitsee
minkd tahansa oven takana yhtd suurella todennékoisyydelld. Palkintoina
olevat kaksi vuohta ja auto ovat toisensa poissulkevia tapahtumia, silld
yhdenkédn oven takana ei ole kahta palkintoa.

Monty Hall- ongelmaa on helpoin ldhestyd taulukoimalla mahdolliset
palkinto-ovien kombinaatiot ja tarkastelemalla rivi kerrallaan, mitd pelaaja
voittaa, jos pysyy alkuperdisessd padtoksesséddn, tai vaihtaa paitostdin sen
jélkeen, kun pelin jarjestdjad on poistanut yhden oven, jonka takana ei ole
palkintoa. Taulukossa 1 esitetdén kaikki mahdolliset tilanteet, kun pelaaja
valitsee ensimmadisend paatoksenddn ensimmaéisen oven. Jos ensimméiinen
valinta olisi toinen tai kolmas ovi, tarkastelu olisi tdysin identtinen.

Taulukko 1. Pelin kulku kaikissa eri kombinaatioissa, kun pelaaja valitsee
ensimmdisessd vaiheessa oven 1. Tarkastelu on samanlainen, jos

ensimmdinen valinta olisi joku muu ovi.

Palkinto, j
2 smté(i)é,i:los Palkinto, jos
Ovi 1 Ovi 2 Ovi 3 pysy piiiitos
valinnassa .
. vaihdetaan
ovil
Auto Vuohi Vuohi Auto Vuohi
Vuohi Auto Vuohi Vuohi Auto
Vuohi Vuohi Auto Vuohi Auto
1 2
Auton voittamisen todenndkdisyys 3 3

Taulukosta 1 voidaan ndhdi, ettd oikea strategia on vaihtaa péatosta, silloin
voiton mahdollisuus on kaksinkertainen pysymisstrategiaan verrattuna.

Vaihtoehtoinen tapa pédtyd samaan tulokseen on tarkastella yhdistettyja

todenndkoisyyksid. Jos pelaaja aikoo pysyd alkuperdisessd valinnassaan,

eq et . . suotuisat alkeistapaukset
todennédkoisyys auton voittamiselle on P(auto) = — ki =
kaikki alkeistapaukset

1
3

Jos taas wvalittu strategia on vaihtaa pditostd, voiton todenndkdisyys
muodostuu yhdistetystd todenndkoisyydestd, ettd pelaaja valitsee ensin
vuohen, ja sitten auton. Toisessa vaiheessa auton todennikoisyys on 1, silld
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toinen vuohiovi poistetaan. Ndin ollen P(auto) = P(vuohi) N P(auto) =

2 2
21=2
3 3

3.2.3 Monty Hall -ongelma yleistettyni useamman oven tapaukseen

Monty Hall -ongelma voidaan yleistéé tilanteeseen, jossa ovia on enemman.
Néissd versioissa kilpailijan ensimmdiisen valinnan jidlkeen pelin jarjestdja
ottaa jdljelle jadneistd ovista pois yhden, jonka takana ei ole palkintoa. Tdssa
vaiheessa kilpailijan on mahdollista vaihtaa padtostdén, tai pysya alku-
perdisessd. Uuden pddtoksen jilkeen jérjestdja ottaa taas yhden oven pois, ja
télld tavoin jatketaan, kunnes jiljelld on vain kaksi ovea. Kun ovia on alun
perin n kappaletta, pelaaja tekee n — 1 paatostd pelin kuluessa. Taulukossa 2
tarkastellaan pelid neljin oven tapauksessa. Tarkasteltavana on strategiat,
joissa pelaaja pysyy koko pelin ajan alkuperdisessd paatoksessddn, tai vaihtaa
pddtostadn vain viimeisessd arvauksessa. Strategia, jossa pelaaja vaihtaisi
pditostddn jokaisella kierroksella johtaa voittoon, jos pelaaja tekee
viimeisessd vaiheessa oikean arvauksen, ja aikaisempien kierrosten
paitoksilld ei ole mitddn merkitystd. Ndin ollen satunnaisen strategian

voittotodenndkodisyys on p Samoin kuin kolmen oven tapauksessa, tdssikin

riittdd tarkastella tilanne, jossa pelaaja valitsee aluksi ensimmadisen oven.
Muut valinnat alussa johtavat identtiseen tarkasteluun.

Taulukko 2.Monty Hall -ongelma neljdn oven tapauksessa. Oletuksena on,
ettd pelaajan ensimmdinen valinta on ovi 1. Tarkastelu on samanlainen, jos
ensimmdinen valinta olisi joku muu ovi.

Palkint
_02; 1nto, Palkinto, jos
; sytain paitos
Ovil Ovi2 Ovi 3 Ovi4 Eiynz vaihdetaan
. viimeisessa
valinnassa
. arvauksessa
ovil
Auto Vuohi Vuohi Vuohi Auto Vuohi
Vuohi Auto Vuohi Vuohi Vuohi Auto
Vuohi Vuohi Auto Vuohi Vuohi Auto
Vuohi Vuohi Vuohi Auto Vuohi Auto
) ) ) 1 3
Auton voittamisen todenndkdoisyys 7 —

Kun pelissi on n ovea, voittotodenndkdisyys on % jos pelaaja pysyy

alkuperiisessa padtoksessddn. Jos hin pysyy alkuperdisesséd padtoksesséén, ja
vaithtaa sen viimeisessd vaiheessa, kun jéljella on endd kaksi ovea,
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voittotodennékdisyys on nT Satunnaisen strategian voittotodennékdisyys on

2 riippumatta ovien maarasta.

3.3 Vasta-ainetesti ehdollisen todennéikoisyyden
sovellutuksena

Verikokeiden  luotettavuuteen ja  tulosten tulkitsemiseen liittyy
todenndkoisyyslaskenta, ja ne ovatkin hyvd sovelluskohde, joita tutkimalla
oppilaita voi johdatella ymmairtimiin todenndkdisyyslaskennan kéytto-
kohteita ja merkitystd. Otetaan esimerkiksi vasta-ainetesti, jolla tutkitaan
verindytteestd, esiintyyko henkildlld vasta-aineita virusta vastaan. Satunnais-
otostutkimuksen tulosten perusteella on tarkoitus pystyd paittelemiin,
kuinka suurella osalla véestdstd on vasta-aineita, eli kuinka suuri osa
viestOstd on sairastanut viruksen aitheuttaman taudin. [1.] Kaytdnnossé kaikki
verikoetestit antavat satunnaisesti viérid tuloksia, ja ne jaetaan kahteen
joukkoon, vairit negatiiviset ja vadrit positiiviset. Tdmi aiheuttaa sen, ettd
todennékoisyyslaskentaa tarvitaan joukkotestauksen tulosten tulkintaan.
Koska vuoden 2020 korona-pandemia vaikutti merkittdvésti jokaisen
koululaisen eldmadn, késiteltaviaksi esimerkiksi on valittu COVID-19-
viruksen vasta-ainetesti.

Nimetéddn ensin tapahtumat A = "henkil6lla on vasta-aineita” ja B = "testi on
positiivinen”. Léédketieteessd on kdytossd termi testin herkkyys, ja se on
ehdollisen todennikéisyyden merkinnéilli P(B|A), eli se kertoo, kuinka
suurella osalla testattavista testitulos on positiivinen, jos henkil6lld on vasta-
aineita. Herkkyysarvo saadaan selville tekemalld testi joukolle ithmisié, joilla
tiedetdéin olevan vasta-aineita. [1.]

Véirien negatiivisten todenndkoisyys saadaan tutkittaessa herkkyytti. Jos siis
verikoe antaa positiivisen tuloksen todennédkoisyydelld 95 %, kun otoksessa
kaikilla koehenkil6illd on vasta-ainetta, todenndkoisyys viirille
negatiiviselle tulokselle on komplementti herkkyydelle, eli 5 %.

Vaira positiivinen tulos tarkoittaa tilannetta, jossa testi on positiivinen, mutta
henkil6lld ei ole vasta-ainetta, eli ehdollisen todenndkdisyyden avulla
ilmaistuna P(B|A). Tidmin arvon komplementtia kutsutaan testin
tarkkuudeksi, eli se osuus ei-sairastaneista, joille testi antaa oikeellisesti
negatiivisen tuloksen.

Testin valmistaja ilmoittaa kéytdnnossd herkkyys- ja tarkkuusarvot.
Suomessa joukkotestauksissa kaikki positiiviset tulokset testataan uudestaan
erimerkkiselld testilld, jolloin védrien positiivisten médrdd saadaan
pienennettya.
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Kuvassa 4 esitetddn verikoetestin herkkyyden ja tarkkuuden merkitykset
kuvan avulla, ja annetaan esimerkkiarvot Abbottin testistd, jota kdytetdin
Suomessa COVID-19-viruksen vasta-ainetesteissi ensisijaisena testiné [2].

Sairastaneiden ja ei-
sairastaneiden
osuuksia ei tunneta

Sairastaneet

Eivat
sairastaneet

Kuva 4. Verikokeessa negatiivisia ja positiivisia tuloksia saadaan sekd

sairastaneiden ettd ei-sairastaneiden joukosta.

Kuvan 4 avulla voidaan ymmértdd, ettd vaikka tunnetaan testin antamien
positiivisten ja negatiivisten tapausten lukumiirit, tiedon avulla ei pystytéd
selvittdmain, kuinka suuri osa viestostd on sairastanut viruksen. Positiiviset
tulokset tulevat oikeista positiivisista ja vidristd positiivista, eika
yhteislukumairistd pysty pééttelemadn, kuinka véestd jakautuu taudin
sairastaneisiin ja sairastamattomiin.

Kun halutaan selvittda, kuinka hyvin kuvan véeston satunnainen testaaminen
antaa taudin levinneisyydestd, muotoilemme Kkysymyksen, mikd on
todenndkoisyys, ettd henkilolld on vasta-ainetta, kun testi antaa positiivisen
tuloksen. ~ Témd  saadaan  selville = Bayesin  kaavan  avulla

P(B|A)P(A)
P(a|B) = “E2E2

todennédkoisyys koostuu oikeista positiivisista ja vadristd positiivisista
tuloksista, eli P(B) = P(A)P(B|A) + P(A)P(B|A). [1.] Niin saadaan

. Nimittdjdssd oleva P(B), eli positiivisen tuloksen

P(B|A) - P(4)

PAAIB) = 5 PB4 + P(A)PBIA)

(tulos 3.5.1).

Tehdéddn esimerkkitarkastelu kuvassa 4 esitetyilld arvoilla. Vasta-ainetestin
herkkyys P(B|A) on 0,95 ja tarkkuuden komplementti P(B|A) on 0,19.
Oletetaan, ettd taudin levinneisyys P(4) on 0,15, miké tarkoittaa, ettd sen
komplementti, eli tautia sairastamattomien osuus olisi 0,85. Sijoittamalla
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arvot tulokseen 3.5.1 saadaan laskettua ehdollinen todennikoisyys sille, ettd
henkil6lld on vasta-ainetta veressddn, kun hin on saanut positiivisen
testituloksen.

P(B|A) - P(A) 0,95-0,15
P(A)P(BJA) + P(A)P(B|A) 0,15:0,95+0,85-0,19
Todenndkodisyys on siis alle puolet, vaikka testitulos oli positiivinen.
Kappaleessa 5.3.2 tarkastellaan tilannetta yksityiskohtaisemmin, erityisesti

P(A|B) = 0,41

levinneisyyden vaikutusta tulokseen.

4 Simuloinnit ja mallinnukset
todennikoisyyslaskennassa

Tdssd luvussa késitellddn lyhyesti tietokoneiden ja simulointien
hyodyntdmista todennékoisyyslaskennassa. Yksinkertaisimmillaan
simulointi voi olla satunnaiskokeen toistamista tietokoneella, jolloin toistoja
saadaan helposti suuri méérd, ja voidaan tutkia, mikd vaikuttaisi olevan
suhteellisen frekvenssin raja-arvo eri tapahtumille.

Simulointimalleja  muodostetaan  kuvaamaan todellisen  systeemin
kayttdytymistd. Ensin reaalimaailman ilmidstd tehdddn konseptionaalinen
havainnemalli, ja sen jilkeen tietokone voidaan laittaa simuloimaan
systeemin kéyttdytymistd erilaisilla 1dhtdarvoilla. Monissa ilmidissa
tdsmillinen matemaattinen mallintaminen on haastavaa ja vaatii
yksinkertaistuksia. Monty Hall -ongelmasta tekee yksinkertaisen ennen
kaikkea se, ettd tapahtumat eivdt ole ajasta riippuvia, ja muuttujat ovat
diskreettejd. Jos tapahtuman ajankohdalla olisi merkitystd lopputulokselle,
simulaatiossa pitdisi hyodyntdd differentiaali- tai osittaisdifferentiaali-
yhtdloité. [6.] Tilastollisia malleja hyddynnetdén esimerkiksi virusepidemian
levidmisen mallintamisessa ja ennustamisessa. Syotteind mallissa on ilmidsti
kerattyjé todellisia havaintoja, ja mallin tavoitteena on saada kuvattua kaikki
mahdolliset tulosvaihtoehdot, ja todennékdisyydet niille. [3.]

Systeemit voidaan jakaa stokastisiin ja deterministisiin systeemeihin, joista
stokastisissa systeemeissd satunnaisuudella on merkitystd, ja vastaavasti
deterministisissd systeemeissd lopputila on taysin laskettavissa, kun alkuarvot
tiedetddn [6]. Esimerkki stokastisesta systeemistd on yksittdisen asiakkaan
jonotusaika palvelupisteelld, kun asiakkaiden saapumisaikoja ei tunneta
etukdteen. Uhkapelurit ja Monty Hall -ongelma ovat stokastisia systeemejd,
koska niissd sattumalla on merkitystd lopputulokseen, ja samasta
alkuasetelmasta ldhdettdessd lopputulokselle on eri vaihtoehtoja.
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5 Esimerkkiratkaisut simulointi- ja
mallinnustehtaviin

5.1 Uhkapelurit

5.1.1 Scratch ohjelmointiympiristoni

Sekéd uhkapelureissa ettd Monty Hall-ongelmassa simulointi on tehty Scratch-
ympéristdssd. Scratch perustuu visuaaliseen ohjelmointiin, ja sitd voi kéyttda
suoraan selaimessa. Visuaalinen ohjelmointi on nopea tapa pééstd
ohjelmoimaan. Se mahdollistaa, ettd aloittelijakin padsee perehtymiin ensi-
sijaisesti algoritmiseen rakenteeseen sen sijaan, ettd ensin pitdisi opetella
kielen syntaksi.

5.1.2 Simulaatio uhkapelista

Téatd simulaatiota koodatessa oppilas tutustuu muuttujien kayttdmiseen,
satunnaisluvun hyddyntdmiseen, ehtolauseeseen ja silmukkarakenteeseen.
Oppilasohjeet on esitetty liitteessd 1. Aivan aluksi, jos oppilaiden kokemukset
ohjelmoinnista ovat védhiisid, voi tehdd yksinkertaisen harjoituksen, jossa
arvotaan satunnaisluku véliltd 1-100, ja tutkitaan, onko luku parillinen vai
pariton. Esimerkki téstd on kuvassa 5.

- x

Tassa tulee tutuksi
satunnaisiuvun
asettaminen
muuttujaan, mita
tarvitaan jatkossa
paljon.

[+ x|

say  join satunnaisluku on parillinen

Ohjelmoinnissa
tyypillinen keino tutkia

parillisuutta on
- : : tarkastella

say Join  satunnaisiuku jakojaanndsta kahdella
jaetiaessa.

Kuva 5. Lyhyt harjoitus, jossa oppilas tutustuu satunnaisluvun hyodyn-
tdmiseen ja tutkii, onko arvottu satunnaisluku parillinen vai pariton.

Esimerkki varsinaisesti uhkapelurit-simulaatiosta on kuvassa 6. Haasteellisin
osuus lienee se, miten pelaajan voittotodennikdisyyden voi huomioida. Téssa
se on ratkaistu siten, ettd arvotaan satunnaisluku valiltd 1-100. Jos saatu
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satunnaisluku on pienempi tai yhtd suuri kuin pelaajalle 1 asetettu voitto-
todennékoisyys, tdimé tarkoittaa pelaajan 1 voittoa.

when clicked

EE @ Paljonko asetetaan koko pelin rahapotiksi? BelleRIEN

set koko_potti = fo  answer

EE @ Paljonko potista on pelaajalla 1?7 BERRTETS

set  pelaajal = fo answer

set pelaaja2 » fo koko_potti - pelaajat

BN Pelin alussa siis pelaajalla 1 on MSEHEGEEEELRMNGGN € ja pelaajalla 2 on MG EEE R e for o seconds

= e Mika on pelaajan 1 voittotodennakdisyys? Anna prosenttiluku 0-100 B=lLBRTED -

Jokaisen kiemoksen
jalkeen tarkistetaan,
onko jommalla

set voittotn =+ 1o answer

EV Uhkapeli alkakoon! for'osew:onds

set kierroslaskuri » o o

kummalla pelaajalla
loppunut rahat.

- x
Epcatis PEEE o o Ry - o ‘ Taman satunnaisiuvun avulla
maarnitellaan, kumpi pelaajista
' voittaa kyseisen kierroksen
set  satunnaisiuku » o pick random o to Y

satunnaisluku < voittotn or satunnaisluku = voittotn then
Talla rakenteella saadaan
huomioitua kayttajan antama
voittotodennakaisyys. Jos Kyseisen
kierroksen satunnaisiuku on
pienempi tai yhta suuri kuin pelaajan
1 voittotn. pelaaia 1 voittaa.

pelaajal = to pelaajal + o

pelaaja2 = to pelaaja2 p

Voitiajan saldo kasvaa
yhdella ja havigjan
vastaavasti vahenee.
pelaajal = to pelaajal

@
pelaaja2 =+ to pelaaja2 + o
@

kierroslaskuri = to  Kierroslaskuri  + o

Kierroslaskuri ei maaraa

sitd, koska peli loppuu,

pelaajal = o then — vaan pelin kesto
- annetaan kayttajalle

voittaja + fo o o tiedoksi pelin loputtua.
Tassa asetetaan

voittajaksi se, jonka
voittaja = to o

rahamaara ei ole nolla.

EVMN N Voittaja on pelaaja join  voittaja iUl . Peli kesti join  kierroslaskuri

Kuva 6. Esimerkki koodista uhkapelurit-simulaatioon.
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5.2 Monty Hall

5.2.1 Kolme ovea, kiyttija tekee arvauksen

Tdssd luvussa esitetddn, millaisina paloina Monty Hall- ongelman
simuloimisen voi antaa oppilaille, ja mitd todenndkdisyyslaskennan késitteita
kussakin vaiheessa tulee esiin. Oppilasohjeet on esitetty liitteessd 2.
Oppilaiden eriyttdminen tapahtuu itsestdén, kun nopeammin etenevit
oppilaat padsevit etenemiin pidemmaélle. Taitavimmat oppilaat voivat edetd
itsendisesti, kun apua tarvitsevien kanssa hankalimmat ohjelmointiin liittyvat
seikat voidaan tehdd yhdessd edeten, ja jittdd oppilaiden itse mietittidviksi
vain valitut, sopivan tasoiset haasteet.

Ensimmdisessd vaiheessa toteutetaan simulointi, jossa ohjelma mééarittaa
satunnaisesti, minkd oven taakse palkinto sijoitetaan. Kéyttdja tekee
arvauksen ja kone kertoo, menikod oikein. Oppilas tutustuu satunnaisuuden
kisitteeseen, ja ohjelmoinnin puolelta muuttuja-kisitteeseen ja if-lauseisiin.
Esimerkki toteutuksesta on kuvassa 7.

set  palkinto-ovi » fo pick random o to o - X
Tietokone arpoo, minka
EE Valitsetko oven 1,2 vai 37 JELGRTENS THE B TE T balkinto
) I 4
------------
— ,
EEVI Onnea, voitit auton!
) Verrataan, onko

kayttajan antama

vasiaus sama vai eri,
CEVAN alitan, ei ollut onnea. Sait vuohen. kuin ietokoneen arporma
palkinto-ovi.
Ny

.

Kuva 7. Yksinkertaisin tilanne, jossa tutkitaan, onko kdyttdjdn antama syéte
sama kuin ohjelman arpoma.

5.2.2 Lasketaan voittoprosentti

Toisessa vaiheessa tehddin laskuri, jonka avulla lasketaan usean kierroksen
voittoprosentti. Kadyttdja mdiérittelee, montako kierrosta pelissd on, ja
kierrokset pelataan automaattisesti, eli kone simuloi ne. Tédssid oppilas
tutustuu laskurin kdyttdmiseen ohjelmoinnissa ja silmukka-rakenteeseen. Esi-
merkki toteutuksesta on kuvassa 8. Téssd varsinainen arvauspeli on toteutettu
aliohjelmana, mutta kuten aina ohjelmoinnissa, toteutuksen voi tehdd monella
eri tavalla.
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define  Arvauspeli

set  Kerros_numero » to ()
set  palkinto-ovi v to pick random (§J) to @)

set  Voittoprosentti = to o
set  Automaattiarvaus v 1o pick random (§J) o @)

set  Voittojen_ikm « 1o (J)

ask Kuinka monta kKierrosta pelataan? FellRTE

set Kierroksia = to answer

Automaattiarvaus =  palkinto-ovi then

set  Voittojen lkm » o \Voittojen_km + o

repeat  Kierroksia
set  Kierros_numero » to  Kierros_numero + o

Arvauspeli

set  \Voittoprosentti » to round  Voittojen_ikm / Kierroksia  * (I

say join join join kemoksia (e LD o voitioprosenti (€3

Kuva 8. Koodi, jolla lasketaan voittoprosentti, kun simuloidaan kéyttdjdn
antama kierrosmdidird.

Téssd vaiheessa oppilas pddsee tutkimaan, kuinka monella pelikierroksella
voittoprosentti ldhestyy teoreettista arvoa. Niin péaéstddn empiirisesti
toteamaan, kuinka pienilld toistomiérilla voittoprosentti poikkeaa satun-
naisesti teoreettisesta arvosta vililld hyvinkin paljon, mutta toistoméérien
kasvaessa riittdvéasti se saa teoreettista todennikoisyyttéd ldhelld olevia arvoja

[3].

5.2.3 Kokonainen Monty Hall -simulaatio, yksi Kierros

Téassd vaiheessa lisdtddn simulaatioon mahdollisuus vaihtaa ovea, eli peli
ottaa pois yhden vadridn oven ensimmaisen valinnan jélkeen. Nyt siis kayttdja
pelaa yhden kokonaisen kierroksen Monty Hall -arvauspelid, tekee pelin
aikana kaksi valintaa, ja kuulee lopulta, onko saanut auton vai vuohen.

Kuvassa 9 esitetddn lyhyt padohjelma, joka kutsuu kéyttdjan valinnasta
riippuen jotakin kolmesta aliohjelmasta, jotka ovat ldhes identtisid. Taitava
koodari saattaisi osata toteuttaa pelin lyhyemmin, mutta téssa oppilas padsee
toiston kautta oppimaan, miten tydskentelee systemaattisesti erilaisten
kombinaatioiden parissa.
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when clicked

set  palkinto-ovi v to pick random (] to @€
SRl Valitsetko oven 1, 2 vai 37 JEleR Cl

answer = o then

Arvattu_ovi1

answer

Arvattu_ovi2

answer

Arvattu_ovi3

Kuva 9. Pddohjelma, joka kéyttdjin sydtteestd riippuen kutsuu tiettyd ali-
ohjelmaa.

Aliohjelmissa kéytetyssa rakenteessa on paljon sisdkkéisid if-lauseita, joiden
toiminnan oppiminen on ohjelmoinnin tirkeimpid perusteita, vaikkakaan ei
tuota lyhyintd mahdollista koodia. Kuvissa 10-12 esitetdan aliohjelmat, joista
yhtd kutsutaan, riippuen ensimmaéisestd oven valinnasta.
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define Arvatiu_ovi1

pakinto-ovi = (§J) then
poistettava_ovi * to random e to o

IGON Selval Poistin oven MEGIENEEEVERGTEN  valinnoista. Haluatko vaihtaa paatoksesi toiseen jéljelle jadneeseen oveen? Vastaa k tai e (kylld vaindan, tai en vainda).

answer :° then
L=Vl Valitan, ei ollut onnea. Sait vuohen.

else

=V Onnea, voitit auton!

oodissa kaydaan 1api yksi kerrallaan
kalkia mahdollsuudet pallinto-ovelle.

and wait

palkinto-ovi :e then

set  poistettava ovi * fo o

CENGIN Selva! Poistin oven join  poistettava_ovi valinnoista. Haluatko vaihtaa paatoksesi toiseen jaljelle jAdneeseen oveen? Vastaa k tal e (kylld vaihdan, tai en vainda). JEEGERTET
answer = o then - X
Tama ehtolause toistuu jokaisessa
ECVll Onnea, voitit auton! ohjelmassa vahintaan 2 keriaa. Oppilas, joka
ymmsrtaa hyvin aliohjelmien kutsumisen,
else voisi toleuttaa taman aliohjelmana.
s
CEV Valitan, ef ollut onnea. Sait vuohen.
else
set  poistettava_ovi = to o
“EGIIN Selval Poistin oven join  poistettava_ovi valinnoista. Haluatko vaintaa p&atéksesi toiseen jaljelle jAidneeseen oveen? Vastaa k tai e (kylld vaihdan, tai en vainda). JEELGRTEN

answer :o then
=V Onnea, voitit auton!

else

CEV Valitan, i ollut onnea. Sait vuohen.

Kuva 10. Aliohjelma Arvattu_ovil.
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v x
define  Arval
Apumuuttujan
oikea_vai_vasen

avulla arvotaan,
PR o il poistetaanko ovi_1
vai ovi_3.

Scratchissa ei voi
suoraan valita
satunnaislukua
oikea_vai_vasen kahdesta luvusta,
e jotka eivat ole
perakkaisia.

set  poistettava_ovi = too

ask join

Selvdl Poistin oven

answer = o then

Valitan. ei ollut onnea. Sait vuohen.

join  poistettava_ovi valinnoista. Haluatko va

say

ask-rivin kayttajalle

else esitettava kysymys on
leikattu kuvasta pols, se on
sama kuin kuvassa 10 on
esitetty

“EV  Onnea, voitit auton!

else

set  poistettava_ovi = luo

=L ONGIN Selvd! Poistin oven

answer =° then

Valitan, ei ollut onnea. Sait vuohen.

join  poistettava_ovi valinnoista. Haluatko va

say

else

CEV  Onnea, voitit auton!

palkinto-ovi = o then
set  poistettava_ovi = too

LGN Selvéd! Poistin oven join  poistettava_ovi valinnoista. Haluatko va

answer = o then

“EV  Onnea, voitit auton!

else

SEVIN Valitan, ei ollut onnea. Sait vuohen.

else

set  poistettava_ovi = to o

=L Selval Poistin oven join  poistettava_ovi valinnoista. Haluatko va

answer = ° then
CEV  Onnea, voitit auton!

else

SEV Valitan, ei ollut onnea. Sait vuohen.

Kuva 11. Aliohjelma Arvattu_ovi2. Muut kaksi aliohjelmaa ovat
samanlaisia, mutta apumuuttujaa oikea_vai_vasen ei niissd tarvita.
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define Arvattu_ovi3

palkinto-ovi = o then
set  poistettava_ovi » to pick random o to o
LGN Selval Poistin oven join  poistettava_ovi valinnoista. Haluati

answer = o then
CEV Valitan, el ollut onnea. Sait vuohen.

else ask-rivin kayttajalle

esitettava kysymys on
=V Onnea, voitit auton!

leikattu kuvasta pois, se
on sama kuin kuvassa 10
on esitetty

palkinto-ovi = o then

set  poistettava ovi+ to e

=N Selval Poistin oven join  poistettava_ovi valinnoista. Halu.

answer = o then
=V Onnea, voitit auton!

else

“EVI Valitan, ei ollut onnea. Sait vuohen.

else
set  poistetiava ovi+ to o

=N Selval Poistin oven join  poistettava_owvi valinnoista. Halu

answer = o then

=V Onnea, voitit auton!

else

“EVI Valitan, ei ollut onnea. Sait vuohen.

Kuva 12. Aliohjelma Arvattu_ovi3.
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On syytd selventdd Arvattu_ovi2 -aliohjelman koodissa esiintyvdd muuttujaa
oikea vai vasen, joka saa sattumanvaraisesti arvon 1 tai 2. Tatd muuttujaa
tarvitaan, kun poistettava ovi pitdd arpoa ovien numero 1 ja 3 vililtd, silla
Scratchissd pystyy arpomaan satunnaisen lukuarvon vain perdkkiisistd
luvuista. Téatd apumuuttujaa kiytetddn siten, ettd arvon ollessa 1, poistetaan
vasemmanpuoleinen ovi, eli ovi numero 1 ja arvon ollessa 2 valitaan
poistettavaksi oikeanpuoleinen ovi, eli ovi numero 3.

5.2.4 Monty Hall -simulaatio, voittoprosentin laskeminen

Edellisen vaiheen, jossa simuloidaan kokonainen peli, voi jéttdd tekematta,
jos tavoitteet ovat enemmaéan matematiikan kuin ohjelmoinnin oppimisessa.
Seuraavassa vaiheessa simuloidaan automaattisesti useita kierroksia
kerrallaan, ja paistién tutkimaan, kuinka suurilla kierrosméérilld simulaation
tulokset vastaavat klassisen todenndkdisyyslaskennan avulla tehtyd
padtelmaa.

Téssé versiossa on tehty yksinkertaistus, ettd kdyttdjd valitsee aina ensin oven
numero 1. Kaikki vaihtoehdot voisi pitdd mukana, kuten luvussa 5.2.3, mutta
se tekisi koodista vain pidemmaén lisdamaittd matemaattista arvoa mitenkéén.

Kuvassa 13 esitetddn péddohjelman koodi peliin, jossa pelaaja valitsee,
aikooko pysyd alkuperdisessd paatoksessddn joka kierroksella, vai tekeekd
vaihdon. Strategiaa ei voi muuttaa kesken simulaation. Kéyttdji saa lopuksi
tietoonsa simulaation laskeman voittoprosentin, ja pddsee ndin tutkimaan,
kuinka paljon kierroksia tarvitaan, jotta voittoprosentti on sama kuin
klassisen todennikdisyyden avulla péateltyna.
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when clicked

set  Kierros_numero =  to o

Voittoprosentti =  to o
Voittojen_Ikm »  to o
Kuinka monta kierrosta pelataan? B=lLRTEN

Kierroksia = to answer

Onko strategiasi vaintaa paatosta vai pysya? Vastaa v tai p (vaintaa/pysya) JERGRTET

answer = o then

set  Sirategia + 1o o

else

set  Sirategia = 1o o

repeat Kierroksia
set  Kierros_numero =+ fo  Kierros_numero + o

Amvauspeli

set  \Voittoprosentti + to round \Voittojen_lkm / Kierroksia * @

say join join  join Kierroksia kierrosta, voittoprosenttisi oli join  \oittoprosentti 9

Kuva 13. Pddohjelma voittoprosentin laskemiseen pelattaessa Monty Hall -
simulaatiota.

Kuvassa 14 on aliohjelma, jossa simuloidaan varsinaiset pelikierrokset.
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define  Arvauspeli

set palkinto-ovi » to pick random (] to @€J)

strategia = @) tnen - x

Tilanne johtaa siihen,
palkinto-ovi = o then efta pelaaja haviaa, eli
voittojen Ikm ei muutu

set  Voittojen_km = fo Voittojen_[km

else

Jos voitto-ovi on muu
kuin yksi, pelaaja voittaa
aina vaihtamalla.

Pelikierros, jossa
set  Voitiojen_km v 1o Voitiojen_tkm  + () paatosta el vaihdeta,
johtaa voittoon, jos
palkinto on oven 1
takana

Kuva 14. Aliohjelma, jossa simuloidaan pelikierrokset tapauksissa, joissa
pelaaja vaihtaa pddtostidan (strategia ), tai pysyy alkuperdisessd
pddtoksessddn (strategia 1).

5.2.5 Monty Hall -pelin voittoprosentti, kun pelaaja méirittelee ovien
lukumiiran

Viimeinen vaihe on nopeimmille oppilaille. Kéyttdjd valitsee ovien médirén,
ja simulaatio laskee voittoprosentin. Kéyttdjd valitsee taas alussa, aikooko
pysyd alkuperdisessd pédtoksessddn, vai vaihtaa paitostd viimeisessd
valinnassa. Kuvassa 15 esitetdéin koodi simulaatioon, jossa pelissd on aluksi
kéayttdjan valitsema miérd ovia.
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d auspe
Kierros_numero »  fo o define  Arvauspel

LeirmEEll © | o palkinto-ovi + to pick random o to  ovien lkm

Voittojen_lkm »  fo o
i stratega = () tnen
Tilanne johtaa siihen,
pakinto-ovi = {§J) ~tnen it peaaja havia i
ovien lkm =« o answer voittojen Ikm e muutu

Voittojen_Ikm » to  Voittojen_Ikm
'8l Kuinka monta kierrosta pelataan? JENGRTETS

Kierroksia = to answer

Voittojen_lkm » to  Voittojen_lkm  + o Jos voitto-ovi on
muu kuin yksi,
pelaaja voittaa
aina vaihtamalla.

Onko strategiasi vaintaa paatosta vai pysya? Vastaa v tai p (vaihtaa/pysya)

answer =
- x
. PR alkinto-ovi =
SN 0 | Strategia, jossa paatosta P
vaindetaan viimelsessa

arvauksessa nimetaan
strategiaksi 0, ja vastaatavasti

Pelikierros, jossa

Voittojen_lkm » to  Voittojen_lkm + ° T E S

: strategia 1 tarkoitiaa, etia johta voitioon, jos
SEER O | ° alkuperaisessa paatoksessa palkinto on oven 1
pysytaan takana

repeat  Kierroksia
set  Kierros_numero » to  Kierros_numero +°

Arvauspeli

set  \oittoprosentti * fo round Voittojen_lkm / Kierroksia * @

say join join join Kierroksia kierrosta, voittoprosenttisi oli join  Voittoprosentti a

Kuva 15. Simulaatio, jossa kdyttdjd valitsee ovien lukumddrdn, kierrosten
lukumddrdn ja pelistrategian.

5.3 COVID-19 vasta-ainetesti

5.3.1 Todennikoisyys tautiin, jos testitulos on positiivinen

Verikokeen tulosten tutkimisen kautta oppilaalle tulee tutuksi ehdollisen
todennédkoisyyden kisite ja merkinnat. Oppilaan ohjeet tdhian kokonaisuuteen
ovat liitteessd 3. Tdssdkin oppilaita voi eriyttdd niin, ettd kaikki eivét tee
jalkimmadistd osiota ollenkaan. Ensimmdiisessd vaiheessa hyddynnetdin
taulukkolaskentaohjelmaa ja tehddén oletuksia testattavien lukumairasté ja
sairauden esiintyvyydestd. Tavoitteena on, ettd oppilas hahmottaa, kuinka
usein testi antaa vddrin positiivisen tuloksen. Oppilas oppii hyodyntiméan
taulukkolaskentaohjelmassa kaavojen Kkirjoittamista, jolloin hén tiettyja
soluja muuttamalla nikee syOtteen muuttamisen vaikutukset lopputulokseen.
Kuvassa 16 on esimerkki Excelissd tehdysta laskelmasta. Esitetyt herkkyyden
ja tarkkuuden arvot ovat Suomessa kdytdssd olevien vasta-ainetestien
valmistajien ilmoittamia [2].
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Ohjeet kdyttdjalle: Syotd vaaleanvihreisiin soluihin haluamasi arvot.

=A10-A13
951% G4
§ )

[+]

Vaaria

¢ Positiivisia tuloksia |, © e
Tautiin sairastuneita 48 G7 negatiivisia
50 D8
_ Negatiivisia tuloksia |oQ
1% A10 2 G10
_ Negatiivisia tuloksia
10000 Al3 Terveita 8010 G13 |0

9950 D14 Vaaria
. Positiivisia tuloksia = positiivisia

o

°

o 1940 G16
=A13-D8 @

80,5 % G19

°o
Olet saanut positiivisen testituloksen -
2% - ©

Kuinka suurella todenndkdisyylle sinulla on tauti?

o
Kuinka suurella todennakaisyydella sinulla ei ole tautia? 98% - o O -

Arvioita sairauksien esiintyvyyksista Eri Covid-19 vasta-ainetestien herkkyyksia ja tarkkuuksia
Espanjantauti 30 % v. 1918-1920 Herkkyys 95,1%

Aasialainen 30 % v. 1957-1958 Tarkkuus 80,5%

Sikainfluenssa Suomessa 10 % v. 2009-2010

Kausi-influenssa Suomessa 10 % vuosittain Herkkyys 97,5%

Korona Suomessa 0,1 % Arvio 10.6.2020 Tarkkuus 719%

Herkkyys 68,3 %
Tarkkuus 87,8%

Kuva 16. Esimerkki taulukosta, jonka oppilas voisi tehdd tutkiakseen, kuinka
suurella todenndkoisyydelld positiivinen testitulos tarkoittaa, ettd henkilélld
on vasta-aineita tautiin. Vihreissd soluissa on kdyttdjin sydtteet, joiden
avulla on laskettu sinisiin soluihin arvoja. Arvojen vieressd ndkyy solun nimi,
Jjotta lukijalle on voitu selittid kdytetyt kaavat ajatuskuplissa.

5.3.2 Bayesin kaavan hyodyntiminen

Seuraavassa vaiheessa selvitetddn positiivisen testituloksen luotettavuutta,
kun l&ht6tietoina on pelkistdédn testin herkkyys ja tarkkuus. Nyt ei siis tehdd
oletuksia testattavien lukuméérdstd. Tdma on mahdollista Bayesin kaavan
avulla. Taudin esiintyvyys vaikuttaa yhd tulokseen, mutta voimme tutkia
todenndkoisyyttd esiintyvyyden funktiona, mikd vahvistaa samalla oppilaan
taitoa tulkita kuvaajaa, ja funktio-kédsitteen ymmaértamista.

Tutkimuskysymys muotoillaan nyt toisin: kuinka suurella toden-
ndkoisyydelld henkil6lld on tauti, jos hdn on saanut positiivisen testituloksen.
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Tuloksen 3.5.1 mukaisesti ehdollinen todenndkoisyys lasketaan

_ P(B|A)-P(A)
P(AlB) - P(A)P(B|A)+P(A)P(B|A)

Kaavasta ndhdian, ettd taudin esiintyvyys viestossd P(4) vaikuttaa tulokseen.
Sen arvon voi jittdd muuttujaksi, mutta on syytd tietdd realistinen
suuruusluokka. Arvio koronaviruksen sairastaneiden suomalaisten osuudesta
16.6.2020 oli 0,13 % [8]. Ei-sairastaneiden osuus on sairastaneiden
komplementti, eli P(A) = 1 — P(A).

Valmistaja antaa erdille Suomessa kdytossd olevalle COVID-19-vasta-
ainetestille herkkyyden ja tarkkuuden arvoiksi 95,1 % ja 80,5 % [2].
Tarvittavat ehdolliset todennédko6isyydet ovat siis P(B|A) = 0,951, eli testin
herkkyys, sekd P(B|A) = 0,195, eli testin tarkkuuden komplementti.
Nailla tiedoilla piirretddn ehdollisen todennékdisyyden P(A|B) kuvaaja siten,
ettd P(4A) on funktion muuttuja. Kuvassa 17 esitetddn Geogebralla tehty
kuvaaja. Kuvaajasta oppilas pystyy tekemain havaintoja ja padtelmid, miten
selkedsti viruksen levinneisyys vaikuttaa sithen, kuinka suurella toden-
ndkoisyydelld positiivinen testitulos tarkoittaa, ettd henkilolld on vasta-
ainetta veressdén. Téssd esimerkissd Geogebran merkinndissd PBA tarkoittaa
P(B|A) ja PBAc tarkoittaa P(B|A).
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PBA = 0.951 =N

0 ® 1 ®
PBAc =0.195 :
5 ® 5 ®
f(x) = PBA = :

4 x PBA + (1 - x) PBAc

0.951 - -«

— x-0.951 + (1 - x)-0.195
A = Piste(f)
— (0.16681, 0.49403) ®

o
flx) 0.951 - - - -
: r-0.951 + (1 r)-0.195

Kuva 17. Kuvassa y-akselilla on P(A|B), ja muuttujana x-akselilla P (A).

Kuvaajasta nahdéan, ettd jos todenniakoisyyden P(A|B) haluttaisiin olevan
0,5, ja kdytdssé olevan testien tarkkuus ja herkkyys pysyisivét samana, taudin
levinneisyyden pitiisi olla noin 17 %. Herkkyys ja tarkkuuden komplementti-
arvo ovat liukukytkimien avulla sdadeltdvissd. N&in oppilas pystyy
testaamaan, miten testin parantaminen vaikuttaisi tuloksiin. Vasta-ainetestin
tuloksen luotettavuuden matemaattinen tarkastelu osoittaa, ettd todellisuudes-
sa varmistustestin tekeminen toisen valmistajan testilld on tirkedd, jotta
luotettavuutta saadaan paremmaksi.
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Liitteet

Liite 1. Oppilaan ohjeet Uhkapelureihin

Opettajalle: Uhkapelurit soveltuu hyvin ohjelmointiharjoitukseksi. Taitavat
oppilaat voivat edetd itsendisesti, ja muiden kanssa koodia voi kédyda
tarvittaessa yhdessd ldpi, niin ettd muuttujien kayttd, satunnaisluvun
hyodyntdminen, ehtolauseet ja silmukkarakenne tulevat tutuiksi.
Malliratkaisujen koodit 16ytyvét seuraavien linkkien kautta:
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https://thl.fi/fi/web/infektiotaudit-ja-rokotukset/ajankohtaista/ajankohtaista-koronaviruksesta-covid-19/tilannekatsaus-koronaviruksesta
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https://thl.fi/fi/web/infektiotaudit-ja-rokotukset/ajankohtaista/ajankohtaista-koronaviruksesta-covid-19/tilannekatsaus-koronaviruksesta

Parillinen vai pariton: https://scratch.mit.edu/projects/405253189
Uhkapelurit: https://scratch.mit.edu/projects/402590496

Uhkapelurit

Pelin ideana on, ettd rahapotti on jaettu kahdelle pelaajalle, ja yksittdisella
pelikierroksella voittaja saa hdvinneeltd yhden rahan. Pelikierroksia pelataan
niin kauan, kunnes toiselta pelaajalta loppuvat rahat. Kyseessd voisi olla
vaikka kolikonheitto, kivi-paperi-sakset-peli, tai juoksukilpailu. Kéyttdja voi
madrittdd, onko peli tasapuolinen vai ei. Alkusumma ei vélttaimatta ole jaettu
tasan pelaajien kesken, ja voittotodennékoisyys yksittdiselld kierroksella
voidaan miérittdd miten tahansa.

Tehtdvinasi on tehdé koodi, joka simuloi ylla kuvattua pelié.

1. Avaa https://scratch.mit.edu/ ja luo uusi projekti.

2. Tee lammittelyharjoituksena ohjelma, joka arpoo satunnaisluvun
valiltd 1-100, ja kertoo kayttijille, mikd satunnaisluku oli, ja onko se
parillinen vai pariton. Kun tutkit luvun parillisuutta, mieti, milld
sdadannolla voit tehdi sen padssilaskuna.

3. Sitten tehddén varsinainen uhkapelurit-simulaatio. Tee koodi, jossa
aluksi kysytddn kayttdjiltd, kuinka suuri koko pelin rahapotti on, ja
miten se on jakautunut pelaajien kesken.

4. Lisdksi kéyttdja saa mdidritelli, mikd on kummankin pelaajan
voittotodennakoisyys.

5. Annetusta alkutilanteesta ldhtee kédyntiin peli, jonka ohjelmasi
simuloi. Peli loppuu, kun toisen pelaajan rahat loppuvat.

6. Lopuksi ohjelma kertoo, kumpi pelaaja voitti, ja kuinka monta
kierrosta peli kesti.

7. Jos sinulle jidd aikaa, tutustu kaavaan, jolla voidaan laskea
voittotodennékoisyys. Tee taulukkolaskentaohjelmaan tiedosto, jossa
voit vaihdella 1ihtdarvoja, ja ndet laskennallisen voittotoden-
ndkoisyyden.

Liite 2. Oppilaan ohjeet Monty Hall -kokonaisuuteen

Opettajalle: Oppilaan ohjeet on tehty niin, ettd taitava oppilas selvidd niiden
avulla itsendisesti, mutta jos kokemukset ohjelmoinnista ovat véhdisid, on
varmasti tarpeen kdydd yhdessd luokan kanssa ldpi esimerkkejd uusista
rakenteista ja kdyténteistd, esimerkiksi if-lauseista, laskurin hyddyntdmisesta,
silmukkarakenteesta, aliohjelman kutsumisesta, jne. TyOstd on tarkoitus
palauttaa raportti, mikd voi sopimuksenne mukaan vaikuttaa oppilaan
arviointiin ja arvosanaan.
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Tavoitteena on, ettd kaikki oppilaat pystyisivit tekeméén kohdat 3 ja 4
viahintdédn avustettuna. Jos luokalla ei ole kokemusta ohjelmoinnista lainkaan,
pelkdstdan ndiden osioiden kautta oppii paljon tarkeitd perusteita. Varsinaisen
tuloksen annetulle ongelmalle 16ytdd tekemaélld kohdat 3, 4 ja 6. Kohdan 5
mukaan ottamisen voi paittdd riippuen kéytettivissa olevasta ajasta. Kohta 8
on tarkoitettu lisdtehtdviksi nopeimmille oppilaille. Annetut ohjeet eivit ole
yksityiskohtaiset tarkoituksella, jotta oppilaalle jé4 tilaa 16ytda itse ongelmat,
ja ratkaista ne. Luvusta 5.2 10ytyy opettajalle vinkkejd jokaisen vaiheen
ratkaisuun. Tosin on syytd pitdd mielessd, ettd ohjelmoitaessa samaan
lopputulokseen voi pédtyé usealla eri tavalla.

Malliratkaisujen koodit loytyvit linkkien kautta.

Osa 1, oven arvaus: https://scratch.mit.edu/projects/403748554

Osa 2, voittoprosentti: https://scratch.mit.edu/projects/400877471

Osa 3, koko kierros: https://scratch.mit.edu/projects/40120374 1

Osa 4, koko pelin voittoprosentti: https://scratch.mit.edu/projects/401274458
Osa 5, n ovea: https://scratch.mit.edu/projects/402313352

Monty Hall- ongelma

Sinulla on edessdsi kolme ovea, joiden takana on satunnaisessa jarjestyksessa
palkintoja. Kahden oven takana on vuohi, ja kolmannen oven takana tuliterd
auto. Aluksi teet ensimmadisen arvauksesi. Tdmaén jilkeen pelin vetdja poistaa
toisen jiljelle jddneistd ovista, sellaisen, jossa varmuudella oli vuohi. Tdmén
jalkeen saat valita, pysytkd alkuperdisessd arvauksessasi, vai vaihdatko
valintaasi. Lopulta valitsemasi ovi avataan, ja katsotaan, onnistuitko
voittamaan arvokkaan auton.

Tehtdvindsi on selvittdd tietokonesimulaation avulla, onko Monty Hall-
ongelmassa parempi pelistrategia pysyd alkuperdisessd valinnassa, vai
vaihtaa pditostd sen jalkeen, kun pelin vetdjd on poistanut yhden oven.

Tésta tehtdvistd on tarkoitus palauttaa raportti, joka arvioidaan.

1. Kuinka suuri todennékdisyys on voittaa auto mielestési?

2. Avaa https://scratch.mit.edu/ ja luo uusi projekti.

3. Ensimmadinen tehtdvdsi on tehdd koodi, jossa ohjelma kysyy,
valitseeko kayttdjd oven 1, 2 vai 3. Ohjelma valitsee satunnaisesti,
miten palkinnot sijoittuvat ovien taakse. Lopuksi se kertoo kéyttéjille,
voittoko hdn vuohen vai auton. Tallenna tima projekti jollain nimella.

Liitd kuva koodista raporttiisi.
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Avaa uusi projekti Scratchiin. Seuraavaksi tarkoituksesi on laittaa
tietokone simuloimaan pelikierroksia (samanlaisia, miti teit kohdassa
3). Kone kysyy ensin kdyttdjélti, kuinka monta kierrosta simuloidaan.
Sen jdlkeen ohjelma ajaa simulaatiot, ja ilmoittaa lopulta, kuinka suuri
oli voittoprosentti. Kirjoita raporttiin ainakin kaksi havaintoa
simulointien tuloksista, ja lisdksi kuva koodista.

Avaa taas uusi projekti. Tédssd koodissa on tarkoitus pelata
kokonainen kierros Monty Hall-pelid. Aluksi kéyttdjd kertoo
ensimmadisen arvauksensa. Sen jilkeen kone ottaa pois yhden oven,
jonka takana on vuohi, ja kysyy, haluaako pelaaja vaihtaa paétostéén,
vai pysyéd alkuperdisessd ovessa. Lopuksi kone kertoo, miti kayttdjan
valitseman oven takaa paljastui.

Tastd koodista tulee melko pitkd. Mieti, voisiko sitd mahdollisesti
selkiyttdd aliohjelmilla. Mitkd olisivat sopivia kokonaisuuksia
aliohjelmaan?

Liitd koodi taas raporttiin. Kerro lisdksi, mikd oli tdméan
kokonaisuuden vaikein asia, jonka sait ratkaistua.

Avaa seuraava projekti. Nyt on tarkoitus simuloida Monty Hall-peli
useita kierroksia, ja laskea voittoprosentti. Paitetddn aluksi, ettd
pelaajan ensimmadinen valinta on aina ovi numero 1. Kayttéja kertoo,
kuinka monta kierrosta simulaatiota ajetaan, ja aikooko hédn pysya
padtoksessddn, vai vaihtaa arvaustaan. Tama pelistrategia pysyy siis
samana koko simulaation ajan. Vasta uudessa simulaatiossa kayttdja
voi valita toisen strategian.

Liitd koodi raporttiin. Pohdi, mitd merkitystd tulokseen on silld, ettd
yksinkertaistimme pelid, ja kéyttdjd valitsee aina aluksi oven 1.
Kirjoita ainakin kolme havaintoa simulointien tuloksista. Onko tulos
sen kaltainen, mitd mietit kohdassa 1?

Pystytkd  laskemaan  voittotodenndkdisyyden  matemaattisen
tarkastelun avulla? Klassisessa todennédkdisyydessd vaaditaan, ettéd
jokaisen tulosvaihtoehdon todenndkoisyyden pitdd olla sama
(symmetriaehto). Tayttyyko tdimé vaatimus?

Avaa uusi projekti. Tehddén samanlainen tarkastelu kuin kohdassa 6,
mutta nyt kdyttdjd ilmoittaa, kuinka monta ovea pelissd on aluksi.
Useamman oven tapauksessa peli toimii niin, ettd pelin vetdja poistaa
aina yhden oven, ja tissd vaiheessa pelaaja saa paattié, pysyyko hdn
padtoksessddn, vai vaihtaako valintaansa. Niin jatketaan, kunnes
jaljelld on kaksi ovea, joista pelaajan viimeinen valinta avataan. Voit
tehdd tdmén tarkastelun matemaattisesti tai simuloimalla, tai
molemmilla tavoilla. Voit tehdd peliin yksinkertaistuksia, mutta
mainitse raportissasi, mitd ne ovat. Liitd koodi taas raporttiisi.

Vastaa lopuksi seuraaviin kysymyksiin:

Mitd uutta opit ohjelmoinnista?
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Mikéd oli suurin haaste, joka tuli vastaan? Milld keinoilla sait
ratkaistua sen?
Arvioi omaa tydskentelyidsi koko projektin aikana.

Liite 3. Oppilaan ohjeet vasta-ainetesti-kokonaisuuteen

Opettajalle: Tdssd tyossd on selvd yhteys biologiaan. Kannattaa kysell4,
olisiko biologian opettajan kanssa mahdollisuus toteuttaa oppiainerajat
ylittdva projekti, jolloin biologiassa késiteltdisiin viruksia ja vasta-aineen
muodostumista vereen. Kokonaisuus on hieman haastava peruskoululaiselle.
Parhaiten tdm& sopisi valinnaisaineryhméén, matematiikka-painotteiselle
luokalle, tai motivoituneelle ryhmaélle. Annetut ohjeet oppilaille eivit ole
kovin yksityiskohtaiset, jotta oppilaan omalle miettimiselle jdd riittdvisti
tilaa. Tehtdvd on kuitenkin teorialtaan sen verran monimutkainen, etti
lisdvinkkien antaminen tai yhdessd eteneminen lienee tarpeellista suurelle
osalle.

Luvuista 3.3 ja 5.3 16ytyy opettajalle vinkkejd oikeisiin vastauksiin. Pienené
huomautuksena, ettd kohdassa kaksi on hyvé tarkistaa, ettd oppilas on ymmar-
tdnyt analysoida, tuleeko positiivisia tuloksia enemmain sairastaneiden vai
terveiden joukosta, ja osaa selittdd tdmén. TyOstd on tarkoitus palauttaa
raportti, mikd voi sopimuksenne mukaan vaikuttaa oppilaan arviointiin ja
arvosanaan.

Vasta-ainetestien tulosten luotettavuus

Virusepidemioiden aikana tai niiden jdlkeen voi olla hyoddyllistd selvittdd,
kuinka suurella osalla vdestostd 10ytyy verestd vasta-ainetta virukselle. Tassé
tyosséd tarkastelemme COVID-19-viruksen aiheuttaman korona-pandemian
aikana kaytossé olleita vasta-ainetesteja.

Tutkittavasta viestOstd otetaan ensin satunnaisotos, johon kuuluville ihmisille
tehdddn vasta-ainetesti verikokeella. Vasta-ainetesteissd positiivinen tulos
tarkoittaa, ettd tutkittavalla on vasta-ainetta veressian, eli hdn on sairastanut
taudin. Negatiivinen tulos tarkoittaa, ettd vasta-ainetta ei ole, ja hén ei ole
sairastanut tautia. Testeissd tulee aina virheellisid tuloksia.

Vidrd negatiivinen tulos tarkoittaa, ettd testi ndyttdd negatiivista, vaikka
henkil6lla on vasta-ainetta. Sitd osuutta, jossa testi ndyttéé oikein sairastaneen
thmisen tuloksen, kutsutaan testin herkkyydeksi. Herkkyyden arvo on erdissa
testissd 95 %. Talloin siis 5 % on vadrid negatiivisia.
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Vidrd positiivinen tulos tarkoittaa, ettd testi ndyttdd positiivista, vaikka
henkil6lld ei ole vasta-ainetta. Sitd arvoa, jolla testi antaa oikean tuloksen
henkildlle, jolla ei ole vasta-ainetta, kutsutaan testin tarkkuudeksi. Jos

tarkkuuden arvo on 81 % se tarkoittaa, ettd 19 % saa vddrin positiivisen.

Tee tyOstd raportti, jossa vastaat alla olevissa ohjeissa esitettyihin

kysymyksiin.

1.

Piirrd ensin puukartta, jossa nékyy, miten otokseen kuuluvat ihmiset
kuuluvat terveisiin ja taudin sairastaneisiin. Ndistd kahdesta joukosta
osalle tulee positiivinen testitulos, ja osalle negatiivinen ylld
annettujen herkkyys- ja tarkkuusarvojen mukaisesti.

Jos tieddt otoksen koon, testin herkkyys- ja tarkkuusarvot, sekd
positiivisten ja negatiivisten tulosten lukumdirdn kummastakin
joukosta, pystytko néilld tiedoilla padtteleméén, kuinka suuri osuus
véestdstd on sairastanut taudin?

Muotoillaan seuraavaksi kysymys uudella tavalla. Olet saanut
positiivisen testituloksen. Kuinka suurella todennikdisyydelld olet
sairastanut taudin, ja kuinka suurella todennédkoisyydelld et? Lihde
selvittiméddn vastausta taulukkolaskentaohjelman avulla. Voit itse
tehdd tarvittavat oletukset. Kokeile, miten lopputulos vaihtuu, kun
muutat alkuoletuksiasi. Kirjoita havainnoistasi raporttiin, ja liitd kuva
taulukkolaskentaohjelmasta. Kerro selvésti, mitd alkuoletuksia
tarvitsit, jotta pystyit tekeméén laskelmat.

Seuraavaksi pyrimme selvittimaan, kuinka suurella
todennikoisyydelld henkil6lld on tauti, jos hdn on saanut positiivisen
testituloksen, mutta erona edelliseen kohtaan teemme vdhemmén
alkuoletuksia.

Seuraavassa kaavassa kiytetyt merkinndt kdyddén tunnilla yhdessi
1api, ja samoin se, miten kaava johdetaan.

Tapahtuma A tarkoittaa, ettd henkil6lld on vasta-ainetta ja tapahtuma
B, etti testitulos on positiivinen.

P(AnB) P(B|A)P(A) P(B|A)P(A)

P(B)  P(B)  P(A)P(B|A) + P(A)P(B|A)
Tehtdvandsi on piirtdd kuvaaja, jossa y-akselilla on P(A|B) ja x-
akselilla on P(A). Kéytd Geogebraa. Muista miettid, mitkd ovat
jarkevit tarkasteluvilit akseleille. Liitd kuvaaja raporttiin, ja selitd
lukijalle, mitd kuvasta pystyy nikemaédn.

Vastaa lopuksi seuraaviin kysymyksiin:
Mité uutta opit tyon aikana?
Opitko uusia tydskentelytapoja? Jos opit, niin mitd, ja miten voit

P(A|B) =

hy6dyntdad niitd?
Mikad asia oli vaikein ymmartda? Mika auttoi sen selvittdmisessa?
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