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Stokastinen impulssikontrolliongelma on stokastiseen kontrolliteoriaan kuuluva on-
gelma, jossa tavoitteena on maksimoida yksi tai useampia tunnetun lineaarisen dif-
fuusion tilasta riippuvia palkkioita. Muistittomalla muutoksella tarkoitetaan téssé
vhteydessé tilannetta, jossa joko diffuusion dynamiikka, palkkiofunktio tai molem-
mat kokevat tietyn muutoksen satunnaisella, eksponenttijakaumaa noudattavalla
ajanhetkell.

Stokastinen impulssikontrolliongelma, jossa muutoksia ei tapahdu, on ratkaistu ana-
lyyttisesti aiemmin. Muuttuvan ongelman ratkaiseminen analyyttisesti on monin
tavoin haastavampaa, silli muutoksen jalkeinen ratkaisu vaikuttaa my6s muutosta
edeltdvadn ratkaisuun. Ongelmaa tarkastellaan klassisen diffuusioteorian niakdkul-
masta. Teorian ja aiempien tulosten esittelyn lisdksi tutkielmassa médritetdin luok-
ka ratkeavia, muistittomasti muuttuvia impulssikontrolliongelmia. Liséksi tuloksia
havainnollistetaan esimerkkien avulla.
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1 Johdanto

Stokastiset impulssikontrolliongelmat ovat luokka stokastisia optimointiongelmia,
joissa ohjattavaa stokastista systeemid sdddetdan yksittédisind ajanhetkind. Ongelmia
on tutkittu jo vuosikymmenien ajan [17], silld niilld on lukuisia sovelluskohteita eri-
tyisesti finanssimatematiikassa (esim. [10], [13], [17]) ja uusiutuvien luonnonvarojen
kiyttoon liittyvissa kysymyksissd ([3], [8], [16], [25]). Stokastisten impulssikontrol-
liongelmien avulla voidaan mallintaa muun muassa osinkojen maksuun, portfolion
valintaan tai valuutanvaihtokursseihin liittyvid optimointiongelmia [17]. Metsénhoi-
dossa impulssikontrolliongelmiin liittyvaa péadttelyd sovellettiin ensimméisen kerran
jo 1800-luvulla, kauan ennen stokastisen kontrolliteorian syntyi. Kyseessa oli saksa-
laisen Martin Faustmannin laatima malli metsan arvon laskemiselle. Mallia on myo6-
hemmin laajennettu ja paranneltu ([3|, [25]), jotta se ottaisi paremmin huomioon
metsidn kasvuun liittyvidn satunnaisuuden. Lyhyt kuvaus Faustmannin mallin syn-
nysté ja historiasta 16ytyy esimerkiksi Brazeen johdantokappaleesta [8].

Suuri osa stokastisten impulssikontrolliongelmien tutkimuksesta nojaa Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB) -yhtal6ihin ja kvasivariationaalisiin epayhtéloihin (QVT) pe-
rustuvaan ldhestymistapaan. Menetelmén teknisid yhksityiskohtia esitelldin muun
muassa artikkeleissa [6] ja [9] ja Oksendalin stokastista kontrolliteoriaa késittelevissa
kirjassa [26]. HIB-menetelmé on hy6dyllinen matemaattinen tyokalu, silld se ei riipu
tutkittavan systeemin dimensiosta. Sen avulla voidaankin useimmiten selvittas, mil-
laisille kontrolliongelmille (yksikésitteinen) ratkaisu on olemassa. Yleensd ratkaisut
kuitenkin riippuvan tutkittavan systeemin dimensiosta, joten HJB-menetelma jattaa
ratkaisujen eksplisiittisen rakenteen valitettavan usein mysteeriksi. TAmén vuoksi on
kehitetty diffuusioteoriaan perustuva ldhestymistapa ([1], [4]), joka on riippuvainen
ongelman dimensiosta, mutta jonka avulla ratkaisut voidaan esittdd ainakin semiek-
splisiittisessd muodossa. Yksinkertaisimmissa yksiulotteisissa tapauksissa ratkaisu-
jen rakenne voidaan ratkaista kokonaan ([1], kappale 6). Muita vaihtoehtoisia, ana-
lyyttisid tuloksia tuottavia ldhestymistapoja ovat kehittdneet muun muassa Egami
[14] ja Perninge [19].

Eraan erityisesti finanssimatematiikan sovellusten kannalta tdrkeiden matemaat-
tisten mallien luokan muodostavat niin sanotut regiiminvaihtomallit (eng. "regime
switching"), joissa jonkin tunnetun mallin parametrien annetaan vaihdella satunnai-
sesti ([20], [23], [24]). Satunnaisuutta ja parametrien vaihtoehtoisia arvoja kuvataan
yleensé joko diskreetin tai jatkuvan ajan suhteen méaariteltynd Markov-prosessina,
jonka tila-avaruus on &direllinen. Regiiminvaihtomallien avulla voidaan kuvailla esi-
merkiksi markkinoiden kiytokseen vaikuttavia makroekonomisia trendejé.

Regiiminvaihtoja sisaltavilla stokastisilla impulssikontrolliongelmilla voitaisiin pe-
riaatteessa mallintaa hyvin suurta luokkaa kiaytdnnonldheisis, satunnaisuutta sisal-
tdvid optimointiongelmia. Ongelmat ovat kuitenkin matemaattisesti melko mut-
kikkaita, ratkaisuista puhumattakaan. Tilanne ei kuitenkaan ole aivan toivoton,
silld esimerkiksi Sotomayor ja Cadenillas ovat pystyneet ratkaisemaan regiimin-
vaihtoja sisiltidvin stokastisen osingonmaksuongelman lineaarisen, muuttumatto-
man palkkiofunktion tapauksessa [23|. Epélineaarisia ja muuttuvia palkkiofunktioi-
ta sisaltdvien onglmien ratkaisuja voisi puolestaan analysoida laajentamalla Alva-
rezin diffuusioteoreettisen lahestymistavan [1] koskemaan myos téllaisia stokastisia



"regiiminvaihto-ongelmia".

Tassé tutkielmassa keskitytddn ongelmaan, jossa tavoitteena on maksimoida jo-
no lineaarisen diffuusion tilasta riippuvia palkkioita kun tiedetddn, ettd palkkio-
funktio ja diffuusion dynamiikka tulevat muuttumaan tulevaisuudessa satunnaisel-
la, eksponentiaalisesti jakautuneella ajanhetkelld. Kyseessid on siis yksiulotteinen
stokastinen impulssikontrolliongelma yksittdiselld (muistittomalla) regiiminvaihdol-
la. Tilanne eroaa muusta tutkimuskirjallisuudesta siind, ettd regiiminvaihto ei ole
kontrolloitavissa ja myos palkkiofunktion annetaan muuttua regiimin mukana. On-
gelma saadaan ratkaistua samankaltaisella menetelmélld kuin tavallinen impulssi-
kontrolliongelma. Lisdksi ratkaisujen olemassaolon riittédvat ehdot ovat kohtalaisen
vaivattomia tarkistaa kun palkkiofunktiot ovat differentoituvia.

Tutkielman rakenne on seuraavanlainen. Luvussa 3 esitellddn lyhyesti mutta kat-
tavasti tdrkeimmét stokastisten impulssikontrolliongelmien yhteydessd tarvittavat
diffuusioteorian ominaisuudet. Ongelmia ldhestytadn pelkistdin klassisen diffuusio-
teorian nakokulmasta, joten Ito-integraaleihin pohjautuvaa stokastista analyysia ei
tutkielmassa tarvita. Ndin ollen muun muassa Ito-diffuusioita kuvaavat stokastiset
differentiaaliyhtilot jatetdan kokonaan kasitteleméatta. Tama ei kuitenkaan heikenné
tehdyn analyysin laatua, vaan tekee sitd vain helpommin ldhestyttavin, koska luki-
jan ei tarvitse kerrata diffuusioteorian lisiksi stokastisen integraalilaskennan teknisia
vksityiskohtia.

Luvussa 4 siirrytidn stokastisten impulssikontrolliongelmien pariin. Luvussa esi-
tellddn pelkdstadn diffuusioteoriaan perustuva ratkaisumenetelméi, jonka avulla on-
gelmalle on ainakin yksinkertaisimmissa esimerkkitapauksissa mahdollista 16ytaa
analyyttisid, suljetussa muodossa olevia ratkaisuja. Metodia kiytetddn myos im-
pulssikontrolliongelman erityistapauksena saatavalle optimaalisen pysédytyksen on-
gelmalle. Muistittomasti muuttuvaa impulssikontrolliongelmaa késitelldin puoles-
taan luvussa 5. Ongelma ratkaistaan luvun 4 analyysiin pohjautuvalla menetelmal-
13.

Luvussa 6 muuttuvaan impulssikontrolliongelmaan liittyvid teoreettisia tuloksia
havainnollistetaan esimerkkien avulla ja lopuksi luvussa 7 kisitellddn muistillista
muutosajoista aiheutuvia haasteita.



2 Kaytetyt merkinnat

Teoriaosan perusteellisuudesta huolimatta aivan kaikkia tutkielmassa esiintyvia ké-
sitteitd ja merkintdtapoja ei ole erikseen selvennetty maééritelmien avulla, vaan lu-
kijalta odotetaan jonkinlaisia esitietoja reaalianalyysista, stokastiikasta ja mittateo-
riasta. Taman sivun luetteloon on kerdtty erditd merkintatapoja, joita ei ole muualla
erikseen méaritelty. Luettelossa A on joukko ja A kuvaus.

A joukon A sulkeuma

R reaaliluvut

R, positiiviset reaaliluvut

P, (E,) tilasta = kiiynnistyvddn Markov-prosessiin (méadritelma 3 ) liittyvé to-
denniikoisyysmitta (odotusarvo) ehdolla Xy = =

B(A) joukon A Borelin o-algebra

C™(A) n kertaa jatkuvasti differentoituvien funktioiden f: A — A joukko
Co(A)  &ddrettomyydessd katoavien funktioiden f: A — A joukko

Cy(A)  sup-normin suhteen rajoitettujen funktioiden f: A — A joukko
D(A)  kuvauksen A médrittelyjoukko

D]T differentiaalioperaattori, oikea (4) tai vasen (—) derivaatta funktion f suh-
teen
LY(A)  niiden funktioiden f: A — R joukko, jotka toteuttavat integroituvuuseh-
don

Cx
E, {/0 e_”|f(X5)|ds] < 00

missd X on diffuusio (mééritelmé 7 ), (x on kyseisen diffuusion elinaika (mé#éritel-
mé 2) ja r > 0 on erikseen méadriitty vakio.

Merkinnélld f(z) tarkoitetaan yleensd funktion f kuvaa pisteessd x, mutta mer-
kinnélla voidaan tarkoittaa myos itse funktiota f kun vaaraa episelvyydesté ei ole.
Funktiota f merkitd#in myos erdissi kohdissa selkeyden vuoksi f(-).



3 Diffuusioteoriaa

Tutkielmassa késiteltdva stokastisen impulssikontrolliongelman ratkaisu perustuu
diffuusioteoriaan. Tadmén vuoksi diffuusioteorian perusméiritelmien ja -tulosten esit-
tely on tarpeen ennen impulssikontrolliongelman késittelyd. Ellei toisin mainita,
luvun maaritelmét ja lauseet ovat lainattu Borodinin ja Salmisen erittdin katta-
vasta diffuusioteorian késikirjasta [7], Tton ja McKeanin klassikkoteoksesta [15] tai
Mandlin diffuusioteoriaa kisittelevisté kirjasta [18]. Kirjat ldhestyvét diffuusioteo-
riaa hieman eri ndkokulmista ja niiden médritelmissi saattaa olla pienié teknisii
eroja. Kdytannossd ne kuitenkin antavat lukijalle yhtendisen ja selkein kuvan niisté
diffuusioiden ominaisuuksista, joita myohemmissa luvuissa tarvitaan.

Olkoon (92, F, P) todennékoisyysavaruus, (£, £) mitta-avaruus ja J joukko. Sto-
kastista prosessia voidaan yleisesti késitelld F-mitallisten satunnaismuuttujien X :
Q — E joukkona {X; : j € J}. Tdmé ldhestymistapa on kuitenkin aivan lii-
an yleinen impulssikontrolliongelmien diffuusioteoriaan perustuvaa tarkastelua var-
ten. Téssé luvussa esitellddn yksiulotteisten diffuusioiden perusominaisuuksia, joita
myohemmissé luvuissa tullaan tarvitsemaan. Ellei toisin mainita, (F,€&) tarkoit-
taa jatkossa mitta-avaruutta ja (2, F, {F; >0, P) on oikealta jatkuvalla filtraatiolla
{Fi}i>0 varustettu P-tdydellinen todennikoisyysavaruus, jossa Fy sisdltdd kaikki
sigma-algebran F sisdltimit mitan P suhteen O-mitalliset joukot. Joukko J olete-
taan jatkossa puoliavoimeksi reaalilukuvéliksi [0, (x), missd (x on médritelmén 2
mukainen prosessin X elinaika.

3.1 Markov-ajat ja -prosessit

Markov-prosessit ovat eraita tutkituimmista ja tunnetuimmista satunnaisprosesseis-
ta. Kaikki Markov-prosessit eivit ole diffuusioita, mutta diffuusiot muodostavat hy-
vid laskennallisia ominaisuuksia omaavan Markov-prosessien alaluokan. Kaydain
aluksi ldpi yleisen (aikahomogeenisen) Markov-prosessin mééritelmé sekd muutama
néihin prosesseihin liittyvi peruskisite, jotka ovat hyvin oleellisia myos diffuusioiden
kannalta.

Madritelmi 1. Satunnaismuuttuja 7" :  — [0, co] on Markov-aika oikealta jatku-
van filtraation {F;}i>¢ subteen, jos {T" < t} € F; kaikilla t > 0. Kun epéselvyytta
filtraatiosta ei ole, sanotaan satunnaismuuttujaa T pelkistdan Markov-ajaksi.

Maéaritelmén 1 mukaisista satunnaismuuttujista voidaan jatkossa kiyttdd myos
nimié pysiytysaika, odotusaika, osumisaika tai poistumisaika. Nimityksid kiytetaan
antamaan lukijalle entista selkedmpi intuitiivinen kuva késiteltavista tilanteesta tai
ongelmasta. Prosessin elinaika on Markov-aika, joka ansaitsee oman maaritelménsa.
Kyseessé on prosessin poistumisaika omasta tila-avaruudestaan.

Maaritelma 2. F-arvoisen stokastisen prosessin X elinaika on satunnaismuuttuja
(x =inf{t >0: X, ¢ E}.



Madritelma 3. Avaruudella (Q, F, {F;}i>0, P) médritelty {F;};>o-sopeutunut sto-
kastinen (F, &)-arvoinen prosessi X on aikahomogeeninen Markov-prosessi, jos

P(Xt+s e A|.Ft) - P(XS E A)
melkein varmasti kaikilla A € £ jat,s > 0.

Maaritelmén perusteella aikahomogeenisen Markov-prosessin voidaan sanoa ole-
van stokastinen prosessi, jonka kehitys tulevaisuudessa riippuu ainoastaan sen nykyi-
sestd tilasta. Vertaamalla tatd Markov-ajan maaritelmaan voidaan Markov-prosessia
pitdd myos stokastisena prosessina, joka kiynnistyy uudelleen jokaisena determinis-
tisend Markov-aikana.

Erés keskeisimmistd Markov-prosesseihin liittyvista késitteistd on transitiofunk-
tio, joka kuvaa tunnetusta tilasta kdynnistyvan prosessin tilojen todennakéisyysja-
kaumaa tietylld hetkelld tulevaisuudessa. Erityisen téarkeitd transitiofunktiot ovat
diffuusioteoriassa, silld ne ovat avain diffuusioiden tutkimiseen reaalianalyysin kei-
noin.

Maaritelma 4. Olkoon X aikahomogeeninen Markov-prosessi, t > 0, x € E ja
A € £. Prosessin X transitiofunktio on kuvaus P,(x, A) = P,(X; € A).

Transitiofunktion avulla voidaan myos luokitella Markov-prosessin tila-avaruuden
pisteitd perustuen prosessin lokaaliin kiytokseen pisteiden laheisyydessi. Niin sanot-
tuja singulaarisia pisteitd ovat tila-avaruuden F pisteet, joiden ympéristossd proses-
sin liikke on jollain tapaa rajoitettua. Pisteitd, jotka eivit ole singulaarisia, sano-
taan sdannollisiksi. Rajoitetaan tarkastelu jo téssi vaiheessa yksiulotteisiin Markov-
prosesseihin.

Maidritelmd 5. Olkoon E = [rg,7;] C (RU{%oc}) ja olkoon 7, = inf{t > 0 :
X; = y} prosessin X osumisaika pisteeseen y € R. Piste z € E on

(1) oikealta suljettu, jos 1ylgcl P,(r, =0)=0, lylgl P,(r,=0)=1.

(71) vasemmalta suljettu, jos liin P,(r,=0) =1, li%rn P,(r,=0)=0.
ylx ylz

(7i7) ansa, jos se on suljettu sekd vasemmalta etté oikealta.

(1v) sdannollinen, jos se ei ole suljettu vasemmalta eiké oikealta.

Markov-prosessien transitiofunktiot ja tila-avaruuden pisteiden luokittelu liitty-
vat olennaisesti my0s prosessin yksittéiisten polkurealisaatioiden ominaisuuksiin. Itse
asiassa suuren osan diffuusioteorian kysymyksista voitaisiin sanoa liittyvéin joko suo-
rasti tai epdsuorasti prosessin mahdollisiin ja todenndkdisiin polkuihin. Padtetaan
tamé kappale Markov-prosessin polun madritelmélla, vaikka polkuavaruuksia (sa-
maistettavissa tapahtuma-avaruuden 2 kanssa) tai yksittéisid polkuja késitelldén-
kin kirjallisuudessa hyvin harvoin sellaisenaan.

Maaritelma 6. Olkoon w € €. Markov-prosessin X polkurealisaatio tai lyhyemmin
polku on kuvaus X .(w): J — E.



3.2 Yksiulotteiset diffuusiot

Yksiulotteiset diffuusiot ovat eréds yksiulotteisten Markov-prosessien alalaji. Hyvien
ominaisuuksiensa ansiosta niiden avulla voidaan késitelld muun muassa impulssi-
kontrolliongelman kaltaisia reaalimaailmassa vastaan tulevia stokastisia optimointi-
tehtavid. Téssd kohtaa Borodinin ja Salmisen antama méaéritelma on hieman liian
abstrakti tutkielman kasittelemid sovelluksia ajatellen, joten annetaan seuraavak-
si kiytannonldheisempi versio diffuusion méaritelméstd. Madritelmé on kuitenkin
ekvivalentti Borodinin ja Salmisen kanssa kaikilla tutkielmassa kisitellyilld aihea-
lueilla.

Maéritelmi 7. Olkoon I vili jatketulla reaalisuoralla eli I = [rg, 1] C (R U {#o0})
ja olkoon X aikahomogeeninen /-arvoinen Markov-prosessi. X on yksiulotteinen tai
lineaarinen diffuusio, jos

(1) t — Xi(w) on P, — melkein varmasti jatkuva valilla [0, (x).

(17) By [X74e| Fr] = Ex, [Xi] P, — melkein varmasti kaikilla Markov — ajoilla T".

Ellei toisin mainita, symbolilla I tarkoitetaan jatkossa maaritelmén 7 mukaista
diffuusion tila-avaruutta. Ehtoa (i7) sanotaan vahvaksi Markov-ominaisuudeksi. Sen
merkitys on samankaltainen kuin Markov-ominaisuudella, mutta Markov-aikojen ei
endd tarvitse olla deterministisid. Diffuusion voidaankin sanoa olevan jatkuvilla pol-
kurealisaatioilla varustettu aikahomogeeninen Markov-prosessi, joka joka kiynnistyy
uudelleen jokaisena Markov-aikana.

Diffuusion ominaisuuksia voidaan kuvailla transitiofunktion lisdksi komella eri-
laisella kuvauksella, joita kutsutaan nopeusmitaksi, tappomitaksi ja skaalafunktiok-
si. Nopeusmitta ja tappomitta ovat diffuusion tila-avaruuden I o-algebralla B([I)
médriteltyja mittoja kun taas skaalafunktio on nimensi mukaisesti tila-avaruudella
I maéritelty funktio. Nopeusmitta liittyy tietysta tilasta kdynnistyvin diffuusion ky-
kyyn saavuttaa mielivaltainen tila-avaruuden osajoukko. Tappomitta liittyy puoles-
taan todennékoisyyteen, jolla diffuusio kuolee eli joutuu tila-avaruuden ulkopuolelle
tietylld aikavililld ja tietystd tila-avaruuden osajoukosta. Skaalafunktio on funktio,
joka liittyy diffuusion ajautuman eli ajasta riippuvan odotusarvon ominaisuuksiin.

Tassé alaluvussa annetut nopeus- ja tappomittojen seké skaalafunktion méaritel-
mét ovat hyvin yleisid. Kaikissa tutkielman kannalta olennaisissa tilanteissa mainitut
mitat ja funktio voidaan olettaa absoluuttisesti jatkuviksi tila-avaruuden Lebesguen
mitan suhteen ja vastaavat mittaderivaatat voidaan olettaa jatkuviksi. Téllaisissa
tilanteissa nopeusmitalla, tappomitalla ja skaalafunktiolla on hyvin ldheinen yhteys
diffuusion infinitesimaalisten parametrien ja generaattorin kanssa. Vastaavuutta ha-
vainnollistetaan lisdd luvussa 3.3.



Maéiritelma 8. Diffuusion X nopeusmitta on joukolla B(/) méaritelty mitta m,
jollam((a,b)) € Ry kun ry < a < b < rq ja jonka suhteen diffuusion transitiofunktio
P,(x,-) on absoluuttisesti jatkuva kaikilla t > 0 ja z € I:

Pz, A) = / plt; 2, y)m(dy)

Funktio p voidaan olettaa positiiviseksi ja jatkuvaksi kaikkien sekd symmetriseksi
kahden viimeisen argumenttinsa suhteen ( [7], s. 13).

Maidritelm4 9. Diffuusion X tappomitta on joukolla B(/) mééritelty mitta k, jolla
k((a,b)) < oo kun ry < a < b < 11 ja jonka avulla voidaan méérittda diffuusion
tilan todenn#koisyysjakauma elinajan (x = inf{t > 0: X, ¢ I} lopussa:

P.Xo € AIG <) = [ [ plsaktan)as, 4. B(1)

Maaritelma 10. Diffuusion X skaalafunktio on jatkuva ja kasvava funktio
s: I — R. Tilanteessa, jossa k((a,b)) = 0 vilille (a,b) C I, skaalafunktion ja vélin
padtepisteiden osumisaikojen vililld on yhteys

s(b) — s(x)
s(b) — (a)

Borodinin ja Salmisen mukainen muoto diffuusion mééritelmésta, tapahtuma- tai
polkuavaruuden 2 ja yksittiisten polkujen tarkempi rakenne seké Markov-prosessien
ja diffuusioiden vilimuodot (niin sanotut Feller- ja Feller-Dynkin -prosessit) seké néi-
den kytkokset Banachin avaruuksilla mééariteltyjen puoliryhmien teoriaan on jéitetty
tassd kasittelemitta, silla tdrkeydestddn huolimatta ne eivit auta lukijaa ymmér-
tdmadn paremmin impulssikontrolliongelmien luonnetta tai ratkaisuja. Kattava se-
lonteko néistakin aiheista 16ytyy esimerkiksi Mandlin [18] tai Iton ja McKeanin [15]
kirjasta.

P.(r, <m) = , € (a,b)

3.3 Resolventit ja generaattorit

Diffuusion transitiofunktion avulla voidaan aina konstruoida tietylla Banachin ava-
ruudella maaritelty lineaarioperaattorien muodostama vahvasti jatkuva puoliryhméa
[18]. Kyseisen puoliryhmén infinitesimaalista generaattoria sanotaan myos diffuusion
tai transitiofunktion generaattoriksi. Transitiofunktion kdytosti johtuen informaa-
tio diffuusion dynamiikasta voidaan péadtelld generaattorin ominaisuuksista. Myos
generaattorin ominaisvektorit ovat hyoddyllisia tyokaluja tassd suhteessa.

Transitiofunktioihin perustuvalla ldhestymistavalla diffuusioiden generaattorei-
hin ja sisdiseen dynamiikkaan on merkittdvié teoreettista painoarvoa, mutta gene-
raattorien laskennallisia ominaisuuksia ja impulssikontrolliongelmien kaltaisia sovel-
luksia ajatellen on hyodyllisempéaé ldhted liikkeelle resolventeiksi kutsutuista ope-
raattoreista. Generaattorit voidaan puolestaan maéritelld hieman resolventin kian-
teisoperaattoria muistuttavina differentiaalioperaattoreina.



Maéiritelma 11. Olkoon f € C’o (). Diffuusion X resolventti tai Greenin operaat-
tori on operaattori (R, f)(- fo o (X)) d].

Lause 1. Olkoon R dzjfuuszon X resolventti. Tdlloin R toteuttaa kaikilla o, 5 > 0
resolventtiyhtdilon

Ra — Rﬁ = (6 — Q)RaRﬁ

(Rotta$)) =B | [ [Tt xanas

=E(. /0 eﬁff(XT)dT/O e(aﬁ)sds}

Todistus.

O

Madritelms 12. Olkoon u € R,Cy,(1). Diffuusion X (infinitesimaalinen) gene-
raattori on kuvaus

. Eu(Xy)] —u()
=1 1
(Au)(-) = lim . (1)
Maaritelma 13. Diffuusion X generaattorin A reunat ovat tila-avaruuden [ reunat.
Reuna r; on

(1) saavuttamaton, jos P(7,, < 0o0) =0
(1) saavutettavissa, jos se ei ole saavuttamaton.
(14i) saapumistila, jos transitiofunktio P;(r;, -) on hyvin méaritelty kaikilla ¢ > 0

(1v) poistumistila, jos P(7,, < 00) >0

Maéaritelméaan 13 perustuen voidaan mainita vield erditd hyodyllisia reunatyyp-
peji. Generaattorin reunaa, joka on sekd saapumis- ettd poistumistila, sanotaan
sadnnolliseksi. Sadnndllinen reuna on saavutettavissa ja kuuluu diffuusion tila-
avaruuteen. Saavuttamatonta reunaa, joka ei ole saapumistila kutsutaan luonnol-
liseksi reunaksi. Diffuusio ei voi ldhted liikkeelle luonnolliselta reunalta eikd osua
sithen. Reunaa, joka on saapumistila mutta ei poistumistila sanotaan aloitustilaksi
ja reunaa, joka on poistumis- muttei saapumistila lopetustilaksi. Diffuusio voi kiyn-
nistyd aloitustilasta muttei paédtya sinne ja paatyé lopetustilaan, muttei endé palata
sieltd takaisin.



Lause 2. Olkoon R, ja A kuten edelld. Tdalloin

Rl'=a-A (2)
Todistus. Merkitéin 1 — Ry* = A. Resolventtiyhtilon perusteella

Rl'=a-A
kaikille & > 0. Olkoon 7 Markov-aika, u € R,Co(I) ja f = (o — A)u. Tll6in

u(-) = (Raf)(")

—E, { /0 " emat f(Xt)dt} + B [ Raf(X,)]
=E(, [/OT e (o — A)U(Xt)dt] +E() [e™*u(X;)]
Kun E,[7] < 0o, yhtél6 saadaan rajalla o | 0 muotoon
Bou(CX)] - u() = B | [ (anxal )

joka tunnetaan myo6s Dynkinin kaavana.
Olkoon a € I ansa. Talloin P,({x > t) = e X' missi x € [0,00). Jos x = 0, niin
P,((x =) =1ja

(Ra)f(a) = E, / " e f(Xt)dt}

=E, /0 h e f(a)dt}

=a ' f(a)

joten (Au)(a) = 0. Jos x > 0, niin E,[(x] = x ' < 00 ja

(@B = E | CXM(Au)(XMt]

= lim (Eq[u(Xconn)] — u(a))

ntoo

= limu(a)(P.(n < {x)—1)

ntoo

= —ufa)



Toisaalta, jos @ > 0, a € I ja (Au)(a) = 0 kaikilla u € D(A), niin
.| [T et = (i)
0

=a ' f(a)

= f(a)E, { /0 h e‘“tdt]

joten X; = a melkein varmasti kaikilla ¢ > 0 eli a on ansa.

Edellisen perusteella kaikille a € I, jotka eivit ole ansoja, on olemassa u € D(A),
jolle (Au)(a) > 1. TAall6in on myds olemassa tilan a ympéristé B, jolle (Au)(x) >
1 kun x € B. Ympaériston B valinta riippuu osittain diffuusion X dynamiikasta
pisteessd a. Jos a on vasemmalta (oikealta) suljettu, niin B = [a,b) jollain b > a
(B = (b,a] jollain b < a). Jos taas a on sddnnéllinen tila, niin B = (¢, b) joillain
c<a<b.

Soveltamalla Dynkinin kaavaa (3) poistumisaikaan 7 = inf{t : X; ¢ B} saadaan

E,[r] < lim E, [ /0 TM(Au)(ngt}

ntoo

= lim (Eq [u(Xran)] — u(a))

ntoo
< 2f|ul]
< o0

jonka perusteella

Bla Bla Bla

lim(E,[u(X;)] —u(a)) = limE, [/OT(AU)(Xt)dt] = (Au)(a)lim E,[7]

eli




avaruudessa D(A) C D(A). Toisaalta kaikilla u € D(.A) on voimassa

(Ra(a = A)u(x) = (aRou)(x) ~ lim B )y e“"t<u<)§s+t> — u(z,))ds]

E, [(e® = 1) [ e ™ u(X,)ds — fot e*u(xy))ds
= (aRyu)(z) — lim [ ]

tl0 t

= u(x)

joten D(A) C D(A), mista viite seuraa. O

Maaritelma 12 antaa selkedn kuvan diffuusion generaattorin toiminnasta. Raja-
arvomuotoisia generaattoreja on kuitenkin haasteellista kisitelld laskennallisesti
lauseen 2 kuvailemasta resolventtien ja generaattorien vastaavuudesta huolimatta.
Yleenséd generaattoreita kisitellddnkin tietynlaisina toisen asteen differentiaaliope-
raattoreina, joiden ominaisuudet maérdytyvit vastaavan diffuusion ominaisuuksista.
Vastaavasti generaattori sisiltdd kaiken informaation diffuusion dynamiikasta.

Lause 3. Olkoon P diffuusion X transitiofunktio ja olkoon kaikilla x € I, § > 0
V0IMassa

i) limt ™ (1—/ P:z:,dy)zO
(i) lin Py

(i) tin /| DRy = ) € R

(vi1) limt_l/ (y — 2)*Py(x,dy) = o(z)? < 00
1o le—yl <o

Talloin diffuusion generaattori on muotoa



Todistus. Olkoon f € CZ(I). Tallsin

Af(x) =limt™" (B, [f(X))] - f(x))

t10

=lim¢ ™ (/ f() Pz, dy) — f(x)>

t10

“ime ([ R+ [ @R
et ([ R - o)

fim ¢! /| ICIORCOLITE

t10

- /| » (@)= 2) 4 @)~ o) Pilsa)

)

o(2)? B f () df (x)
=T gz MO

kaikilla z € I. [l

Lauseen 3 ehdoissa (ii) ja (7i7) esiintyvid kuvauksia sanotaan myds diffuusion in-
finitesimaalisiksi parametreiksi. Nimitys selkenee, kun kuvaukset kirjoitetaan muo-
dossa

. H -1 _
u(x)—l;fglt E.[X; — ],

o(z) =limt 'E,[(X; — 1)?]
t10

Mainitaan vield yksi tapa, jolla generaattori A voidaan kirjoittaa. Jos diffuusion
nopeusmitta, tappomitta ja skaalafunktio ovat absoluuttisesti jatkuvia tila-avaruuden
I Lebesguen mitan suhteen ja vastaavat mittaderivaatat ovat sileitd, voidaan kir-
joittaa m(dz) = m(x)dz, k(dz) = k(z)dx ja S(z) = [* S (y)dy. Téllsin diffuusion
generaattori voidaan esittdd toisen asteen differentiaalioperaattorina, joka derivoi
argumenttifunktionsa ensin skaalafunktion S ja sitten nopeusmitan m suhteen. Eri-
tyisesti Mandl késittelee generaattoreita tissd muodossa [18].

12



Lause 4. Oletetaan, ettdi lauseen 3 ehdot ovat voimassa ja mdéddritellddn

B(x) = /x i’l;—i)zgdz,

2 B(xz

! (z) = e @)

S'(x) = e B@
Tallown

d d
— D,,Dg =
A * 7 dm(z) dS(x)

Todistus.

2 dz dx
o(z)? d?
= e ey

3.4 Eksessiiviset funktiot

Impulssikontrolliongelmien ratkaisut perustuvat pitkélti niin sanottujen eksessiivis-
ten funktioiden ominaisuuksille. Eksessiiviset funktiot ovat hyodyllisia, silla ne ovat
erddnlainen stokastinen vastine harmonisille funktioille. Eksessiivisyyden maééritel-
mén ehdot tulevat myos esille luonnollisella tavalla impulssikontrolliongelmien arvo-
funktioiden ominaisuuksia tutkittaessa.

Madritelma 14. Olkoon o > 0. Funktio h : I — [0,00] on a-eksessiivinen dif-
fuusion X suhteen, jos

(i) Eple h(X;)] < h(z) kaikillaz € I, t > 0.

(ii) Eple”*h(X;)] — h(x) kaikillax € T kunt | 0.

Jos diffuusiosta ei ole epéselvyytté, sanotaan funktiota h pelkistdan a-eksessiiviseksi.

13



Lause 5. Olkoon A diffuusion X generaattori ja o > 0. Yhtdlolli Au = au on
olemassa kasvava ja vihenevd a-eksessiivinen ratkaisu.

Todistus. Olkoon ¢ € I. Mééritellddn funktio v, : I — [0, oo] kaavalla

E. e *=]"! kunc<x <r

bo(z) = {Ex[e_o‘“] kunrg <z <c

Osumisaikojen eksponenttikuvausten odotusarvot toteuttavat kaikilla a < b < ¢
tulosddnnon

Ea [e—aTc] — Ea [e—aTb]Eb [e—aTc] ,

joten v, on kasvava funktio ja

—aTy] __ ﬂ)a(fﬁ)
Bale )= Ya(y)

kun z < y. Olkoon nyt ro < y <1 ja f € Cyp(I) funktio, jolle f(z) =0 kun z <y
ja f(x) >0 kun z > y. Talloin u = R, f € D(A) ja

u(@) = E, /0 e f(Xt)dt}

x| / ) e—“tﬂXt_m)dt]

Y

— E,[c "B, { /O et f(Xt)dt}

= B.le " u(y)

kun z < y. Toisaalta tilloin (o — A)u(x) = 0 ja u(y) > 0, joten 1, on yhtd-
16n Au = au ratkaisu reunaehdolla A, (rg) = atb,(ro). Jos ry ei ole saapumisti-
la, reunachto muuntuu lauseen 2 todistuksen mukaisesti yksinkertaiseen muotoon

wa(ro) = wa(ro—i‘) =0.

Samalla tavoin voidaan todistaa kaavalla

E.Je o™= kunro <z <c
¢Q<I) — [ _m.] 0
E, [e ] kune <z <nr

médritellyn funktion I — [0, 00] olevan yhtdlon Au = awu vihenevd ratkaisu reu-

naehdolla A¢, (r1) = aga(r1), joka muuntuu muotoon ¢, (r1) = Vs (r1—) = 0, jos 1
ei ole saapumistila. O
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Lause 6. Jokainen «-eksessiivinen funktio voidaan esittid lauseen 5 funktioiden
Vo ja ¢o avulla. Kyseisid funktioita kutsutaan myds generaattorin A minimaalisiksi
a-eksessiivistkst funktioiksi.

Todistus. Olkoon rp < a < b < 11 ja Au = au. ¥, on kasvava ja ¢, viheneva
funktio, joten

Ya(a) < ¢a(a)
ba(b)  Palb)
eli ¥a(a)da(b) — dala)a(b) < 0. Témén seurauksena yhtalolld

(i) = (60 26) ()

on olemassa ratkaisu (cqp, cpe) € R?. Tarkastellaan nyt funktiota u* = u — cyte —
Cha®o VAlllA (a,b). Au* = au* joten kaikille funktion u* ei-negatiivisille lokaaleil-
le maksimeille (ei-positiivisille lokaaleille minimeille) x € (a,b) pitee au*(x)
(Au*)(z) < 0 (au*(z) = (Au*)(x) > 0) ([15], s. 124), joten u(z) = cuptba(T)
oo () kaikilla x € [a, b]. Lisiksi jos « € [a,b] N [/, V], niin copthe () + Cpada(x)
u* (1) = CapyVa(r) + cyadal(x) eli reaaliluvut cqp, ey eivit riipu luvuista a, b. O

=+ 1

Miédritelma 15. Olkoot uy ja us yhtalon Au = au ratkaisuja. Funktioiden uq, us
Wronskin determinantti on kuvaus

W (ur(2), uz(7)) = (Dgun(w))ua(x) — (D§ua(w))ua(x) (4)

Lause 7. Olkoon uq, us kuten mddritelmdssi 15. Tdalloin Wronskin determinanitti
ei riipu argumentista x eli W(uy(z),us(x)) = Wiuy, uz). Jos epaselvyytti funktiosta
uy, ug et ole, merkitddn lyhyesti W(uy,ug) = W.

Todistus. Olkoon x, y € I. Tavallisia integraalilaskennan laskusdéntoja kiyttden
saadaan

W (), ug(2)) =W (ur(y), ua(y)) = /x AW (u1(2), ua(2))

:/ ( dD Ul / D Ul dUQ )
Y
—/ ( dD U,Q / D UQ du1 )
)

:/waQ(z)ozul( 2)dm(z) / Dgui(2)Dgus(2)dS(2)
_ / " (=)o (2)dm(z) / ' Diun(=) Df i (:)d5(2)

=W (u1(y), ua(y))

joten Wronskin determinantti ei riipu funktioiden wu;, us argumenteista. O]
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Resolventtioperaattori voidaan esittié eksessiivisten funktioiden, nopeusmitan ja
skaalafunktion avulla muodossa, joka ei sisilld odotusarvoja tai diffuusion polkuja.
Téassd muodossa resolventtia on yleensé helpompi késitelld analyyttisin keinoin.

Lause 8. Olkoon W = W (y, 0o ), missa funktiot 1, ¢, ovat lauseen 6 mukaiset ge-
neraattorin A minimaaliset a-eksessiiviset funktiot. Diffuusion resolventti on tdlldin
muotoa

(o) = W (0nl ) [ el + vl [ ot dn@) 6

Todistus. Kédytetdan yhtdlon (5) oikeasta puolesta merkintdd F(z). Funktioiden
Va, 0o Ominaisuuksista seuraa W > 0. Lisdksi

/wa y)dm(y) = a” /f (4)dD% aly),

/ ba(y) f(y)dm(y) = a~ / f(y)dDZ du(y)
ja
0< [ aDziatw). [ aDzou) < 0
T T
(18], s. 28), joten F'(z) on hyvin méiritelty funktio. Nyt

WDEF(x) = WD / dF(z)
o

-z (| [ vt simtion + [ 6202 ()

Zo

oz ([ [ eitman) - [ 6020 (2) () )

o

=08 [ [ ba)r () DEo (s (2
=0t [ [ a0 @im)DEva (S ()

= D oalz /% y)dm(y) + Dia(z / Pa(y) f(y)dm(y)

16



joten

AF(x) =WD,,DsF(x)

= Apa(a /% y)dm(y) + Athg(z / ba(y) f(y)dm(y)
+ f(@)(Dg ¢a(2)Va(r) — DEtha(r)da(y))

= \WF(x)—WF(x)
ja lauseen 2 perusteella F(z) = (R.f)(z). O

Kuten lauseiden 5 ja 8 perusteella voidaan paitelld, eksessiiviset funktiot liittyvét
laheisesti diffuusion dynamiikkaan ja siten myos stokastisten impulssikontrolliongel-
mien ominaisuuksiin. Yhteyksié késitellddn tarkemmin muun muassa Alvarezin [2] ja
Christensenin [11] artikkeleissa. Vaikka kaikki eksessiiviset funktiot voidaankin esit-
tdd minimaalisten eksessiivisten funktioiden avulla, voi oikean lineaarikombinaation
loytaminen olla tyolasta. Lisdksi ominaisvektoriehdon manuaalinen tarkastaminen
voi olla hyvin hankalaa funktioille, jotka sisdltavit diffuusion tai diffuusioon liit-
tyvien Markov-aikojen odotusarvoja. Tdmén vuoksi lauseissa 9 ja 10 esitellidnkin
vaihtoehtoinen tapa tutkia mielivaltaisen funktion eksessiivisyytta. Lauseet ovat pe-
rdisin Salmiselta [22].

Lause 9. Olkoon A diffuusion X generaattori. Funktio h on «-eksessitvinen dif-
fuusion X suhteen ja h(xg) = 1 jollain xog € I jos ja vain jos tila-avaruudella I voi-
daan middritelld todennikdisyysmitta (niin sanottu esitysmitta) o, joka toteuttaa

katkilla x € I ehdon
k
) = [ 22t ay)
I

ky(mo)
missa
Yal2) kunx <y
k(1) = Valy)
o) = 4 Dol
2 kunz >y
ba(y)

Todistus. Olkoon o” tila-avaruudella I miiritelty todennikéisyysmitta ja olkoon

Mm:[“@www

Talloin

v oh(dy) j— " oM(dy)
- Ta k() | %“”L¢mme

joten funktion h eksessiivisyys seuraa funktioiden ¢, ¢, eksessiivisyydesté.

Eyle”*"h(Xy)] = Eq[e™ "9 (Xy)]
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Todistuksen toinen puoli on peréisin Dynkiniltd ([12], lause 10.1) ja se jatetddn
tdssi kisittelemattd. Syyna on Dynkinin kdiyttdma teoreettinen lihestymistapa, joka
eroaa taman tutkielman nikokulmasta ja mééritelmistd. Todistuksen tasmaéllinen
kisittely vaatisi useita teknisifi aputuloksia ja méaéritelmid, joista ei olisi juurikaan
hyotya muualla tutkielmassa. O

Lause 10. Olkoon W funktioiden 1, ja ¢, Wronskin determinantti. Jos h on a-
eksessiivinen funktio, niin yksipuoliset derivaatat skaalafunktion suhteen d*h/dS

ovat ddrellisind olemassa ja funktion esitysmitta on muotoa

ah([ro,x)) = Fu(x), kun z < x,

o"((z,71]) = Fy(z), kunz > 2

missi xo € I, h(xo) =1 ja

) = 2550 () e — v )

i) = 2 (u() S5 < i) 5o

Todistus. Olkoon x > x( ja kirjoitetaan h lauseen 9 kuvailemassa integraalimuodossa

() = B jj‘((:fo))ah(dy)+ x%ah(dyw ) gz(iz)))ah(dy)
_ (@) wgp T bu(@)aly) Yal@) o
= oulty) ([ro. o)) + - Gal(z0)9a(y) (dy)+¢a($o) ((z,71])
Nyt
d”h(z) h(z) — h(z — 6)

_ 0"([ro, 7)) d” da(2) +0h(($77”1])d‘%($) L a(@) [T Yaly)
¢alro)  dS Ya(xo)  dS dS  Jay Yal0)aly)

. -1 ¢a(x_5) h Qba(x_é) ‘ %(?ﬁ h
st = S(e =) (LT e o) + ST [ Bt

Merkitdén viimeisté, raja-arvon jilkeistd termia I(xg, z,d). Funktio 1, (y)/da(y) on
kasvava, joten

o’ (dy)

05 o0 < 500t — (S5 + ST ) e -0
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ja

_@Z)a(‘r B 6) ¢a(‘r B 5)¢a(x)
qba

Va0 Ga(mn)ba(®) Vel = 8)60(@) + dalw = 8)ul)
B 5@ - S -0) o0 (5@) = S — 9)¥a@)6u()
B 14
a Ya ($0)¢a (13)

>0

Luonnollisesti lims;o o”((z — §,2]) = 0, joten limsyo I (x0,x,8) = 0 ja d"h(z)/dS on
olemassa ja adrellinen.
Samankaltaisella laskulla ndhdaén, ettd

) doe) (o) [0 ) n) 0Tt
as ds Qba(xO) zo ¢a(x0>¢a(y) %(ﬂco) ds
Kertomalla tdmén yhtdlon molemmat puolet funktiolla ¢, ja kdyttamalla hyviksi
funktion h integraaliesitystd saadaan

PhE) o) o) (At 4
o) ™ = ) et 4 T (g0 ) 0T
& (o) = 52 (aulo) T - i) =)

Tilanteen z < ¢ ja siihen liittyen yht#lon o®([rg,z)) = F,(x) todistus etenee sa-
malla tavoin ja on kisitelty yksityiskohtaisesti Salmisen paperissa [22]. O

Lauseiden 9 ja 10 seurauksena saadaan yksinkertainen mittateoreettinen karak-
terisointi eksessiivisille funktioille. Tulosta kiytetdin mychemmin impulssikontrol-
liongelman ratkaisujen yhteydessa.

Seuraus 1. Funktio h on «a-eksessiivinen diffuusion X, suhteen ja h(xo) =1 jollain
xo € 1 jos ja vain jos tila-avaruudella I voidaan madritelld lauseen 10 ehdot tdayttiva
todenndkoisyysmitta.

Paatetddn eksessiivisten funktioiden teorian esittely erdilld tekniselld mutta las-
kujen kannalta erittdin hyodylliselld lemmalla. Todistus sivuutetaan, mutta se 16ytyy
esimerkiksi Alvarezin impulssikontrolliongelmia késittelevistd paperista [1].

Lemma 1. Olkoon diffuusion X tila-avaruus Ry, f € C*(Ry) ja F = (A—a)f €
LYRy). Jos limg g | f(x)| < oo, niin
/ Yoz m/(z)dz — ¢

f'(x)
S5'(x)

missd 0 = 0, jos tila- avaruuden alareuna 0 on saavuttamaton diffuusiolle X ja

d=WF(O )/w (0), jos 0 on saavutettavissa. Jos taas limgoo f(x)/1a(x) =0, niin

f(@)
()%U /’% ! (2)dz

Ya(2) =




3.5 Geometrinen Brownin liike

Geometrinen Brownin liike on erés yksinkertaisimmista finanssimatematiikassa kiy-
tetyistd diffuusioista. Kéydaan seuraavaksi lipi tarkeimpid geometrisen Brownin liik-
keen ominaisuuksia. Geometrinen Brownin liike X on jokaisella ajanhetkelld ¢t > 0
samoin jakautunut tavallisen Brownin liikkeen B eksponentiaalikuvauksen kanssa,
joten X; € (0, 00) kaikilla t < co. Niin ollen tila-avaruuden [ rajat 0,00 ovat luon-
nollisia eli I = (0, 00) ja diffuusion tappomitta k((a, b)) = 0 kaikilla (a,b) € I.

Madéritelma 16. Geometrinen Brownin liike on diffuusio, jonka tila-avaruus on
I = (0,00) ja jonka generaattori on muotoa
2 2

o
A="—z?— —
296 dx2+”xd$

missa o > 0, p € R.

Lause 11. Geometrisen Brownin litkkeen minimaaliset a-eksessiiviset funktiot ovat
0= ja 2P+, missi By ovat yhtélin
2

o? o
?52+(M—?)5—(%=0 (6)
jJuuret, joista toinen on posituvinen ja toinen negatiivinen.

Todistus. Kayttamalla yhtiloon Au(z) = au(x) yritettd u(z) = 27 piadytiin ka-
rakteristiseen yhtéloon (6), jonka juuret ovat

1 u 1 pu > 2a
e R N et =
b 2 o? \/(2 02) +02

a > 0, joten toinen juurista on positiivinen ja toinen negatiivinen. Merkitdin posi-
tiivista (negatiivista) juurta 8, (8_), jolloin minimaaliset eksessiiviset funktiot ovat
2P~ (viihenevd) ja 2%+ (kasvava). O

Geometrisen Brownin liikkeen skaalafunktio ja nopeusmitta saadaan lauseen 4
mukaisesti yhtaloista

2
S'(x) = a7, m'(z) = a2/

joten funktioiden z°* Wronskin determinantti on

d d
B+ B-\ — 8- (1 B+ _ B+ (1 B—
W (2P, x"~) = 2" 5 (x) e "+ S (x) e

— (B — B_)at-tPr—1r2u/o

1 u\® 2o
=9 - =
\/(2 02) * o2
ja resolventti on

2 (= [2 gy 20y + o [ [yt )
(Rof)(z) = W (2P, 28 )o?
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4 Stokastinen impulssikontrolliongelma

Stokastisella impulssikontrolliongelmalla tarkoitetaan téassa tutkielmassa tilannet-
ta, jossa tavoitteena on maksimoida jono yksiulotteisen diffuusion tilasta riippuvia
palkkioita. Ongelman ratkaisemiseksi on olemassa analyyttinen, klassiseen diffuusio-
teoriaan perustuva lahestymistapa, jonka avulla ratkaisut voidaan ainakin erdissa ti-
lanteissa maarittdd eksplisiittisesti [1]. Menetelmén etuja ovat sen kiytannollisyys
ja ratkaisujen yksinkertaisuus. Erdissd esimerkkitilanteissa ratkaisut voidaan jopa
16ytaa eksplisiittisesti, siind misséd esimerkiksi kvasivariationaalisiin epéyhtaloihin
perustuvia menetelmid kiytettdessd joudutaan usein tyytymédn pelkkiin olemas-
saolotodistuksiin.

Luvussa kiydédan lapi ongelman méaritelmé ja Alvarezin diffuusioteoriaan perus-
tuva ratkaisumenetelmi [1]. Samat asiat esitetdin myos optimaalisen pysiytyksen
ongelmalle, joka on merkittavi stokastisen impulssikontrolliongelman erityistapaus.
Optimaalisen pysdytyksen ongelmaa voidaan nimittdin pitdd impulssikontrollion-
gelmana, jossa kontrolli koostuu useiden impulssien sijaan ainoastaan yhdesta py-
sdytysajasta. Vastaavasti yleistd impulssikontrolliongelmaa voidaan ajatella jonona
perédkkaisid optimaalisen pysaytyksen ongelmia. Jatkossa yleisestd impulssikontrol-
liongelmasta kiytetdin myos lyhyempéaé termié kontrolliongelma.

4.1 Ongelman matemaattinen muotoilu

Kerrataan ongelman diffuusioteoreettinen lahtétilanne. Olkoon (Q, F,{F;}i>0, P)
luvun 3 johdantokappaleen mukainen todennédkéisyysavaruus ja X talla avaruudella
médritelty yksiulotteinen diffuusio tila-avaruudella I = (0, 00). Merkint6jen yksin-
kertaistamiseksi diffuusiosta X kédytetddn jatkossa merkintdd X;, missa ¢ € [0, (x).
Periaatteessa merkintd X; tarkoittaa diffuusion satunnaista tilaa hetkelld ¢ eiké itse
diffuusiota, mutta merkintdtapojen samaistaminen ei aiheuta epéselvyytté téssé eika
myoskdan seuraavissa luvuissa. Tila-avaruuden ylareuna oo oletetaan luonnolliseksi,
mutta alareunan 0 saavutettavuus riippuu kiytetyn diffuusion ominaisuuksista. 0 ei
kuitenkaan kuulu tila-avaruuteen, joten se voi olla joko luonnollinen reuna tai lo-
petustila. Oletetaan lisiksi, ettd lauseen 3 mukaiset diffuusion X; infinitesimaaliset
momentit p: I — R jao: I — R, ovat riittdvin sileitd (vahintddn jatkuvia) rat-
kaisun olemassaolon kannalta ja ettd ongelman palkkiofunktio g : I — R on jatkuva
ja kasvava sekd toteuttaa reunaehdot
—o0 < limg(x) <0 < lim g(x)
z)0 ztoo

Diffuusion X; impulssikontrolliksi sanotaan jonoa v = (71, ..., Tn; &1, ooy EN) N<oos
missé {7;};<n on nouseva jono filtraation {F;};>¢ suhteen mitallisia Markov-aikoja
ja {&}i<n on jono ei-negatiivisia impulsseja. Selvyyden vuoksi merkitdén impuls-
sikontrollilla v kontrolloitua diffuusiota X; symbolilla X}. Diffuusion kontrollointi
tapahtuu kohdistamalla impulssi &; diffuusioon hetkelld 7;. Néin ollen diffuusio siir-
tyy hetkelld 7; vilittomasti tilasta X7 tilaan X2 = X" —§;. Oletetaan vield, ettd
X7 = xo kaikilla i < N eli jokainenz impulssi siirtaa diffuusion takaisin johonkin
tunnettuun, ennalta maarattyyn tilaan xo € I. Merkitdan ndmé ehdot toteuttavien,
mahdollisten impulssikontrollien joukkoa symbolilla V.
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Nyt voidaan muodostaa tutkielmassa kdsiteltdvin stokastisen impulssikontrol-
liongelman matemaattinen maéritelméa. Tavoitteena on méaérittdd se impulssikont-
rolli v* € V), joka maksimoi tilasta x € I kdynnistyvddn diffuusioon X, liittyvéin
kassavirran

J'(x) = E,

N
—TTk 14
> e 9(X7-)
k=1
sekd madrittad tdman optimaalisen kassavirran suuruus eli ongelman arvofunktio

V(z) = J"(z) = sup J"(z) (7)

vey

Kontrolliongelmaan (7) liittyva optimaalisen pysdytyksen ongelma voidaan méé-
ritelld samalla tavoin, kun kontrollin v annetaan koostua ainoastaan yhdestd im-
pulssista. Kassavirta on talldin

joten arvofunktio on

V(z) = sup E,[e"g(X,)] (8)

T<Cx

missé (x on diffuusion X; elinaika, eli tissd tapauksessa poistumisaika (x = inf{t >
0: Xt é 0}

4.2 Ongelman ratkaisu

Tarkastellaan ensin optimaalisen pysdytyksen ongelmaa (8), jonka ratkaisua voi-
daan mychemmin kdyttdd pohjana kontrolliongelman (7) ratkaisulle. Optimaalisen
pysiytyksen ongelman ratkaisu perustuu suurelta osin kahdelle faktalle. Ensiksi to-
detaan arvofunktion V olevan palkkion ¢ minimaalinen r-eksessiivinen majorantti.
V(z) > g(z), silli E,[e""g(X,)] = g(x) ainakin kun 7 = 0. Palkkiofunktion jatku-
vuudesta johtuen eksessiivisyyden mééritelman (mééritelma 5) ehto (i¢) on triviaali,
joten arvofunktio todetaan eksessiiviseksi seuraavan laskun perusteella:

Ex[e’”f/(Xt)} =E,[e”"" sup Eyx,[eg(X,)]]

T<(x

< sup E, [e_rTg(X'r)]

t<T<(x

< sup E,[e 7g(X,)]

T<(x
=V (z)
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Olkoon nyt U jokin toinen funktion g r-eksessiivinen majorantti. Talloin

V(z) = sup E;[e”""g(X;)]

T<(x

< sup E,[e U(X,)

T<(x
< U(z)

joten V on jokaisessa tila-avaruuden I pisteessd pienempi kuin yksikéin toinen funk-
tion g r-eksessiivinen majorantti. Toinen térked fakta on seurauksen 1 kuvailema
tulos, jonka avulla funktion eksessiivisyys voidaan todistaa ilman eksessiivisyyden
médritelmad tai diffuusion generaattoria.

Siirrytddn nyt optimaalisen pysdytyksen ongelman ratkaisuun. Aloitetaan maa-
rittelemélld funktio

g(x) kunx >y
Ky(z) = E;le™g(X,,)] =

kunzx <y

9) Ve (y)

missd 7, = inf{t > 0 : X, > y}. Funktion K, avulla optimaalisen pysdytysajan
l6ytaminen voidaan muuntaa helpommin késiteltdvidn ongelmaan, jossa pysayty-
saikana on 7, ja tavoitteena on loytdd optimaalinen kontrollikynnys tai -tila y € I.
Sekd optimaalinen kynnys ettd ongelman arvofunktio ovat méaritetty seuraavassa
lauseessa. Lauseessa joudutaan olettamaan muutama palkkiofunktiota ja diffuusion
dynamiikkaa koskeva ehto, jotka kuitenkin yleensd toteutuvat kidytdnnoén sovelluk-
sissa.

Lause 12. Olkoon funktiolla g(x)/v.(x) yksikdsitteinen globaali maksimi kohdassa
y = argmax{g(x)/¢,(x)}. Olkoon D korkeintaan numeroituva joukko positiivisia
reaalilukuja, g € C*(I'\ D), ¢'(x%), " (z+) < oo kaikilla x € IND ja olkoon kuvaus

Ar) = %fg(x) - f;((ﬁ

kasvava kun x > y. Tdlloin pysdytysongelman (8) optimaalinen pysdytysaika on
7=1inf{t > 0: X; > ¢} ja ongelman arvofunktio on

V()

g(x) kunx > g
U (w
Ve (9)

Todistus. Oletuksista seuraa Kj(z) > g(z) kaikilla z € I. Toisaalta Ky(x) =
E.[e"7g(X;)] ja 7 on Markov-aika, joten V(z) > Kj(z) kaikilla = € I. V on palk-
kion g minimaalinen r-eksessiivinen majorantti, joten lauseen todistamiseksi riittaa
osoittaa, ettd funktio Ky on r-eksessiivinen.

~—

9(y) kunz < g
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Tarkastellaan kuvausten

Lo 0) = g ona) — S ),

Lute) = S8 i) - vl

ominaisuuksia kun z ¢ D N [§, 00). Oletuksista seuraa Ly, (z4), Ly, (24) < oo kai-
killa x € D N [y, 00). Toisaalta ¢, on vihenevd ja Kj kasvava, joten ﬂ¢r(x) >0
kaikilla 2 € I. Funktiolle L,, on puolestaan voimassa Ly, () = 0 joukossa (0,7) ja
Ly, (r) = A(z) joukossa (j,00)\ D. Liséiksi lim, 3 A(z) = 0 ja A oletettiin kasvavaksi
viililli (7, 00), joten Ly, (z) > 0 kaikilla € I. Monotonisuuden ja lemman 1 perus-
teella funktion A derivaatalle pitee 0 < A/(a:) = (rKy(z) — (AKy)(x))Y,(z)m/(x)
joukossa x € (§,00) \ D. Toisaalta tissi joukossa zip () = —i;rv(x)wr(x)/qbr(x) =

A/(x), joten ~z/¢r on kasvava ja Ly, vihenevi joukossa (7, 00) \ D. Néin ollen funk-
tioiden Ly, , Ly, avulla voidaan rakentaa lauseen 10 mukainen funktiota K vastaava
todennakdisyysmitta, joten seurauksen 1 perusteella K on r-eksessiivinen. O

Samaan ratkaisuun voidaan paitya myos toisenlaisilla, hieman vahvemmilla mut-
ta yksinkertaisemmilla ehdoilla. Lauseen 13 ehdot ovat myos lauseen 12 ehtoja
helpommat tarkistaa, silla niissé ei vaadita skaalafunktion S kisittelyd. Toisaalta
lausetta 13 voidaan kiyttdi vain kun g € C?*(I), mikd rajaa pois useat min- tai
max-funktioita sisaltavit palkkiot.

Lause 13. Olkoon g € C*(I), F = (A—r)g € LY(I) ja & € I funktion F yksikisittei-
nen nollakohta, jolle F(x) >0 (F(x) <0) kun x < & (x > %). Tdlldin optimaalinen
pysaytysaika on T, missd § on yhtdlon ¢'(x),(v) = g(x)Y.(x) yksikdsitteinen juuri
ja pysiytysongelman arvofunktio V. on kuten lauseessa 12.

Todistus. Lemman 1 ehdot tayttyvat, joten
g'(x) Yy () /w :
- ——g(r) = U () F (y)m/(y)dy — 6
Gy @)~ e = [ e F@m

missé § on kuten lemmassa 1. Merkitdén yhtélon oikeaa puolta symbolilla L(z).
g(0) <0 ja F(z) > 0 valilla (0,%), joten L(xz) > 0 kun z < Z. Jos & < K < x, niin
véaliarvolauseen perusteella

Yr(z) —

L(z) = L(K) + ¢r(a) F(a)m/(a)(z — K)

jollain a € (K, z). F(§) < 0, joten lim,4o L(x) = —oo. Toisaalta L on jatkuva po-
sitiivisilla reaaliluvuilla, positiivinen vélilla (0, ) ja aidosti viheneva valilla (%, 00),
joten yhtdlolla L(z) = 0 on olemassa yksikésitteinen ratkaisu § € I. Tdmé on yhté-
pitdvid sen kanssa, ettd § on yhtélon ¢'(z)i,.(z) = g(x)y).(x) yksikisitteinen juuri.
Tulos seuraa nyt lauseesta 12. O

Siirrytddn seuraavaksi tarkastelemaan yleisen impulssikontrolliongelman ratkai-
sua. Ratkaisu perustuu osittain optimaalisen pysdytyksen ongelman ratkaisulle ja
seuraavalle aputulokselle.
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Lemma 2. Olkoon xq € I, f : I — Ry r-eksessiivinen diffuusion X, suhteen ja
f(x) > g(x) + f(xo) kaikilla x € I. Tdlloin

k=

f(z) > supE
vey

kaikilla x € I eli funktio f dominoi kontrolliongelman arvofunktiota V' koko tila-
avaruudessa I.

Todistus. Olkoon v = {7,...,7n;(1,...,(n} sallittu impulssikontrolli ja olkoon
7o = 0. Kontrolloitu prosessi X} kayttaytyy diffuusion X, tavoin kahden perédkkiisen
pysdytysajan 7; ja 7;41 valilld, joten funktion f r-eksessiivisyydestd seuraa

B, f(XY, )] < Eale " f(X2)

7'+1

kaikilla z € I ja 0 < 7 < N — 1. Télloin

Mw

k
D Bule (XD e (X))
j=0

k

E, | e (X5 1)~ f(X2))

7=0

& f(x) = Egle™ ™ f(X7

Tk+1—

ja koska 7; = o kaikilla j, saadaan edellinen epdyhtalo ehdon f(z) > g(z) + f(zo)
nojalla ja rajalla k — N muotoon

f(z) > supE,

vey

>

k=1
kaikilla z € I. [l

Lemma 2 antaa riittdvin ehdon sille, etté positiivinen reaalifunktio dominoi kont-
rolliongelman arvofunktiota. Kontrolliongelma voidaan ratkaista rakentamalla lem-
man 2 ehdot tayttava funktio, joka vastaa samalla ongelman kassavirtaa jollain kont-
rollilla v € V. Osoittautuu, ettd tdman kontrollin voidaan erdiden yleensi toteutu-
vien ehtojen vallitessa olettaa olevan muodoltaan kuin jono identtisid optimaalisen
pysaytyksen ongelman ratkaisuja ja néin ollen hyvin yksinkertainen. Téllaisia kont-
rolleja sanotaankin jatkossa yksinkertaisiksi ja yksinkertaisen kontrollin sisdltévii
impulssikontrolliongelman ratkaisuja yksinkertaisiksi ratkaisuiksi.

Maaritelma 17. Oletetaan, ettd X, kiiynnistyy tilasta x € I. Yksinkertainen kont-
rolli on kontrolli v € V, jolla 7; = 7, = inf{t > 0: X; > y,,} kaikilla i > 1,
& = Yuo — o kaikilla ¢ > 1, & =2 — 29 kun = > y,, ja & = & kun x < y,,. Yk-
sinkertainen kontrolli on siis kontrolli, joka vie diffuusion X, vilittomasti tilaan x,
aina, kun se osuu tilaan y,, > xo. Toisin sanoen, on olemassa yksikésitteinen tila
Yzo € I, jossa kontrollointi tapahtuu.
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Rakennetaan seuraavaksi kontrolliongelmalle yksinkertainen ratkaisu ja méérite-
taan riittavat ehdot téllaisen ratkaisun olemassaololle. Maaritellaan tila-avaruudella
I funktio

Fyy (@) = Egle ™0 (g(X7 ) + Fy, (20))]
9(x) + Fy,, (o) kun 2 > y,,
= Yr(2)

(g(x) + wao(xo)) kun x <y,

Ur(y)
missd 0 < g < ¥Ya, ja osumisaika 7,, = inf{t > 0 : X; > y,,}. Funktio F,
vastaa impulssikontrolliongelman kassavirtaa mielivaltaisella yksinkertaisella kont-
rollilla. Esitetddn F), seuraavaksi eksessiivisten funktioiden avulla kuten pyséyty-
songelman kohdalla tehtiin. Diffuusion kdiynnistyessi tilasta xy saadaan

¢T (l’o)
Vr (Yao)

Fy,y (0) = (9(2) + Fy,, (20))

B ¢T($0>g(yz())
< Fymo (JI()) - ¢T(y$0) - wr(xO)

jolloin £, = voidaan esittdd muodossa

@) = {g(as) + (o) ulya,) Kuna = g,
¥ro () (Yo ) kun z < y,,

missa

9(Yao)
wr (y:vo) - 77Z)T<CCO)

Yksinkertaiset kontrollit kuuluvat joukkoon V), joten selviisti F,, () < V() kaikilla
Yzo, ® € 1. Epéyhtélo voidaan kdantdd, kun F,, —toteuttaa lemman 2 ehdot. Huo-
mattakoon vield, ettd epéyhtdlo F,, (v) > F,, (o) + g(x) toteutuu automaattisesti
kaikilla = > y,, ja valilla (2o, Yz, ), jOs u(yz,) > u(x) kaikilla x € (g, Ys, )-

Ongelman ratkaisu voidaan nyt jakaa kahteen osaan. Ensin esitetdin riittévit
ehdot funktion F,, —eksessiivisyydelle. Téamén jélkeen lemmassa 4 esitellddn erds
yleensd toteutuva riittévé ehto, jolla epiyhtdld Fy, (z) > F,, (zo)+g(z) on voimassa
koko tila-avaruudella I. Jos ehdot toteutuvat, lemmasta 2 seuraa V = F@wo eli F@wo
on kontrolliongelman arvofunktio ja ongelmalla on olemassa yksinkertainen ratkaisu,
johon liittyvé yksikésitteinen kontrollitila on ¢, = argmax,., {u(z)}.

u(ymo) =

Lemma 3. Olkoon j,, funktion u lokaali maksimi joukossa (xo,00), D C I kor-
keintaan numeroituva, g € C*(I'\ D), ¢'(z=%),¢"(z%) < oo kaikilla x € D ja olkoon
funktio

AT
S'()

g'(r)
S'(x)

Ay, (x) (9(2) + u(fyy )ior(0)) — ()
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kasvava vdlilld (§,,, 00). Tdllgin funktio Fy, (x) on r-eksessiivinen. Jos §,, ¢ D,
nn

g/(@xo)@b?“(@xo) - '17&,‘(1’0)) = ¢;(@Io)g(@xo)
ja Fy, (x (x) toteuttaa sileysehdon limgtg, E (x) =9 (V)

Todistus. Eksessiivisyyden todistus on analoginen lauseen 12 todistuksen kanssa.
Jos §,, ¢ D, niin

U (§4,) =0

<~ g,(@xo)<w'f’(@x0) - 77Z)T<x0)) - w;(@xo)g(?}xo)
jalimgqg, £y () = limgy, 90(2)9 (92) /00 (bay) = 9 (G- O

Lemma 4. Olkoon §j,, funktion u lokaali maksimi joukossa (xy,00) ja g € C*(I\D),
missd D on korkeintaan numeroituva tila-avaruuden osajoukko. Oletetaan myds,
etti g'(v£) < oo kaikilla x € D ja g'(x) /v, (x) on vihenevd vdlilld (0,7,,). Tdlldin
epdyhtilo Fy, (v) > Fy, (x0) + g(x) on voimassa kaikilla x € I.

Todistus. Madritelldin A(z) = u(y,, ) (Vr(z) =1 (20)) — g(z) joukossa I. u(y,,) = 0
joten w(y,.) = ¢ (U4,)/¥r(Uy,)- Funktion v, kasvavuudesta ja funktion g'(-)/v.(-)
vihenevyydestd seuraa nyt

A(w) = u(§y )Pr(2) — g'(2)

= (@) (wf(@)) ~5)

<0

kaikilla € (0,20) \ D. A(zo) = 0, joten A(z) = 0 eli Fy, (z) = F, (20) + g(x)
myos valilla (0, zg). O

Lause 14. Oletetaan, ettd lemman 3 ja 4 ehdot ovat voimassa. Tdlléin kontrollion-
gelmalla on olemassa yksinkertainen ratkaisu, jossa ratkaisuun liz’ttyvd kontrollitila
on i, = argmax,., {u(z)}. Lisiksi ongelman arvofunktio on 'V = Ey,,

Todistus. F@IO vastaa yksinkertaisella kontrollilla saavutettavaa kontrolhongelman
kassavirtaa, joten V(z) > Fj, () kaikilla € I. Lemman 3 ehdot ovat voimas-
sa, joten Fj —on r-eksessiivinen. Lemmasta 4 seurauksena epéyhtdlo Fj, (z) >
Fy, (@) + g(x) toteutuu kaikilla @ € I. Funktio Fj_ - toteuttaa lemman 2 ehdot,

o

joten Fy () = V() kaikilla z € I, mistd tulos seuraa. O

Lause 14 on hyodyllinen kontrolliongelmia ratkaistaessa, sillid palkkiofunktion
g ei tarvitse olla jatkuvasti differentoituva. Lemman 3 ehtojen tarkistaminen vaa-
tii kuitenkin jélleen skaalafunktion késittelyd sekd suhteellisen mutkikasta muotoa
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olevan funktion A@m monotonisuuden tutkimista, joka voi olla monimutkaisempien
palkkioiden ja diffuusioiden kanssa hyvin hankalaa. Tilanne helpottuu huomattavas-
ti kun g € C?(I), aivan kuten pysiytysongelman parissa. Lause 15 onkin kontrol-
liongelman analogia lauseelle 13.

Lause 15. Olkoon tila-avaruuden I alareuna 0 saavuttamaton diffuusiolle X, g €
C*(I) ja F = (A—r)g € LY(I). Oletetaan lisiksi, etti F' on vihenevi jalimg o F(z) >
0 > limgtoo F(x). Tdllgin impulssikontrolliongelmalla on olemassa yksikdsitteinen
yksinkertainen ratkaisu, jossa diffuusion kontrollointi tapahtuu tilassa 4, ja ongel-

man arvofunktio on V = Fj
0

Todistus. Oletuksista seuraa lauseen 13 mukaisesti, ettd on olemassa yksikésitteinen

g eI, jolla ¢/ (5)i(5) = 9)L(H) Ja o' ()8, (2) < ga)dl(a), kun & > . Lemman
1 perusteella

g"(x)

oy V@) 2
T ) — @)

5 [ (@) = Py <0

kaikilla = € I, joten ¢'(z)/v.(x) on vihenevi. Nédiden havaintojen perusteella funk-
tiolle v(z) = ¢'(x)(Vr(x) — Yr(x0)) — YL (x)g(x) pétee v(z) > 0 vililla [zg, 21 ), missd
xy = sup{z € I : g(x) = 0}. Lisdksi v(x;) > 0 ja v(z) < 0, kun z > g. Té-
ten on olemassa ainakin yksi ¢, € I, jolla v(j,,) = 0. Ehto on yhtépitdvi ehtojen

Uwo = argmax,., {u(z)} ja g'(0,,)/ V0 (0s,) = u(ly,) kanssa. Toisaalta g'(x) /()
todettiin vaheneviksi, joten g, on yksikésitteinen.

Lemman 4 mukaisesti funktion ¢'(z)/t.(z) monotonisuudesta seuraa, ettd ei-
negatiivinen funktio Fy, € C?*(I) toteuttaa epiyhtilon Fy, () = Fy, (20) + g(2)
kaikilla = € I. Lisiksi AFy, (x) = rFy, () vélilla (0,7,,). Vlilld (§,,, co) saadaan
puolestaan

AFy, (2) —rF, () = F(x) = ru(§,,) (o)

~

= 50 (U20)9" Wy) + 1(Y20)9 (Uy) — 7Yy )V (91

< (30700000000 + 02,0 0) = i) ) )

= (A () = 790 (U0))) ()

=0

joten F@IO on r-eksessiivinen. Tulos seuraa nyt lemmasta 2. O
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Lauseen 15 avulla kontrolliongelman yksinkertaisen ratkaisun olemassaolo voi-
daan todistaa melko yksinkertaisesti lauseeseen 14 verrattuna. Kuten todistuksen
alussa kévi ilmi, lauseen 15 ehdot riittavat myos pysiytysongelman ratkaisemiseen,
silld jos F on vdhenevi ja lim, o F'(z) > 0 > lim,4oo F'(z), niin funktiolla F' on ole-
massa yksikésitteinen nollakohta & € I, jolla F(z) > 0 (F(x) < 0) kun =z < &
(x > 7).

Téassa luvussa esitelty analyysi ei ole kaikenkattava kuvaus stokastisen impulssi-
kontrolliongelman diffuusioteoreettisesta ratkaisusta. Kokonainen analyysi seké sen
sovelluksia 16ytyy Alvarezin paperista [1]. Luvussa on kuitenkin esitetty lahestymis-
tavan padpiirteet, joiden avulla muistittomasti muuttuva impulssikontrolliongelma
voidaan ratkaista. Osoittautuu, ettd tavallisen impulssikontrolliongelman ratkaisua
ei voida pelkistadn kdyttdd apuna muuttuvaa ongelmaa ratkaistaessa, vaan lauseet
12 - 15 ja lemmat 2 - 4 voidaan kopioida muuttuvalle ongelmalle ldhes sellaisinaan.
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5 Muistittomasti muuttuva ongelma

Laajennetaan luvun 4 diffuusioteoreettinen ldhestymistapa koskemaan tietynlaisia
satunnaisen muutosajan regiiminvaihto-ongelmia. Tarkastellaan tilannetta, jossa dif-
fuusion dynamiikka, palkkiofunktio tai molemmat kokevat muutoksen satunnaisella
ajanhetkelld T : " — R,. Oletetaan muutosta edeltdvidian ja muutoksen jilkeiseen
maailmaan liittyvit palkkiofunktio ja diffuusion dynamiikka tunnetuiksi, jolloin ai-
noastaan itse muutosaika on tuntematon. Oletetaan vield yksinkertaisuuden vuoksi,
ettd muutosaika noudattaa eksponenttijakaumaa, toisin sanoen 7" ~ Exp(A). Mer-
kitddn jatkossa muutosta edeltdviin maailmaan liittyvid asioita (esimerkiksi dif-
fuusiota ja palkkiota) alaindeksilld 1 ja muutoksen jdlkeiseen maailmaan liittyvid
asioita alaindeksilld 2. Useamman alaindeksin tapauksessa muutokseen liittyva in-
deksi on kirjoitettu aina ensimmaéisend. Esimerkiksi muutosta edeltdvin maailman
diffuusiota merkitddn X;; ja muutoksen jilkeisen maailman palkkiota merkitdan
g2. Poikkeuksena merkitadn diffuusion X, elinaikaa symbolilla (;, yksinkertaiseen
kontrolliin liittyvaa tilaa x; ¢ lyhyemmin z; ja kontrolliongelman yksinkertaiseen rat-
kaisuun liittyvad kontrollitilaa ;.

Muutoksen jilkeisessd maailmassa tilanne palautuu luvussa 4 kasiteltyyn tavalli-
seen impulssikontrolliongelmaan, joten lauseen 12 tai 13 ehdoilla pysdytysongelman
arvofunktio on

g2(x) kun x > ¥,
V = r
2(®) 92@2>—¢2, (@) kun z < g,

wQ,r (@2)

missé kontrollitilta 7, = argmax{gs(x) /12, (x)} on yksikésitteinen.
Vastaavasti impulssikontrolliongelman arvofunktio on lauseiden 14 tai 15 ehdoilla

92(x) + Yo (w2)ua(yy) kunaz > g,
Vv _ ,
2(z) {¢2,T(I)U2(@2> kun z < g,

missd §J, = argmax,. ,, {uz(x)} on yksinkertaiseen ratkaisuun liitty v yksikésitteinen
kontrollitila.

Muutosta edeltivissd maailmassa tilanne on monimutkaisempi, silld sekd muu-
tosaika ettd muutoksen jilkeinen maailma vaikuttavat optimaalisiin kontrollitiloihin
ja arvofunktioihin. Noudatetaan samaa juonta kuin luvussa 4 ja kisitelldin pysays-
tysongelma ensin.
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5.1 Pysaytysongelma

Mikali diffuusio X, kiiynnistyy tilasta x, on muutosta edeltdvin pysdytysongelman
arvofunktio diffuusioiden vahvan Markov-ominaisuuden perusteella

‘71(33) = sup E, {/ e_”gl(Xl,T))\e_)‘sds +/ )\e_(’”“)(s_t)f/g(leT)ds]
T t

T<(1

= ARy V2) @) + 5up By [V (g1(Xi ) = MRupaa¥2)(Xi0))|

T<(1

Rajalla A | 0 muutosta edeltivii arvofunktio V; on samaa muotoa kuin muutok-
sen jilkeinen arvofunkio V. Toisaalta E[T] 1 co kun A | 0, joten rajalla ongelman
muutos ei tapahdu Aédrellisessi ajassa (melkein varmasti) ja ongelma palautuu ta-
valliseen, luvussa 4 kisiteltyyn ongelmaan.

Lause 16. Vl(xz on pienin palkkiofunktion g1(x) majorantti, jolle funktio
Vi) = MRy,42V2) () on r+ X-eksessiivinen diffuusion X, suhteen.

Todistus. Olkoon t > 0. Talldin
B, [e PV (X0 0) = AR V2) (X1,)

=E, {6(”” sup Ex, [ef(rﬂ)f(gl(Xl,r) - /\(R1,T+A‘72)(X1,T))H

T<(1

= sup B, [V (1(X1s) = AR1raVa)(X1,))|

t<t<(1

< ‘71 (.CC) - )\(Rl,r—i—)\‘??)(x)

ja eksessiivisyyteen liittyvi raja-arvoehto on triviaali. Jos U(x) on palkkiofunktion
g1(z) majorantti, jolle Vi (z) — A(Ry,42V2)(x) on r+ A-eksessiivinen diffuusion X ;
suhteen, niin

Vi(@) = MR1paV2) (@) + sup By [ (g1(X10) = A(BupiaV2) (X10))]

7<(1

S /\(RLH_)\‘N/Q)(ZE) + sup Em |:€_(T+)\)T<U(X1,T> — /\(RLT_._)\VQ)(XLT))}

T<(1

< U(x)
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Olkoon y > 0. Médritellddn luvun 4 hengessd uusi funktio f/ly vaihtamalla
arvofunktion V; supremum tuntemattomaan osumisaikaan 7,. Selvisti

o a1 () kunxz >y
V() {)\(R17T+,\‘~/2)(aﬁ) + Y1,42(2)B(y) kunz <y
B(y) = 91(y) — )‘(Rl,r+)\‘72)(y) 9)

7v/}l,r-&-)\ (y)

Lause 17. Olkoon funktiolla B olemassa yksikdsitteinen globaali maksimsi kohdassa
7, = argmax{B(x)}, D C I numeroituva, 1717@1 () = MR1,AV2)(z) € C*(I\ D),
Vg (@) = ARiaVe) (22) < 00, Vi (2%) — MRy Va)"(a%) < oo kaikilla
x € D ja olkoon funktiolle

g1(@) 2 (@) — 91 (@)1 0 ()

Alw) = Si)

VoIMassa A/(m) > M1 ya () Va(2)ml () kaikilla © € (§,,00) \ D. Oletetaan lisiksi,
ettd kaikilla x € (§,,00) \ D on voimassa

/:O b1r40(2) ((7’ +N)ag1(z) — Aigi(z) — /\‘~/g(z)> m)(z)dz > 0,

5+ / Urra(2) ((r+ N1 () = Aiga(2) = AVa(2) ) mh (2)dz = 0
0
missd 0 on kuten lemmassa 1. Talloin kaikilla x € 1

~ T o gl(l') kun x Z gl
V1($) = V17y1 (33) = {)\(RLTHf/z)(lﬁ) + w““(w)B(gl) kunz < g,

Todistus. Selviisti Vi(z) > Vi, (). Arvon B(§;) maksimaalisuuden perusteella
V15, (z) on funktion gi(r) majorantti. Lauseen 16 nojalla tarvitsee endis osoittaa
funktion V5 (2) — A(Ry,+2V2)(x) eksessiivisyys. Lauseen 12 todistusta mukaillen
médritelldin joukossa (7,,00) \ D kuvaukset

‘7/1~ X —)\R1T+,\‘72,l’ /1r+)\I ~ ~
oty = VST o) = B 01 ) - AR T )
ir—l—/\x ~ ~ ‘7/1@ T _/\Rl,r ‘72/.%'
ate) = 228, (1) - A a0 - DD,
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Oletuksista seuraa L4(z), Ly (z) < oo kaikilla x € (§;,00)ND. Lemman 1 perusteella

91 (2)P1ra(7) — g1(2)
S1()

Prra(@) / T a2V ()l (2)dz > 0

& [ o1 (004 Non(e) = Aiga(2) = AVa(a)) i () 2 0
ja
Ly(x) >0

g1 (ﬁ)wi,ru(x) — 1 (2) Y140
S1(x)

(@) _, /0 () Va(2)ml (2)dz > 0

Py /0 () ((7’ T N)g1(2) — Avgi(2) — w2<z)) m! (2)dz > 0

Joukossa (j;,00) \ D funktiota A(z) koskevasta oletuksesta ja lemmasta 1 seuraa

Ly(x) = A'(2) = M1 g (2) Va()m} (x) > 0

ja

. ¢1,r+,\(37)
7/J1,r+x(96’)

Funktiot Lg(z), Ly () ovat ei-negatiivisia, Ly(7) on vihenevi ja Ly (7) kasvava vililli
(71,00), joten serauksen 1 perusteella funktio Vg () — A(Ry,4aV2)(z) on 7+ A-
eksessiivinen diffuusion X;; suhteen. O

Liy(z) = (A'(@) = Mo pr (@) Val@)mi (@) <0

Lause 17 on muistittomasti muuttuvan pysédytysongelman vastine lauseelle 12.
Oletukset vaikuttavat monimutkaisilta ja hyvin hankalilta vahvistaa, mutta ratkai-
sun riittavat ehdot yksinkertaistuvat jilleen tilanteessa, jossa D = ().

Lause 18. Olkoon g, € C2(I) ja Aygi(z) — (r + Mgy () + A\Va(z) = F(z) € L£1(])
ja oletetaan, etta on olemassa yksikasitteinen funktion F(x) nollakohta & > 0 jolle
F(z) >0 kun oz < 2 ja F(x) <0 kun x > z. Tdlloin muutosta edeltivin pysdyty-
songelman optimaalinen pysdytysaika on 71 = inf{t > 0: X, € (y,,00)}, missd ¥,
on yksikdsitteinen tila g, = argmax{B(x)}.

Todistus. Olkoon

L@ = [ 1P ()= — 8
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Lemman 1 perusteella

(91(2) = AM(B1riaV2) ()11, (@) = (91(2) = A(RiriaVa) ()9 40 (2)
Si(x)
Koska ¢g(0) < 0 ja oletuksen mukaan F(z) > 0 vililld (0, ), niin L(x) > 0 vilill4
(0,2]. Jos & < C' < x, niin véliarvolauseen perusteella

L(z) = L(C) + Y1, (a) F(a)my(a)(z — C)
jollain a € (C, z). Toisaalta F'(z) < 0 kun x > Z, joten lim,4 L(z) = —oo. Lis#ksi
L(z) on jatkuva tila-avaruudessa I ja monotonisesti viheneva vélilla (&, c0), joten on
olemassa yksikésitteinen 7, jolle L(g,) = 0 eli §, = argmax{B(x)}. Selviisti g, > z,
joten funktion L(z) monotonisuuden nojalla funktiolle
9 (@)],0r(®) — G20 (2)
Si(x)

pétee A/(m) > M1 pga(2)Va(2)m) () kaikilla z € (7, 00). Funktion F(x) negatiivi-
suus valilld (2, 00) johtaa puolestaan epéyhtdloihin

/:O P1,r42(2) ((T + Ngi(2) — Aigi(2) — /\f/g(z)> m,(z)dz > 0,

= L(z)

Alz) =

(5+/ U1 (2 r+>\)gl( ) — Algl(z)—kf/g(z)) mi(z)dz >0

Viite seuraa nyt lauseesta 17. O]

5.2 Kontrolliongelma

Ratkaistaan seuraavaksi kontrolliongelma muutosta edeltdvissd maailmassa. Merki-
tddn jilleen mahdollisten kontrollien joukkoa symbolilla V. Kontrolliongelman ar-
vofunktiota muodostettaessa tiytyy ottaa huomioon, ettd muutos voi tapahtua tu-
levaisuudessa minké kahden perikkiisen kontrolliajan vélissd tahansa tai kaikkien
kontrolliaikojen jélkeen. Niinpé arvofunktio ennen muutosta on

Z/ e~ (T N)s <Zgl brm +V2(X{’8)>ds]

Vi(z) =supE,

vey

=sup E,
veV

/ Ae” L (XY ) ds+z g (XY, )]
0

=1

N

Z (N7 (Xfr 7) )\6(T+)‘)TN(R1,7~+)\V2>(XLTN)]

i=1

= )\(Rl,r—l-)\%)(x) + sup E,

vey

Selvisti my6s muuttuva kontrolliongelma palautuu luvun 4 ongelmaan rajalla A |
0. Laaditaan nyt ratkaisu muutosta edeltdvéille kontrolliongelmalle kiyttden samaa
metodia kuin luvussa 4.
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Lause 19. Olkoon f : I — Ry funktio, joka toteuttaa epayhtilon f(x) > gi(x) +
f(z1) kaikilla x € I ja jolla f(x) — A(Ry,4+2V2)(x) on r+ A-eksessiivinen diffuusion
Xyt suhteen. Tdlloin f(x) > Vi(x) kaikilla © € I.

Todistus. Olkoon v sallittu impulssikontrolli kontrolliajoilla {7;}; ja olkoon 75 = 0.
Kontrolloitu diffuusio X7y, kiyttaytyy lineaarisen diffuusion X, tavoin kontrolliai-
kojen vilissé, joten oletuksesta seuraa

0<E, [ef(rﬂ)nf()qu) _ () n+1f( Vs )]
A [ Ry ) (X7) — € (R V) (K,

:Ex |:6_(T+A)Tif(X1V7Ti) - (T+>\ TZ+1f( 1 sTit1— )]

Tit+1—
+E, { / Ae(T“)SVQ(XLS)ds}

kaikilla 7 ja x € I. Summaamalla indeksin ¢ yli saadaan

E,

Tk+1 k
/ ATVV(X s + Y (eI — e IR, >>] =0
0 =0

& f(r) > E, Uoml Ae—(r+x)sv2(XLS)dS] +ZE$ [e= N7 (F(XY, ) — F(XY))]

+E, [ (T+/\)Tk+1f( ! ren )]

missd k < N. Nyt oletuksista f(z) > gi1(z) + f(z1) ja X1, = z1 seuraa rajalla
k— N

f(z) 2 Eq

TN N
/ ALY s + 3 eV gy (7, >]
0 i=1

Koska impulssikontrolli v oli mielivaltainen, on epayhtalé voimassa kaikilla v € V,
jonka seurauksena f(z) > Vi(z) kaikilla x € I. O

Tutkitaan seuraavaksi, millaisissa tilanteissa impulssikontrolliongelmalla on ole-
massa yksinkertainen ratkaisu muutosta edeltédvissd maailmassa. Oletetaan x; < y
ja madritelladn tila-avaruudella I kuvaus

Fiy(@) = Eu | O (g, (y) + Py (010)) + / | Vz(Xl”,s)dS]
0

Oletuksesta z; < y seuraa

Fiy(z1) = %(91(?/) + Fi (1) — MR140V2) () + MRy 2 V2) (21)
o Fly(371) (2 r—M(fEl)(gl( ) - /\(RLH_)\VQ)(y)) + )‘(Rl,r—i-)\‘/Q)(Il)

V1,4 (y) — Y1rea(1)
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ja méaarittelemalla

91(y) = MR+ V2)(y) + MRy 2 V2) (1)
¢1,r+>\(y) - ¢1,r+)\(l’1)

ui(y) =

saadaan

Fi(z) = MR 42 Va) (1) + Y1 ppa(@)ur(y) + g1(z) kuna >y
Y A(leﬂvz)(i’«“) + wl,r—k)\(x)ul(y) kunz <y

Lemma 5. Olkoon g, funktion uy(z) yksikdsitteinen lokaali maksimi joukossa (xq,00).
Olkoon D C I numeroituva, gi(x) — MRy ,\V2)(x) € C*(I\ D),

g1 (zE) — AMR1,42Va) (z£) < 00, gf(x£) — AM(R1,42V2)" (x£) < 00 ja olkoon funk-
tiolle

/1,7"+)\ (.CE)

St () A(B1raV2) (1) + Y1 ea(@)ua (91) + 91(2)) — M¢l,r+>\($)

Anlo) = ()

voimassa Ay (x) > M1 A (@) Va(z)mi(x) kaikilla x € (§1,00)\ D. Oletetaan lisilksi,
ettd kaikilla x € (y,,00) \ D on voimassa

/OO P1r4a(2) ((r + VA Br 2 V2) (1) + Drra(zi)un (§1) + 91(2))) my(2)dz

> [ 01ral) (A 2) + AVa(2) i (2

3 [ 1 (4 MRV ) + b (o) + () mi (2)d
> [ i) (i) 4 AVa(o)) )t

missi 6 on kuten lemmassa 1. Tdlloin Fyy () on r+ A-eksessiivinen diffuusion X
suhteen. Jos lisiksi i, ¢ D, niin

(i) = 91(51) = AMRy,2V2)' (1)
! ¢1,T+A(@1)

ja funktio Fy g, (x) toteuttaa sileysehdon lim,qg, FY, (x) = g1(3n).

(10)

Todistus. Eksessiivisyyden todistus on analoginen lauseen 17 kanssa. Jos ¢, ¢ D,
niin

Ull(fh) =0«< 91(@1) - )‘(Rl,rJr)\‘/Q)/(Ql) = Ul(@1)¢/17r+>\@1)
ja
lim F{yl(ﬁ) = )\(R1,r+/\V2>/(@1) + ¢l1,r+/\@1)u1(@1) = ¢1(in)

=M
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Lemma 6. Olkoon 3, funktion u,(x) yksikdsitteinen maksimi joukossa (x1,00), D C
1 mumeroituva, gy(z)— A(Ry53V2)(2) € C1(I\ D), g} (r£) ~ (a2 Va) (5) < o0
kaikilla x € D ja olkoon (g)(x) — AM(R1,42V2) (%)) /1 ;45 (2) vihenevd vililld (0,7,).
Télloin Fyy (x) > Fig, (21) + g1(x) kaikille x € 1.

Todistus. Olkoon A(x) = uy () (V1rea(x) — Y1ria(x1)) — g1(x) = ARy 2 V2) (21) +
ARy 42 V2) (7). Funktion (g)(z) — A(R1,1aV2)'(7))/4] ,\(7) monotonisuuden pe-
rusteella kaikilla x € (0,21) \ D

A(z) = ur(§)V) 2 (@) = 91(2) + MR1p42V2) (2)

_ () 91(01) = AR1riaV2)' (1) g1(@) = ARy, V2) ()
b wi,r-i-)\(@l) /l7r+/\ (z)

<0

Toisaalta g(z1) < 0, joten A(zy) > 0 kaikilla z € (0,21) \ D. Tdmén seurauksena
Fig (x) > Fiy (x1) + g1(x) kaikilla & € 1. O

Lause 20. Olkoon tila-avaruuden alareuna 0 saavuttamaton tila diffuusiolle X1 ja
olkoon gi(x) — MRy, V2)(x) € C*(I), Aiga(z) — (r + Nga(z) + AVa(z) = F(x) €
Li(I). Oletetaan lisiksi, ettd F(x) on vihenevd joukossa I ja limg o F(z) > 0 >
limgjoo F'(). Tdlloin Vi(x) = Fiy, (v) ja on olemassa yksikdsitteinen tila 3§, > x,
joka toteuttaa optimaalisuusehdon (10).

Todistus. Lauseen 18 perusteella on olemassa yksikésitteinen § > 0, jolle (g(z) —
A(R1riaV2) (2))0140(2) < (91(x) = AM(R1paV2) ()01, 45 (2) kaikilla 2 > 7. Ole-
tuksista seuraa myos
(91 (2) = ARy 2V2)" (@)1, 0 (@) = (91(2) = A(R1 300 V2) (@)U, (2)
Si(x)

g

2(r+ X)) [* RN (2d
[ @) - FE)m ()

<0

joten (g1 (z) — AM(R1,1AV2)'(7)) /4] . \(7) on viihenevi joukossa I.
Olkoon nyt & = sup{z € I : g;(z) =0} ja

(@) =(91(%) = MB1raV2) (2) (Y1042 (2) = Prra(21))
= (91(2) = ARy 2 V2) (2))91 42 ()

(Ry,+2Va)(z) > 0 kaikilla z € I ja ei-negatiivisten £(I)-funktioiden resolventit
ovat eksessiivisid, joten v(z) > 0 kaikilla x € [z1, ) ja v(Z) > 0. Toisaalta v(z) < 0
kaikilla x > g, koska

v(z) < (91(x) = MBrraV2) (@) 010a(2) = (91(2) = AR V2) ()¢5 (2)
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Lisaksi v(x) on jatkuva, joten on olemassa vihintain yksi g, > 0, jolla v(y;) = 0.
(91(2) — ARy nVa) (2)/2],4(2) on véhenevi ja

o) _ i)~ MRren eV (@)
¢1,r+/\(l‘) ¢1,r+/\($)

joten §; = argmax,., {ui(x)} on yksikisitteinen.
Funktion (g () = A(R1,aV2)' (2)) /%1 (%) monotonisuudesta seuraa myds lemman
6 mukaisesti [ 5, () > Fi 5, (1) + g1(x) kaikilla = € 1.

Selvisti Fy 5 (z) — AM(R1,AVa)(z) € C*(I \ {i1}) ja

Ai(Frg, (z) = AMR1raV2)(2)) = (r+ M) (Frg, () — A(Rir42V2) (2))
valilla (0,9, ). Valilla (y,, 00) méiritelty funktio
H(z) = Ai(Fig,(2) = AR1raV2) (@) = (r + A (Frg, () = A(Ri,m42V2) ()

(V1,r4a(®) = 1A (71)) — g1(2) + MR V2) ()

on vihenevi funktion F'(z) monotonisuuden perusteella ja

1) = PO (g0 5) — MR V)" 00)) 0 (30) (04 51) — AB1r13) (1)

— (1 + M) (91(71) = AMRLAV2)(§1)) — (7 + A A (RraVa) (@1) + Y1 rpa(1)ua (97))

9/n
< - <2y1) L (@) (@) + 1 (G) Y @) u(@r) — (0 + N (@) ua (§1)

= (A1 (@1) = (7 + Nrra(@1)))ua (91)

=0

joten H(zx) < 0 kaikilla & > g,. Néin ollen F 5 () — MRy ,12V2)(x) on 7 + A
eksessiivinen diffuusion X, suhteen. Viite seuraa nyt lemmasta 19. O

Analyysin voidaan todeta, ettd muistittomasti muuttuvan impulssikontrollion-
gelman ja luvun 4 tavallisen impulssikontrolliongelman yksinkertaisten ratkaisujen
olemassaolo voidaan todistaa padpiirteissidn samankaltaisilla tavoilla. Kuitenkin
lauseita 12 ja 17 sekd lemmoja 4 ja 5 vertaamalla nihdédén, ettd jos muutosta edel-
tava palkkiofunktio ei ole differentoituva, tulee yksinkertaisen ratkaisun riittdvien
ehtojen tarkistamisesta hyvin tyolasté.

Differentoituvan palkkiofunktion tapauksessa ratkaisun riittivit ehdot voidaan
tarkistaa huomattavasti helpommin, mutta ehdot ovat jokseenkin tiukempia kuin ta-
vallisella impulssikontrolliongelmalla. Esimerkiksi tavallisen kontrolliongelmaan liit-
tyvissd lauseessa 15 vaaditaan funktion A;gi(z) — (r + A)gi(z) olevan vidhenevi,
kun taas muuttuvaan kontrolliongelmaan liittyvéssa lauseessa 20 vihenevyyttéd vaa-
ditaan funktiolta A;g:1(z) — (r + A)g1(x) + AVa(x). Funktion Ay ¢;(x) — (r+ X g1 (2)
arvon taytyy siis pienentyé vihintddn yhtd nopeasti kuin funktion A\V5(z) arvo kas-
vaa. Ehdot tietysti yhtyvit toisiinsa rajalla A | 0. Itse asiassa kaikki tdmén luvun
tulokset palautuvat luvun 4 vastineisiinsa rajalla A | 0, koska raja vastaa ongelmaa,
jossa muutosta ei tapahdu.

38



6 Esimerkkeja

Havainnollistetaan lukujen 4 ja 5 tuloksia esimerkkitapausten avulla. Kaikki kési-
teltavit esimerkit liittyvit geometrisen Brownin liikkeen ja siledn, yksinkertaista
muotoa olevan palkkiofunktion parametrien muutoksiin. Palkkiofunktiot ovat

gi(a:):xbi—ci bi>0,cl~>x§.’i, 1=1,2

ja diffuusioiden generaattorit ovat luvun 3.5 mukaisesti

d o2 . d?
Ai = piz— + —+a°—, L =1,2
'uxdx—i_Qxde !

Minimaaliset r;-eksessiiviset funktiot ovat puolestaan ;,,(z) = z®+ ja ¢; . ()

x¥ - missi ro =r, r1 =r+ A ja
Iy I 27

i =-——"—==t,/(z—=5)>2+—

-7 o? \/(2 JZZ) + o?

jolloin Wronskin determinantiksi saadaan

Loy 2r;
Wi=aiy —ai- =24/(5 — =)+ =
Qi+ Qs \/(2 gg) +O‘-2

7 K3

Lisdksi g;(x) > —c¢; kaikilla x € I ja geometrisen Brownin liikkeen polut ovat jatku-
via, joten g; € £;(I) jos ja vain jos kaikilla 2 € I on voimassa
(Rjr,9i)(x) < o0

2 _ v . _ 2
& saoi [ 2 (b — )T gy
W;o; 0
2 o - o b; —2+42p;/0?
+ SR 20 (27— )z Iy < 00
1. ZOéj’,-f—bi—l-‘rQMj/O'Jz Cizaj,,-‘rbi—Q-‘rQMj/O']z
< l1im — < 0
zToo ozj7,+bi—1—|—2uj/032~ aj,,+bi—2+2uj/aj2-

& lim
bi —ajy b —ajp—1

zToo

ZbifajHr Cizbifajﬁr*l
< o0

& oy > b
Madritelladn vield diffuusion tila-avaruudella I = (0, co) funktiot
G(x) = Azga(x) — rga(2), (11)
P(z) = Aigi(x) = (r + Ngr(2) + AVa(2), (12)
(13)

K(x) = Aigi () = (r + A)gu(z) + AVa(z)

joita voidaan kiyttdd apuna yksinkertaisten ratkaisujen olemassaoloa tutkittaessa.

39



6.1 Muuttuva palkkio ja geometrinen Brownin liike

Suoralla laskulla saadaan G(z) = rcg — 03 (a4 — ba)(by — aa,—)xb2/2 (|1], luku 6.1).
Geometrinen Brownin liike ei voi koskaan saavuttaa tila-avaruutensa alareunaa 0,
joten jos ay 1 > by niin sekd pysd@ytysongelmalla ettd impulssikontrolliongelmalla on
olemassa lauseiden 13 ja 15 perusteella muutoksen jilkeinen yksinkertainen ratkaisu.

Lahdetaan liikkeelle muutoksen jélkeisestd pysaytysongelmasta. Maaritetaan op-
timaalinen kontrollitila y,:

i(xbra“ — o~ ) =0

dx

& (by — ag )z Tt a0 T =0

1/bo
Q2 1 Co
& x = (—
Qg 4 — by

Uy = (a yco/(aa — by))Y/*2, joten lauseen 13 mukaisesti arvofunktio on

2% — ¢y T 2 Yy

Va(z) = q byg >+

0427_’_

T2t T <y,

Tarkastellaan seuraavaksi pysidytysongelman yksinkertaisten ratkaisujen olemas-
saoloa ja ominaisuuksia muutosta edeltdvissd maailmassa. Lauseen 18 mukaan rat-
kaisu on olemassa ainakin kun P(x) on aidosti vdhenevd ja lim, o P(x) > 0 >
limy oo P(2).

P(ZL’) = (T + /\)Cl - U%(al,—i- - b1)<b1 — Oélj_)l’bl/2 + )\‘72(33)
joten lim, o P(x) = (r 4+ A)ey > 0. Vlilla (0, 9,)

P'(z) <0

& Aoy 2 a2t < D00 (0 b)) (by — )

2
. ~by blU% ~by
= Qg > b1 ja )\b2y2 < T(Oé17+ — b1)<b1 — 0417,)y2
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ja valilla (g, 00)

P'(z) <0

bo—b bio?
S Ay < T(Oé17+ — bl)(bl — 0[1’,)

2
. o
< by = by ja A< 71(0417+ — bl)(bl — 0417,)

. . b0} _
tai by > by ja )\bgyg2 < %(a17+ —by)(by — 041,,)3/21
Lisiiksi limg1o, P(2) < 0 jos ja vain jos by > by tai by = by ja A < 03 (aq 4 — by) (b —
a1 —)/2. Ehtojen toteutuessa pysdytysongelmalla on muutosta edeltévi ratkaisu, jota
vastaava yksikdsitteinen kontrollitila on 3, = argmax{B(z)}. Arvofunktio on lauseen
18 mukaisesti

ACES S kunz >,
' AMRypaVa) (@) + 2o+ 715 — ¢p — ARy Va)(3y)) kunz <

Siirrytéén tarkastelemaan kontrolliongelmaa. Funktion G(x) ominaisuuksien pe-
rusteella ongelmalla on olemassa muutoksen jélkeinen yksinkertainen ratkaisu, jos
ag 4+ > by. Jos ratkaisuun liittyvé optimaalinen kontrollitila on ¢,, niin arvofunktio
on lauseen 15 mukaisesti

Ab2_a27+
« A
P2 — oy + by 22 ot Jkunz > g,
_ Qg+
‘/2(1;) - /\b2_a27+
by 22 x4t Jkun z < g,
Oé27+

Tassi esimerkissa
2

K () = (r+ Ner — THan g — b) (b — a1, )a” + AVa(a)
joten lim, o K (z) = (r + X)cp > 0 ja vililla (0, ,) paddytddn jalleen ehtoihin
K'(z) <0

. b, D10} A
= Qo > b1 Ja /\bgygz < %(Q{LJ’_ — bl)(bl — (1/17_>ygl

Vastaavasti vélilla (7, 00)

K'(z) <0

2

. g
< by = by Ja A< ?1(041’+ — b1)<bl — Oél’,)
. . by bla% ~by
tal by > by ja )\bng < T(Oé17+ — bl)(bl — 0417,>y2
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jalimge K () < 0 jos ja vain jos by > by tai by = by ja A < of (g +—b1)(b1—aq,—) /2.
Ehtojen toteutuessa ongelmalla on olemassa muutosta edeltivid yksinkertainen rat-
kaisu kontrollitilalla 3, ja arvofunktio on lauseen 20 mukaisesti

bt — ARy, Vo) (3
)‘<R1,r+>\v2)(x1) + 191 ( Lr+A 2) (yl)

a
Vi(z) = blgjbl*l . LAY
MBiaVa) (@) + = peT—
Q1+Y; 7
Analyysin perusteella voidaan péaitelld, ettd pysdytysongelmalla ja kontrolliongel-

malla on olemassa yksinkertainen ratkaisu ennen muutosta ja muutoksen jilkeen,
2

jOS Qg > bl, bl > bQ ja A< %(011,4_ — bl)(bl — OZL_). Ehdoista Qg > bl, b1 > bg

a1, ~
- kuna > )

kun z < 1,

seuraa myos go € L1(1)NLY(I) ja g1 € L1(I). Huomattakoon vield, etti palkkiofunk-
tiossa esiintyvin vakiotermin ¢; muutokset eivit vaikuta ratkaisujen olemassaoloon
millddn tavalla.

6.2 Muuttuva geometrinen Brownin liike

Tilanne, jossa palkkiofunktio pysyy muutoksessa ennallaan mutta diffuusion para-
metrit muuttuvat, saadaan edellisen esimerkin erikoistapauksena. by = b; = b, jo-
ten seké pysédytys- ettd kontrolliongelman yksinkertaiset ratkaisut ovat olemassa jos
A< oiary —b)(b—a1_)/2 ja g € L3(I). Ongelmien arvofunktiot saadaan sijoit-
tamalla edellisen esimerkin arvofunktioihin by = by = b ja ¢o = ¢; = c¢. Esimerkiksi
pysdytysongelman arvofunktio muutoksen jilkeen on

b — ¢ T > Yy

Va(z) = bijo
%—xQQ,“I’ x < @2
0427+

missil J, = (ag ¢/ (g — b))/°. Muutosta edeltivi arvofunktio on

V(x)— b — ¢ kunz > 9,
' ARy A Vo) (@) + 22070 (3h — ¢ — ARy V2) (7)) kuna < §

missd §; = argmax{B(z)}. Arvofunktioita vertailemalla nihdéin, ettd Vi(z) =
Vao(x), kun z > max(y,, 7,)-

6.3 Muuttuva palkkio

Tilanteessa, jossa palkkiofunktio muuttuu mutta geometrinen Brownin liike pysyy
ennallaan, on voimassa 01 = 09 = 0 ja i1 = fig = p. Téstd huolimatta |y 4| >
|O(27:t|, silldri=r4+A>r=rg. Ehtojen Qg > bl, by > by ja A< O'2<0417+ — bl)(bl —
o ) /2 téyttyessd pysdytysongelman arvofunktio muutoksen jilkeen on

x?? — ¢ T 2> Yo
Vio(z) = 52@32_a2’+

Tt x <y,
Qg
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missd J, = (g, ca/(ay — ba))Y*2 ja muutosta edeltiivd arvofunktio on

Vi) = {7 T kunz >,
' ARy, Va) (@) + a1 (G — ) — A(R1,0V2)(51)) kunz < g,

missd 7, = argmax{B(x)}. Vastaavasti kontrolliongelman arvofunktiot saadaan si-
joittamalla o1 = 09 = 0 ja p; = e = p ensimmadisen esimerkin arvofunktioihin.

6.4 Tyhjat muutokset

Viimeisenéd esimerkkinéd tarkastellaan tilannetta, jossa seki palkkio ettd diffuusio
pysyvit ennallaan muutoksessa. Toisin sanoen 01 = 09 = 0, 1 = fio = p, by = by =
b ja co = ¢y = c. Téllainen "tyhjan"muutoksen sisdltdvd ongelma saadaan myds
tilanteessa, jossa muutosta ei tapahdu eli rajalla A | 0 (jolloin E[T] 1 o0).

Jos A | 0, niin sekd pysdytys- ettd kontrolliongelman arvofunktiot ovat kaikilla
ajanhetkilli melkein varmasti muutosta edeltivid arvofunktioita. Niinpéd pysayty-
songelmalle

V(z)=1limV,(z) =

- P — ¢ kunz > 7,
A0

(G — o) kunw <

missi §; = (aicr/(ag —b)Y™ ja

i L m 2r
_ P T FHlyo o 2T
0% \/<2 0%) +0%

oy =

N | —

Vastaavasti kontrolliongelmalle

~b1—1
b1yt

7 — ) o4y
V(ZE) - 1)%?01 ‘G(l’) - b1@%1—1

« A
T+ 2" —¢ kunz > 9,

x kunz < gy,

Arvofunktiot V(z) ja V(z) sekii optimaaliset kontrollitilat §, ja §, ovat tésmilleen
samaa muotoa kuin muutoksen jilkeiset vastineensa (joita ei koskaan saavuteta),
joten kyseessé on luvun 4 mukaisen tavallisen impulssikontrolliongelman ratkaisu.
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7 Muistilliset muutosajat

Luvussa 5 néhtiin, ettd muuttuva stokastinen impulssikontrolliongelma voidaan rat-
kaista samalla tapaa kuin luvun 4 tavallinen impulssikontrolliongelma, mikéli on-
gelman muutosaika 7' noudattaa eksponenttijakaumaa Exp(\). Eksponenttijakauma
helpottaa ongelman analysointia huomattavasti, silli muutosta edeltévissa arvofunk-
tioissa esiintyvat ehdolliset todennikoisyydet muuntuvat kaikilla s, ¢ > 0 helposti k-
siteltéviin muotoon P[T > s+ t|T > t] = P[T > s] = e **. Jos muistittomuudesta
luovutaan ja muutosajan 7T sallitaan noudattaa mité tahansa tarpeeksi sddnnollist,
joukossa R, maéiriteltyd todennékoisyysjakaumaa, tulee ongelmasta huomattavas-
ti monimutkaisempi. Kdytetddn esimerkkind muutosta edeltavaa pysdytysongelmaa
haasteiden havainnollistamiseksi.

7.1 Muistillisesti muuttuva pysiystysongelma

Olkoon muutosajan 7 : Q" — R, jakaumafunktio F' : R, — [0, 1] ja tiheysfunktio
f: Ry — R,. Télléin ehdolliset todennikoisyydet ovat kaikilla s,¢ > 0 muotoa

1—F(s+1)
P[T t|T>tl=———=
T >s+t|T >t = F()
Vastaavasti ehdollinen tiheysfunktio on
S(5)1t,00)(5)
PTeds|T>t|=——">"—=d
T eds|T >t - () s

Maéaritelladn vield funktio h(s) = f(s)/(1 — F(s)) ja oletetaan, ettd diffuusio X g
kdynnistyy hetkelld ¢ tilasta x € I. Muutosta edeltédvin pysiytysongelman arvofunk-
tio on luvun 5 merkintdja kiyttien

Vi(t, ) = sup By |g1(X1,)e I 0T 4 / e W UHhENEY (X Vh(s)ds

TES: t

missd S; on F-pysdytysaikojen joukko.

Muistittomassa erityistapauksessa T ~ Exp(\) arvofunktio V(t,z) palautuu
muistittoman ongelman arvofunktioon, silld h(s) = A kaikilla s € R,. Muistillis-
ten jakaumien salliminen johtaa merkittaviin vaikeuksiin optimaalista pysdytysai-
kaa etsittiessi. Kéytettdessd lukujen 4 ja 5 kaltaista ldhestymistapaa taytyy ottaa
huomioon, ettd nyt optimaalinen kontrollitila 3, saattaa vaihdella ajan kuluessa. Yk-
sikésitteisen kontrollitilan ¢, € I sijasta pitda siis etsia optimaalinen kontrolliraja
v, Ry — L
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Olkoon y(t) jokin mitallinen kontrolliraja. Madritelldén funktio K(¢, ) korvaa-
malla arvofunktiossa V(¢, ) esiintyvd supremum osumisajalla 7, = inf{r >t :
X1, > y(t)}, jolloin diffuusioiden vahvan Markov-ominaisuuden perusteella

Ty(t Ty(t) s ~
K(t’ gj) = E(t,z) |:gl (y(t))ef i ( )(T+h(8))d8 + / efft (T+h(z))sz2 (X17St)h<8)d8:|

t

o s ~ Ty(t)
=E(.) { / e S ENEY (X1 o) (s )ds} B [ 57O, (1))

t
(), < [ (r+h(2))dz ~
— B |e I CHOBEC ) [/ e v Vz(Xl,sTym)h(S)dS”

Ty(t)

Funktio K (¢, x) ndyttda jokseenkin samalta kuin luvun 5 vastineensa ( 9) . Voitaisiin
jopa méaritella

(Rl,r—f—h(-)VQ)(ta .I) = E(t,x) |:/ e f:(T—Fh(Z))dZVQ(Xl,s—t)h(S)dS]
t

ja kutsua titéd vaikkapa funktion V(¢ z) yleistetyksi resolventiksi diffuusion X,
suhteen. Liséksi eksponentiaalisia osumisajan 7,y odotusarvoja

Et2) [e’ff " (”h(s))ds} (14)

voitaisiin yrittdd laskea yleistdmalld eksessiivisten funktioiden teoriaa sopivalla ta-
valla. Léahestymistavasta ei kuitenkaan vaikuta olevan hyotyé, silld "yleistetyt resol-
Ventit"(RLHh(.)f/g)(t,x) riippuvat sekd aika- ettd paikkamuuttujasta. N&in ollen
odotusarvon (14) laskeminen ei yleisesti ottaen riitd odotusarvon

y()
By [ OO Ry ) V) (g, 9(8)) (15)

médrittdmiseen. Poikkeuksena on edelleen eksponentiaalinen muutosaika T ~ Exp(A),
jolle (Ri,4n()Va)(t,x) = M Ri1,4n()V2)(2) kaikilla t € Ry, 2 € I ja tuloksena on
luvun 5 mukainen muistittomasti muuttuva ongelma.

7.2 Osumisaikojen laskennalliset haasteet

Odotusarvoja (15) voisi tietysti yrittdd laskea suoraviivaisesti maarittdmalla osu-
misajan 7, jakauma- ja tiheysfunktio. Kyseessd on kuitenkin mielivaltaisen dif-
fuusion osumisaika mielivaltaiseen mitalliseen funktioon tai toisin sanoen liikkuvaan
reunaan, joten on huomattavasti helpompaa rajoittua kisitteleméédn jotain tiettya
diffuusio- ja funktioperhettd kuten Salminen [21] tai tarkastella jakaumien asymp-
toottisia ominaisuuksia kuten Bass ja Erickson [5]. Laskut ovat kuitenkin varsin
tyolditd, eikd eksplisiittisia jakaumafunktioita tunneta kuin joillekin yksinkertaisil-
le erityistapauksille. Esimerkiksi tiheysfunktio tilasta z > 0 kiynnistyvadn Brownin
liilkkeen osumisajalle reunaan y(t) = at? (a < 0) voidaan miirittdé analyyttisesti,
mutta tuloksena on niin kutsuttuja Airyn funktioita

0 3
Ai(z) = 771/ cos (% + mt) dt
0
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sekd ndiden derivaattoja sisdltévi sarjakehitelma [21].

Vaikeudet eivit lopu tdhén. Pelkkd osumisajan 7, jakaumafunktion tietdminen
ei riitd, vaan sen avulla pitéisi vield laskea muotoa (14) ja (15) olevia odotusarvoja.
Odotusarvoista ndyttdisi tulevan yksinkertaisemmissakin tapauksissa niin monimut-
kaisia, ettei ole ainakaan heti selviéd voidaanko niitd kirjoittaa suljetussa muodossa.
Suora lahestymistapa ei vaikuta parhaalta vaihtoehdolta muistillisesti muuttuvien
stokastisten impulssikontrolliongelmien analyyttiseen tutkimiseen.

8 Lopuksi

Tutkielmassa késiteltiin stokastista impulssikontrolliongelmaa diffuusioteorian nako-
kulmasta. Tunnetun kontrolliongelman seké siihen liittyvan pysdytysongelman rat-
kaisun pohjalta laadittiin ratkaisu impulssikontrolliongelmalle, joka kokee muutok-
sen eksponentiaalisesti jakautuneella ajanhetkelld T' ~ Exp(\). Téllaisia stokastisia
regiiminvaihto-ongelmia on tutkittu aiemminkin, mutta analyyttisid ratkaisuja ei ole
madritetty tilanteessa, jossa regiiminvaihto ei ole kontrolloitavissa ja myos palkkio-
funktio voi muuttua. Tutkielman tuloksia ja menetelmis voidaan ainakin periaat-
teessa kiyttdd apuna myos monimutkaisempia stokastisia regiiminvaihto-ongelmia
analysoitaessa.

Loydetyt riittdvat ehdot muistittomasti muuttuvan ongelman ratkaisujen ole-
massaololle ovat tiukempia kuin tavallisella, muuttumattomalla ongelmalla, silld ne
riippuvat sekd muutosajan parametrista A, ettd muutoksen jdlkeisestd ratkaisusta.
Lisdksi muuttuvan ongelman huomattiin palautuvan tavalliseen ongelmaan rajalla
A} 0 eli kun E[T] T oo. Télld rajalla ongelman muutos ei tapahdu dérellisessi
ajassa. Muistittomasti muuttuvan impulssikontrolliongelman ratkaisuja havainnol-
listettiin myGs esimerkkien avulla. Esimerkeissi kiytettiin yksinkertaisuuden vuoksi
geometrista Brownin liikettd ja differentoituvaa palkkiofunktiota.

Muistittoman impulssikontrolliongelman lisdksi tutkielmassa pohdittiin lyhyes-
ti muistillisista muutosajoista aiheutuvia haasteita. Muistillisesti muuttuvien on-
gelmien ratkaiseminen néyttiisi vdhintddnkin vaativan eksessiivisten funktioiden
teorian laajentamista siten, ettd r-eksessiivisyyden sijaan voitaisiin puhua r(¢,t')-
eksessiivisistd funktioista, missd r(¢,%) on ei-negatiivisen funktion integraali vélin
(t,t) yli. Liséksi pitdisi olla jonkinlainen laskennallisesti tehokas keino késitell4 liik-
kuvaan rajaan saapuvien diffuusoiden osumisaikoja, sekd niiden osumisaikojen eks-
ponentiaalisia odotusarvoja.
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