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Vuonna 1964 John Stewart Bell esitti nyky&dn Bellin teoreemana tunnetun tulok-
sen, joka osoitti ettd kvanttiteoria sallii korrelaatioita joita ei voi selittdd millaén
lokaalilla yhteisen alkuperdn mallilla. Teoreeman voimakkuus perustuu sen korke-
aan abstraktiontasoon, jossa ldhtooletukset muotoillaan tavalla, joka on suurilta osin
riippumaton systeemien ja niitd kuvaavien teorioiden tasmaéllisistd yksityiskohdista.

Joidenkin n#kemysten mukaan Bellin teoreeman mnojalla luonnossa esiintyy
valittomid vuorovaikutuksia toisistaan erotettujen systeemien valilld. Jokatapauk-
sessa naitd kvanttiteorian ei-klassisia korrelaatioita ei voi kiyttdd kommunikointiin,
joten ainakaan suoria ristiriitoja suhteellisuusteorian vaatimusten kanssa ei ole.

Useassa eri kontekstissa on kuitenkin konkretisoitunut se, etté yhteys kvanttime-
kaniikan ei-klassisten korrelaatioiden ja mahdollisuuden kommunikoida ylivalonno-
peuden vililla on darimmaéisen hienovarainen. 1990-luvulla esitettiin ajatuksia siité,
ettd ei-klassiset korrelaatiot ja suhteellisuusteorian kausaalisuusperiaate voisivat olla
niinkin hankalasti sovitettavia yhteen, etté ne saattaisivat jo oleellisesti méaritella
kvanttiteorian. On kuitenkin esimerkkejé korrelaatioista, jotka ovat kvanttimekaa-
nisen kuvauksen ulkopuolella, mutta jotka eivét silti mahdollista kommunikaatiota.

Sittemmin on kdynnistynyt valtavasti kasvanut tutkimussuuntaus, jossa kvanttiteo-
rian, tai yleisempien fysikaalisten teorioiden perusteita selvitetdén Bellin teoree-
man esitystd vastaavalla, ldhes malliriippumattomalla tavalla. Samalla on oivallet-
tu, kiytdnnon sovelluksien kannalta, ettd korkea abstraktiontaso mahdollistaa myos
ns. laiteriippumattomien informaationkésittelyprotokollien muotoilun.

Tutkielmassa annetaan mallivapaa, tai laiteriippumaton nékokulma fysiikan perus-
teisiin. Tyossé esitetddn moderni katsontakanta Bellin epédyhtaloihin, Tsirelsonin
rajaan ja yleisten signaalilokaalien korrelaatioiden selvittdmiseen. Témén jélkeen
tunnistetaan piirteité, jotka ovat yhteisid kaikille signaalilokaaleille teorioille, jotka
sallivat ei-klassisia korrelaatioita. Lopuksi esitetdédn informaation kausaalisuus
-periaate, joka rajaa sallittuja korrelaatioita voimakkaammin kuin pelkéstaian
vaatimus signaalilokaalisuudesta.

Asiasanat: laatikkotaso, laiteriippumattomuus, Bellin teoreema, Bellin epayhtélot,
Tsirelsonin raja, kvanttimekaaniset korrelaatiot, signaalilokaalisuus, informaation
kausaalisuus
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Johdanto

Kvanttimekaniikka on alkuesityksestdan saakka ollut konseptuaalisesti vaikeaselkoi-
nen. Taméa tosiasia on heréttéinyt ajatuksia mahdollisista vaihtoehtoisista luonnon-
kuvauksista, jotka voisivat antaa kvanttiteorian ennustuksille fysikaaliselta nakokan-
nalta selkedmmén selityksen. Varsinkin teorian alkuaikoina pyoriteltiin ideoita mah-
dollisista malleista, jotka pystyisivit selittdméaéan kvanttiteorian ennustukset palaut-
taen klassisesta fysiikasta tuttuja konsepteja, kuten determinismié.

Kvanttiteorian erilaisia klassisia selityksid poissulkevilla tai niiden olemassao-
lon puolesta esitetyilld argumenteilla on pitké, tdhéankin paivaan asti jatkuva histo-
ria. Téssé tutkielmassa sivutaan laheltd monia merkittavia keskustelunaiheita, jotka
ovat olleet tai ovat edelleen suuressa roolissa kvanttifysiikan perusteiden selvityk-
sessé. Tarkoitus ei ole antaa kattavaa historiallista katsausta aiheeseen, ja monia pe-
rinteisesti néisséd konteksteissa mainittuja tuloksia jatetddn kasittelemétta. Lisdksi
véistetddn aihepiiriin kytkoksissa olevat tulkinnalliset kysymykset.

Kuuluisimpana klassisia selityksid rajoittavana tuloksena voidaan pitdda John
Stewart Bellin vuonna 1964 esittdméé [1] teoreemaa, jonka nojalla deterministiset
lokaalit mallit ovat ristiriidassa kvanttiteorian kanssa. Aatos muotoillaan tilanteel-
le, jossa selitetdén useasta palasta koottujen, oletusten mukaan erillisten, systee-
mien vélisid korrelaatioita. Bellin teoreema antaa laboratoriossa testattavan kritee-
rin, nk. Bellin epdyhtélon, jonka ennustetaan toteutuvan kaikilla lokaalisdeterminis-
tisille malleilla, mutta rikkoutuvan ainakin joissakin kvanttimekaanikan kuvaamissa
koejarjestelyissa. Tata ilmicta kutsutaan nykyaan usein kvanttiepilokaalisuudeksi.
Joidenkin ndkokulmien mukaan Bellin teoreema osoittaa, ettd mielivaltaisen valimat-
kan pédssd olevat systeemit voivat vaikuttaa toisiinsa. Tavallinen kvanttimekaniik-
ka ei jokatapauksessa salli ilmion kayttdmistd kommunikointiin. Sanotaankin, etté
kvanttimekaaniset korrelaatiot ovat signaalilokaaleja.

Historiallisesti kiintoisina seikkoina mainitaan, ettd todennékoisesti Bellin teo-



reeman ja ensimméisten lupaavien epéyhtéloité testaavien kokeiden esim. [2] innoit-
tamana, tai muutoin ajan hengen mukaisesti, 1970-80 -lukujen taitteessa kuitenkin
esitettiin joitakin ideoita kvanttiepélokaalisuuden tai kietoutumisen kéyttdmisestéa
ylivalonnopeuden kommunikoinnin mahdollistamiseen. Ideat toimivat kannustimi-
na signaalilokaalisuuden takaavien teoreemanomaisten toteamusten artikuloimiseen
kvanttimekaniikassa [3, 4].

Erityishuomiona voidaan nostaa vuonna 1982 julkaistu, FLASH-lyhennenimell&
kulkeva, protokolla [5] jossa kommunikoinnin kietoutuneiden tilojen avulla mahdol-
listaa tédydelliseen kvanttitilojen kloonaamiseen kykenevé laite. FLASH on akro-
nyymi sanoista ”First Laser-Amplified Superluminal Hookup” [5]. Ajatuskoe heratti
suurta kiinnostusta ja sité voidaan pitda kipinédnd, joka johti nykyisin ei-kloonausta
-teoreemana (engl. no-cloning theorem) tunnetun [6] tuloksen, joka osoittaa etté
protokolla ei toimi, kuuluisaksi tulemiseen [7, §].

Sittemin on tunnistettu kokonainen parvi kvantti-informaation prosessointiin liit-
tyvid tehtdvia joilla voidaan ndhda olevan yhteys mahdollisuuteen kayttaa kvant-
tiepalokaalisuutta viestintéén [9-12]. Erityisesti viimeisen karkeasti kolmen vuosi-
kymmenen aikana on ymmaérretty, ettd kvanttiteorian ei-klassiset piirteet ovat voi-
makkaita ja keskeisid resursseja erilaisissa informaationprosessointiprotokollissa. Jos-
kus puhutaan jopa ’toisesta kvanttivallankumouksesta’, kun viitataan mm. klassi-
siin verrattuna ylivertaisten kvanttiinformaatioteknologioiden, kvanttitietokoneiden
yms. odotettuun yleistymiseen ja kaupallistumiseen. Kasvanut tarve ymmértaa in-
formaationprosessoinnin dérimméisia fysikaalisia rajoja on antanut uutta pontta ja
nikokulmaa myds teorian perusteisiin keskittyvélle tutkimukselle.

Kiinnostusta kvanttiteorian fysikaalisen pohjan selvitykselle on tullut myo6s haas-
teista yhdistdaa yleistd suhteellisuusteoriaa ja kvanttimekaniikkaa saman teoreetti-
sen viitekehyksen alle. Unifikaatio voi vaatia joidenkin kvantti- tai suhteellisuusteo-

reettisten periaatteiden yleistdmisté - tai jopa luopumista joistakin néille teorioil-



le tyypillisistad piirteistd. Néissd yhteyksissd ymmaérrys kvanttiteorian fysikaalisesta
siséllostda nousee erityisen keskeiseksi, silld teorioiden yhdistdminen voi tarvita ai-
van uudenlaisen matemaattisen koneiston. Kvantti-informaatioon ja systeemien kor-
relaatioihin liittyvét seikat ovat antaneet merkittavia nakokulmia myos talla kvant-
titeorian ja yleisen suhteellisuusteorian yhdistamista tavoittelevalla ja tarkasteleval-
la tutkimussuuntauksella esim. [13, 14]. Informaatioteoria asetetaankin joskus, tai
nykyéaan yleensd, kvanttiteorian ja suhteellisuusteorian rinnalle modernin fysiikan
perusrakenteena [15].

1980-luvun lopussa esitettiin joitakin ideoita kvanttimekaniikan epélineaarisista
laajennuksista esim. [16]. Néissidkin yhteyksissd huomattiin [17, 18], ettd kietou-
tumisen yms. takia epélineaarisuudet johtavat helposti ylivalonnopeuden kommu-
nikointiin. Toisaalla epélineaarisuuden osoitetettiin johtavan myo6s termodynamii-
kan toisen padsaannon rikkoutumiseen [19]. MySohemmin on jopa naytetty [20], etté
kvanttidynaamisten operaattoreiden lineaarisuus ja téayspositiivisuus voidaan joh-
taa olettamalla kvanttimekaaninen tila-avaruus, Bornin sdénto seké signaalilokaali-
suus. Tamé el valttamatta ks. esim. [21] tarkoita sitd, ettéd lineaarisuus olisi ylei-
sesti vaistaméaton signaalilokaalisuuden seuraus, silla lineaarisuus voi olla piilotet-
tuna muihin oletuksiin, kuten kvanttimekaanisen tila-avaruuden geometriaan. Joka
tapauksessa minkéd tahansa edelld kuvaillun kaltaisen dynaamisesti epélineaarisen
laajennuksen on hylattavi ainakin jokin mainituista oletuksista [20]. Tédssd mielessi
tuntemamme kvanttimekaniikka on ainoa vaihtoehto joka voi olla sopusoinnussa suh-
teellisuusteorian kanssa sen jédlkeen kun em. 'perusrakenne’ on oletettu. Nahtavésti
kvanttiteoriaa ei ole helppo muokata tai yleistda sopusointuisasti suhteellisuusteo-
rian kanssa ilman ettéd koko koneisto kaipaisi rukkausta.

Voidaan mainita kaksi toisilleen ldheisté tutkimussuuntausta, joissa on viimeai-
koina tehty merkittdvia harppauksia kvanttiteorian perusteiden selvittédmisessa.

Ensimmaisessd suuntauksessa kvanttiteoria asetetaan nk. yleistettyjen todennékai-



syysteorioiden viitekehykseen (engl. generalized probability theory 1. GPT) ks. esim.
[22]. Yleinen viitekehys siséltaa operationaalisesti motivoidut perusrakenteet tilat,
suureet yms. mahdollistaen erilaisten teorioiden méaérittelya ja niiden piirteiden ver-
tailua. Tassd viitekehyksessd on pyritty etsiméén sellaisia hyvin motivoituja peri-
aatteita jotka antaisivat kvanttiteorialle vaihtoehtoisen aksiomatisoinnin ts. periaat-
teita jotka poimisivat kvanttiteorian kaikkien yleisten teorioiden joukosta. Viite [23]
on esimerkki, jossa téssd on onnistuttu ks. myos [24]. Kvanttiteorian erilaisten ak-
siomatisointien l6ytdminen on merkittdvaa myos mahdollisten yleisempien mallien
kannalta. Nimittdin erilaiset teorian mééritteleviat aksioomat antavat ndkokulmaa
sithen, minkélaisista periaatteista voitaisiin mahdollisesti luopua, tai mita voitaisiin
yleistdd ja minkélaisia fysikaalisia seurauksia muokkauksilla olisi. Tavallisessa kvant-
timekaniikan Hilbertin avaruusmuotoilussa perinteiset aksioomat ovat toteamuksia
matemaattisesta koneistosta.

Toisessa suuntauksessa teorioiden perusperiaatteita selvitetédédn ainoastaan nii-
den sallimien korrelaatioiden avulla. Tarkasteltavat objektit edustavat kokeellisesti
testattavaa mittausdataa ns. laatikoita (engl. black box). Kontrastina edelliseen,
tassé lahestymistavassa ei oleteta tiloja, suureita tms. teorian rakennetta. Tamén
ldhestymistavan etuna on se, etté erilaisten periaatteiden asettamisesta saadaan heti
kokeellisesti testattavissa olevia kriteereité, joilla eri malleja voidaan esim. verrata
kvanttiteorian ennustuksiin. Suuntauksen voidaan néhdd saaneensa alkunsa San-
du Popescun ja Daniel Rohrlichin artikkelista ”Quantum nonlocality as an axiom”
[25]. Lahtoajatuksena olivat huomiot siité, ettd kvanttiepdlokaalisuus ja relativisti-
set kausaliteettivaatimukset olisivat niinkin hankalasti sovitettavia yhteen, etté ko.
kriteerit voisivat jo oleellisesti méaardta kvanttiteorian ks. mm. johdatus viitteessa
[26]. Nykyédn PR-laatikkona tunnettu esimerkki ei-klassisesta signaalilokaalista kor-
relaatiosta, joka ei ole saavutettavissa kvanttiteoriassa osoitti kuitenkin, ettd néin

ei ole. Sittemin on pyritty selvittdméadn muita lisékriteereité, jotka voisivat poimia



kvanttimekaanisten korrelaatioiden joukon kaikkien signaalilokaalien korrelaatioiden
joukosta.

Téssé tutkielmassa seurataan jalkimmaistd suuntausta ja esitetédén laatikkota-
son katsontakanta kvanttifysiikan perusteisiin. Tutkielman tarkoitus on antaa erés
ndkokulma yleisiin rajoihin tai piirteisiin, joita voidaan odottaa modernin fysiikan
perusteorioiden maailmankuvaan sopeutuvalta, mutta mahdollisesti yleisemmélta
mallilta. Tarkastelun keskiossd ovat ei-klassisten korrelaatioiden yhteys mahdolli-
suuteen kommunikoida mielivaltaisen nopeasti, sekd kysymys kvanttiteoreettisten
korrelaatioiden rajojen fysikaalisesta selityksestd. Samalla ndhddéan nk. laiteriippu-
mattomien informaationprosessointiprotokollien perusteet.

Luvussa 1 esitetddn peruskésitteet; laatikot, signaalilokaalit ja kvanttimekaaniset
korrelaatiot. Luvussa 2 johdetaan CHSH-epéyhtilo ja ndytetdédn Bellin teoreema.
Samalla selvennetdén klassisten korrelaatioiden siséltod kuitenkaan syventymétta
teoreemasta olevaan valtaisaan kirjallisuuteen. Luvussa 3 johdetaan kvanttimekaa-
ninen yléraja eli ns. Tsirelsonin raja CHSH-epéayhtélolle ja esitetdan PR-laatikko, jo-
ka rikkoo Tsirelsonin rajaa maksimaalisesti. Liséksi selvennetédén klassisten, signaa-
lilokaalien ja kvanttimekaanisten korrelaatioiden joukkojen yleisia suhteita toisiinsa.
Luvussa 4 esitetdédn piirteité, jotka voidaan tunnistaa yhteiseksi kaikille ei-klassisia
korrelaatioita salliville signaalilokaaleille teorioille. Lopuksi, luvussa 5 annetaan ly-
hyt katsaus viimeaikoina esitettyihin korrelaatioiden joukkoa signaalilokaalisuutta
voimakkaammin rajoittaviin kriteereihin ja esitetdén yksityiskohtaisemmin nk. in-
formaation kausaalisuus-periaate, jota voidaan pitédé signaalilokaalisuuden yleistyk-
send. Liitteessd A on annettu esimerkki tutkielmassa esitettyjen yleisten rajoitteiden
soveltamisesta kvanttikloonauskoneiden optimaalisuustodistuksiin.

Kvanttiteorian, suhteellisuusteorian ja todennékoisyysteorian peruskésitteet ole-
tetaan tunnetuiksi eik& niilta osin esitetd viitteité, ellei jokin piirre ole korostamisen

arvoinen. Kuvat on tehty kéyttden Microsoftin Paint 3D ohjelmistoa.



1 Peruskisitteet ja merkintéitavat

Yleensi fysiikassa havaitsijaan liitetaéan koordinaatisto (engl. reference frame), jonka
perusteella tapahtumiin voidaan liittda aika- ja paikka koordinaatit. Koordinaatis-
tossa voidaan luonnollisella tavalla méaaritelld kéasitteet kuten etéisyys, tulevaisuus
tai menneisyys. Témén tutkielman tarkastelussa riittéisi abstraktimpi ’erotettujen
laboratorioiden’ taustarakenne yhdistettyné perusjéarjestykseen, joka oikeuttaisi ter-
mien kuten ennustus, syy, seuraus yms. kiyttadmisen ilman perusteluntarvetta. Ava-
ruusaika tuo kuitenkin kétevid kisitteitd ja motivaatiota ajatusten esittdmiseen.
Voidaan ajatella yleisien tapahtumien kulun olla kuvailtu vaikka jossakin erityisase-
massa olevassa koordinaatistossa, jota ei tehda eksplisiittiseksi.

Suhteellisuusteoriassa havaittaville vaikutuksille eli fysikaalisille signaaleille tu-
lee ylidraja kausaalisuusperiaattesta; vaatimuksesta siita ettd syy-seurausjirjestykset
ovat 'yksikésitteisesti’ madratyt. Ylivalonnopeuden signaalit mahdollistavat kausaa-
listen lenkkien ts. kommunikaation menneisyyteen ja téten erilaisten nk. isoisdpara-
doksien muodostamisen. Olettaen toki, ettd kokeentekijat voivat manipuloida sig-
naaleja ja rakentaa paradokseja. Signaalinopeuden aérellisyys on keskeinen osa mo-
dernia fysiikkaa. Kutsutaan mitd tahansa viestintdmetodia, jossa signaalille on déarel-
linen yldraja, esim. korkeintaan valonnopeus, perinteiseksi viestintdkanavaksi. Perin-
teiset viestintdkanavat ovat tdné péivand, ja ehkd enemmiston fyysikoista mielesté
tulevaisuudessakin, ainoita tunnettuja viestintdkanavia.

Perinteisissé, tai klassisissa teorioissa oleellisia késitteitd ennustusten tekemi-
seen ovat objektit; hiukkaset, kentdt yms. ja niiden havaittavat dynaamisesti ke-
hittyvéit ominaisuudet. Fysiikan operationaalisessa lahestymistavassa relevantteja
késitteitd ovat preparaatiot, testit ja tehtédvét tai toimenpiteet. Tamén tutkielman
ldhestymistapa ja terminologia on suuresti operationaalisten periaatteiden innoitta-
ma. Téssd kuitenkin kyseiset periaatteet esitetddn ddrimméisessd muodossaan; ai-

noana viimekédessé relevanttina asiana pidetddan kokeellisesti tuotettavaa mittaus-



dataa. Téssé osiossa motivoidaan edellamainittu lahestymistapa ja kiinnitetddn pe-
rustermisto.

Yhtadn viahatteleméatta kaytdnnonkokeiden suunnittelemiseen tai toteutuksiin
liittyvid monimutkaisuuksia voidaan perustyypin hyville fysikaaliselle tai empiiri-
selle kokeelle karkeasti kéasittda sisdltdvan kaksi vaihetta. Ensimméisessd vaiheessa
tarkasteltava systeemi eli ndyte valmistellaan eli preparoidaan jonkin mahdollisim-
man systemaattisen ja toistettavissa olevan proseduurin mukaisesti. Toisessa osassa
systeemin jotakin havaittavaa ominaisuutta testataan mittalaitteella, joka voi olla
hienostunut tai vihemmén hienostunut, kuten ihmissilmé. Testin seurauksena re-
kister6idadn mittaustulos tai lukuisia tuloksia. Ottamatta toistaiseksi kantaa siihen
esiintyykd luonnossa misséian mielessd "aidosti’ epéddeterministisid tapahtumia, tun-
nustetaan se tosiasia ettd yleisesti ottaen hyvinkin hallitussa kokeessa kéytettéaviin
laitteisiin, kuten naytteen valmistavaan preparaattoriin yms. voi liittya luonnollis-
ta vaihtelua, kuten termisid fluktuaatioita. Téten vaikka sama testi suoritettaisiin
nédenndisesti identtisilla valmisteluilla ei yleisesti ottaen ole takeita siité, ettd havai-
taan sama mittaustulos.

Toisaalta mittalaitteen ja tarkasteltavan systeemin vuorovaikutus voi muuttaa
systeemin ominaisuuksia tai jopa havittaa tarkasteltavan systeemin, kuten esim. voi-
daan vaittda tapahtuvan fotonin absorptiossa detektoriruudulle. Namé toteamuk-
set huomioonottaen otetaan se asenne, ettd empiirinen koe tulisi yleisesti ottaen
kasittdaa tilastollisena toimenpiteend; lukuisien identtisten preparaatioiden ja mit-
tausten koekierrosten tulosten taulukointina. Kokeessa taulukoidun mittaustulos-
ten esiintymistiheyksiéd voi toki ilman etukéteistd teoreettista malliakin hyodyntéa
yksittédisten tapahtumien todennékoisyyksien arvioimiseen identtisissd olosuhteis-
sa. Edellisisséd toteamuksissa tehdddn perusoletus kokeiden toistettavuudesta, ja
ehké jonkinndkoisestd symmetriasta ajassa tai sen abstraktiossa, tdméa on oleelli-

nen osa fysiikan perusteita; fyysikko voi jakaa informaation preparaatioprosessista



ja kaytetyisté laitteista muille fyysikoille, jotka voivat replikoida eli todentaa koetu-

lokset.

1.1 Laatikkotaso

Oletetaan, ettéd fyysikko Aliisa on kiinnittédnyt preparaatioprosessin ja tarkastelee
systeemin eri ominaisuuksia erilaisten mittausten alla. Preparaatioprosessia voi ylei-
sesti ottaen myoskin edustaa jokin satunnaismuuttuja, vaikka o. Aliisa testaa sys-
teemid N:114 eri mittalaitteella X, joita voivat edustaa ilman yleisyyden menetystéa
symbolit joukosta {1,2... N}. Kullekkin mittalaitteelle on &érellinen, mutta muu-
toin mielivaltainen, mééré eri mahdollista mittaustulosta esim. a, € {1,2... Mx}.
Kokeessa k:sta koekierroksesta tuotettaville mittaustulosfrekvensseille fi(a.|X, 0) =
%, missé k,, on tapahtumien ax lukuméérd, annetaan todennikdisyystulkinta
muodollisella lausekkeella

Tama merkintdtapa vihjaa, ettd mittalaitteen asetusta, ja preparaatiota vastaaville
muuttujille X ja o tulisi olla omat jakaumat. Yleensé oletetaan, ettd kyseiset muut-
tujat ovat vapaan tahdon omaavan kokeentekijan hallittavissa ja tédten 'fysikaalises-
ti’ kiinnostavina jakaumina pidetdén ensisijaisesti ko. ehdollisia todennékdisyyksié.
Joissakin tilanteissa on hyodyllista laittaa néillekin muuttujille jakauma, kyseisten
jakaumien ei kuitenkaan tarvitse olla peréisin mistéén fysikaalisesta teoriasta vaik-
ka voitaisiinkin véittdd, ettd samat sddnnot patevit kokeentekijoille kuin muillekin
fysikaalisille jutuille. Léapi tutkielman oletetaan, ettéd preparaatioprosessi on kiinni-
tetty, mutta mielivaltainen, ja pudotetaan merkinnoista o ellei korostaminen syysté
tal toisesta ole tarpeellista.

Kutsutaan todennikéisyysjakaumien kokoelmaa {P(ax|X)} kidyttaytymiseksi,
viitteen [27] terminologiaa laajentaen. Merkataan lyhyesti P(ax|X) ja oletetaan

asiayhteydestd tunnetuksi tarkoitetaanko yksittaistd jakaumaa tai kdyttaytymisté.



Sanotaan myos, ettd muuttujat ¢ ja X méadrdavit kokeellisen kontekstin ts. olo-
suhteet joissa koe on suoritettu ja ettd muuttujat ovat tapahtuman ay tilastollisia
syitéd [28, s.5] eli ne maaradavat mittaustulosjakaumat. Voidaan olettaa etté konteks-
ti siséltdd oleelliset avaruusaikakoordinaatit siten, etté preparaatio ja mittaus ovat
ennen tuloksen yloskirjausta.

Vaikka kayttdytymisen tunteminen voikin antaa fyysikolle ennustuskykyé, ei
pelkkéd kokelmaa mittaustulosdataa eri konteksteissa yleensd kutsuta teoriaksi.
Suurpiirteisesti voidaankin sanoa, ettéd teoreettisen fysiikan tarkoitus on luoda ma-
temaattisia malleja tai yleispétevid teorioita selittdméén kokeissa havaittuja relaa-
tioita. Perusajatus on, ettd muuttujat o, X saavat teoriassa matemaattisen esityk-
sen, jolloin teoriaa voidaan kéyttdd ennustusten tekemiseen myos alkuperiisten ko-
keellisten kontekstien ulkopuolelle. Teorian ennustusten testaaminen niissd uusissa
ympéristoissi antaa metodin falsifioida tai vahvistaa teoriaa tai testata teorian so-
veltuvuuden rajoitteita. Toisaalta teorian ennustusten kokeellinen varmentaminen ei
sinénsé ole riittava peruste sanoa, ettéd teoria on ’oikea’. Diplomaattisempi ilmaisu
olisi, ettd teoria on 'hyva’ tai yleinen, tai sisiltda jotakin oikeaa.

Téssé ei tehdé sitoutumista mihink&4n tiettyyn teoriaan. Oletus on, ettd riip-
pumatta teorian matemaattisesta muotoilusta, tulisi hyvélla teorialla olla ’selitys’
kokeessa havaittavalle kdyttaytymiselle ts. jakaumien todennékoisyysvaittamille. Pe-
rinteisissé klassisissa teorioissa mittausprosessi ei ole erityisroolissa ennustusten te-
kemisessé, vaikka kiaytdnnon kokeessa kéytettdisiinkin mittalaitetta. Jos kayttéayty-
misen selitys oletetaan olevan téssd mielesséd klassinen, muuttuja X voidaan tulki-
ta yksinkertaisesti valitun suureen lukemisen indikaattorina esim. halutaanko paik-
ka tai lilkemé#ard. Muuttujan o voidaan tulkita sisédltdvan informaatio alkuehdois-
ta, vapausasteista ja mahdollisesta evoluutiosta aina ’'hetkeen jolloin ominaisuus
padtetadn lukea’ asti. Toisaalta esimerkiksi kvanttimekaniikassa mittausta ei voi ir-

rottaa systeemin kuvauksesta. Téssd tapauksessa muuttuja ¢ samaistetaan kvantti-
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tilan kanssa, ja muuttuja X suureen, jolla on My mahdollista mittaustulosta kans-
sa. Ts. kirjoitetaan P(ax|X) = tr[oW,|x], misséd o € S(H), Wayx > 0 Vax, X ja
>0, Waxx = Iy VX. Tutkielmassa mukaillaan esim. viitteen [29] merkintétapoja.
H on systeemin Hilbertin avaruus, S(H) = {0 € T(#H)|tr[o] = 1, 0 > 0} on vastaava
tila-avaruus, 7 (H) on jakiluokkaoperaattorien joukko, eli joukko rajoitettuja line-
aarioperaattoreita t € L(H) t: H — H, joille tr[t] < co ja I on identiteettikuvaus
avaruudessa H. Merkintaéd S..;(H) kédytetdan puhtaiden tilojen joukolle, eli niille
0 € S(H) joille ¢* = p.

Huomautetaan, ettd samalle mittausdatalle voi lahtokohtaisesti olla paitsi seli-
tys useammassa eri teoriassa, myos useampi selitys samassa teoriassa. Naistd tosi-
asioista huolimatta kutsutaan vililla kylmépéaisesti asetuksen X valintaa mitattavan
fysikaalisen suureen valinnaksi.

Kaikille kayttaytymisille oletetaan tutkielmassa &érelliset mittausasetusten, ja
niitd vastaavien mittaustulosten joukot. Tama ei ole lahtokohtaisesti oletus mink&an
tarkastelun kannalta kenties oleellisista fysikaalisen systeemin vapausasteista. Ni-
mittdin voisi olla, etté laitteet mittaavat jatkuvanakin pidettdvad ominaisuutta ku-
ten esim. valonséteen aallonpituutta ja antavat dérellisen méadran tulosteita vaikka
jonkin laitteeseen kiinnitetyn deterministisen tai epadeterministisen sdannén mu-
kaisesti. Esimerkiksi jokin Aliisan laite voisi tulostaa +1, kun aallonpituus on >
500nm ja -1 muulloin. Téten mittaustulosten dérellinen maéra voidaan tulkita joko
esimerkiksi toteamuksena laitteen resoluutiosta, tai méaaritteleméattomésta tavasta
jolla laite reagoi erilaisiin mielivaltaisen monimutkaisiin systeemin konfiguraatioihin.
Téssd mielessd kokoelma P(a|X) edustaa koetilanteen kokonaisvaltaista abstraktio-
ta; kdyttaytyminen ei lahtokohtaisesti ota kantaa, tai silla ei ldhtokohtaisesti voi-
da paételld, allaolevien fysikaalisten systeemien vapausasteista, tai edes siitd, mitéa
mittalaite todellisuudessa tekee. Voisi esim. olla etta laitteen sisdlld on noppa, jonka

silméluvun mukaan palautetaan lukema.
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Voidaan ajatella, ettd yksittédistd koekierrosta vastaten Aliisalla on kaytossdan
laatikko, joka ottaa yhden syotteen (engl. input) X &dérellisestd joukosta ja tuottaa
valittomaésti tuhoten kyseisen laatikon tulosteen (engl. output) ax todennékoisyydella
P(a,|X). Kutsutaan tdmén tason tarkastelua laatikkotason tarkasteluksi, ja kdytetdan
termejé kdyttaytyminen ja laatikko sekaisin.

Todennikdisyystulkinta vaatii ettd ), P(ax|X) = 1 VX ja P(ax|X) > 0
Vax, X, riippumatta laatikon selityksestd. Laatikon sanotaan olevan deterministi-
nen, eli tdysin muuttujien X méaarddma, jos P(ax|X) € {0,1} Vax, X ja epddetermi-
nistinen, tai satunnainen muulloin. Kayttaytymisté, jonka kaikki todennékoisyydet
ovat uniformisti jakautuneita merkataan symbolilla J ja kutsutaan tasajakaumak-
si. Koska konveksikombinaatio todennékoisyysjakaumia on todennékéisyysjakauma,
voidaan méaéritelld laatikoiden konveksikombinaatio ilmeiselld tavalla.

Laatikkoa voidaan pitda primitiivisené prosessorina, jonka toiminta perustuu al-
laoleviin fysiikan lakeihin. Mitd tahansa laatikkotasolla esitettyéd informaation pro-
sessointiprotokollaa kutsutaan laiteriippumattomaksi; laatikon sisuksista, eli fysi-
kaalisista systeemeistd ja mittausmenetelmisté joilla laatikko realisoidaan ei tehd&
oletuksia. On hyvéksyttyéd esimerkiksi kuvitella, ettd preparaattori ja mittalaitteet
ovat lahjoja joulupukilta, eiké fyysikolla 1ahtokohtaisesti ole mitdan kéasitysta siita
miten ne on rakennettu vaikka siis uskottaisiin siihen, etté laatikkoa voi kuvata esim.
kvanttimekaanisesti.

Ottamatta sen enempééd kantaa siihen, onko yksinkertaisista syote-tuloste ko-
jeista suurempaa hyotyé, tai sithen miten allaolevia fysiikan lakeja tulisi kuvata,
todetaan ettd esimerkiksi jollakin asetuksella uniformisti jakautuneita tulosteita
antavaa laatikkoa voitaisiin ’ldhtokohtaisesti’ soveltaa noppapeleissi ja mahdolli-
sesti jopa kryptografiassa. Erityisesti kryptografisiin sovellutuksiin olisi kuitenkin
tarkedd varmistua satunnaisuuden ’‘aitoudesta’. Jos epédeterministiselle laatikol-

le 16ytyy deterministinen selitys, ei olisi mitenké#in poissuljettua ettd pahantah-
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toinen taho, vaikka joulupukin pajalla tyoskentelevd korruptoitunut tonttu, voisi
padsta oleellisiin preparaattorin parametreihin késiksi, ja ennustaa laitteen generoi-
maa téssd ndenndistd satunnaisuutta mahdollisesti rikkoen protokollan toimivuus.
Kaytannolliseltd ndkokannalta oleellista lienee deterministisen selityksen "helppous’;
tarpeeksi monimutkaista viimekéddessd deterministisiin tapahtumiin perustuvaakin
systeemia voi joillakin oletuksilla pitdd hyvané satunnaisuuden ldhteena.

Kysymys siitd, onko luonnossa aitoa satunnaisuutta eli kérjistden onko ole-
massa fysikaalisia laatikoita joille ei ole determinististd selitystd tai ei on ikivan-
ha. Satunnaisuus on erottamaton osa kvanttimekaniikkaa esim. Bornin sddnnén ja
Gleasonin teoreeman nojalla. Tadmé on erds kvanttiteorian ominaisuus, jota voi-
daan pitda klassisten teorioiden nédkokulmasta erikoisena. Ennustuskyvyn puolesta
epadeterminismié voi pitdé jopa ei-toivottavana ominaisuutena, vaikka satunnaisuu-
delle 16ytyisikin sovellutuksia.

Huomautetaan oitis ettéd mille tahansa yksittéiselle dérellisten syotteiden ja tu-
losteiden epadeterministiselle laatikolle P(ax|X) voidaan 16ytéé deterministinen se-
litys. Nimittdin voidaan muodollisesti maaritella muuttuja A joka sisdltda kullakin
kokeen kierroksella listan kyseiselld kierroksella deterministisesti méaéréttyjéa vastei-
ta eli tuloksia ax kullekkin mittalaitteelle X; XA = [aq, ag, ... ay] mééritellen deter-
ministisen laatikon eli P(ax|X,\) € {0,1}. Kyseisen kaltaisia listoja on &érellinen
maéadrd; yksi lista jokaiselle #dérellisen médrén vasteita kombinaatiolle. Voidaan siis
kirjoittaa

P(ax|X) =Y P(\)P(ax|X,\).

Taméan mallin sisélto on, ettd jokaisella kokeen kierroksella preparaattorista ldhtee
lista A\ todennékdisyydella P(\), antaen deterministiset ohjeet systeemin vasteel-
le kunkin mittauksen alla. Vaikka malli ei annakkaan mitdén selitystd muuttu-
jan A jakautumiselle, voidaan téssé alkuperdisen laatikon epédeterminismille antaa

'tietamattomyystulkinta’. Mallin olemassaolo kéasittaa kasittad intuitiiviset ideat ku-
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ten preparaattorin toimintaan liittyvét, vaikka termiset satunnaisvaihtelut. Mikaan
yksittainen laatikko, oli tai ei sille kvanttimekaanista selitysté, ei edellisen nojalla
pakota hyviksymaéédn luontaista satunnaisuutta.

Huomautetaan myos ettd vaikka satunnaisuus on kvanttiteorialle tyypillista,
my6s mille tahansa deterministiselle laatikolle P(ax|X) voidaan aina 16ytaé kvantti-
mekaaninen selitys. Argumentin vuoksi olkoon Aliisalla laatikko jolla X € {1,2},a; €
{1,... M} ja ay € {1,... My}. Deterministisyyden nojalla P(ax|X) = 04y .+ jol-
lakin 7x € {1,... Mx}. Ilman yleisyyden menetystd voidaan valita 7 = M; ja
9 = Mo, silla tdmé vastaa mittaustulosten mielivaltaista uudelleennimeédmisté. Va-
litaan d = max{M;, Ms}- ulotteinen Hilbertin avaruus, kiinnitetdén ortonormaa-
li kanta {@;}%, ja valitaan suureen X, jolla My = d (ilman yleisyyden mene-
tystd X = 1) projektiiviset efektioperaattorit W | x=1 = |@a,) (Pa,| ja kvanttitila
0 = |ps) (¢©r ], ndilld valinnoilla on ndhdéaén ettéd voidaan palauttaa P(a | X =1) =

0ay,m - Toisaalta jakaumalle P(as|X = 2) voidaan rakentaa M, efektid siséltava suu-

re esimerkiksi projektioita yhdistelemélld kuten; We,—; x—2 = Zgﬁﬁ%) l0i) (il ja
Wap—k|x=2 = ‘@(M17M2+k)> <SO(M17M2+]¢)|, kun k # 1. Tdméa konstruktio on mieli-

valtainen eiké valttdmaéattd mielenkiintoinen, mutta ilmeisesti yleistettéavissa mieli-
valtaisille deterministisille laatikoille, osoittaen sen mita véitettiin. Huom. etta jos

My = M, viite on erityisen triviaali.

1.2 Yhdistetyt laatikot ja signaalilokaalisuus

Kuvitellaan tilanne, jossa fyysikot Aliisa ja Petri tekevit kaukana toisistaan olevis-
sa laboratorioissa erillisille systeemeille haluamiaan testejd. Olkoon Aliisalla kaksi
mittalaitetta X € {#, &} ja jokaiselle mittalaitteelle on My mahdollista mittaustu-
losta ax € {1,... Mx}. Vastaavasti olkoon Petrilld kaksi mittalaitetta Y € {Q, )
ja My mahdollista mittaustulosta by . Fyysikot voivat yhdistéda eri laboratoriois-

sa generoidut mittaustuloslistat perinteistd viestintéikanavaa kayttden yhdistetyksi
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kéyttaytymiseksi P(a,b|X,Y). Tassad alaindeksit X,Y on pudotettu luettavuuden
helpottamiseksi, silld valittu mittaus voidaan lukea todennékoéisyyden ehdosta.

Oletus siité, ettéd kyseinen kiayttaytyminen on saatu yhdistamalld kaksi erillises-
ti tuotettua mittaustuloslistaa johtaa konsistenssi vaatimukseen, misséd marginaali
> o Pa,b|X,Y) = P(b|X,Y) edustaa Petrin laboratoriossa havaittua kéyttaytymista
vast. ., P(a,b|X,Y) = P(a]X,Y) Aliisan kiyttaytymista.

Erityisesti jos kiyttaytyminen edustaa sellaista koejérjestelya jossa jokaisen 'mit-
taustapahtumaparin’ avaruusaikakoordinaatit ovat paikanluonteisesti erotetut ja Alii-

sa ja Petri olisivat havainneet etté jollakin X ja Y

> P(a,b|X, Q) = P(alX, ) # P(a|X, )

S Pla, b4, Y) = P(O|#,Y) £ P(bl&,Y),
a
olisi selvié, ettd he voisivat rakentaa laatikoista mielivaltaisen 'nopeasti’ toimivan
viestimen. Viestintédlaite toimii yhteen suuntaan jos vain jompikumpi ylldolevista
epayhtdsuuruuksista toteutuu, kahteen suuntaan jos molemmat. Oletetaan esimer-
kiksi, ettd ainakin alempi toteutuu, ts. Petrin marginaalit yleisesti ottaen riippu-
vat Aliisan valitsemasta mittausparametrista. Sovitaan Aliisan asetuksen # vastaa-
van viestid (kylld) ja asetuksen & viestid (ei). Nyt kaukana olevan Petrin on mah-
dollista mittaustuloksistaan lukea, vertaamalla mittaustulosfrekvensseja jakaumiin
P(b|#,Y) jne. kumman asetuksen Aliisa olisi valinnut ja siis saada viesti. Periaat-
teessa Petrin tulisi saada, ainakin epadeterministisessid tapauksessa, mitata usei-
ta hiukkasia jotta hén voisi varmuudella péatella mitd Aliisa yrittda kertoa. Jo-
ka tapauksessa Petri voisi puutteellisellakin datalla, jopa yhdelld mittaustuloksella,
koettaa arvata kolikonheittoa suuremmalla todennékoisyydelld Aliisan viestin oi-
kein ja taten téssdkin tapauksessa kyettaisiin siirtdméin edes jotain informaatiota,
ikddnkuin ratisevalld puhelimella. Olisi mahdollista ettd Petri 'saa’ viestin paikan-
luonteisesti erotettuna Aliisasta ja tdten kuvatunkaltainen mahdollisuus on heti ris-

tiriidassa suhteellisuusteoriasta tulevan kausaalirakenteen kanssa.
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Relativististen kausaaliteettiperiaatteiden ja kaikkien tunnettujen kokeiden mu-
kaisesti voidaan vaatia ettd Aliisan (Petrin) lokaali kiyttaytyminen on tdménkaltai-
sessa tilanteessa riippumaton "kaukana’ olevan Petrin (Aliisan) mittauskontekstista
ts. kaikilla X,Y":

> P(a,b|X,Y) = P(b|X,Y) = P(b]Y)

a

> P(a,b|X,Y) = P(a]X,Y) = P(a|X).

Néité ehtoja kutsutaan ei-viestintdé (engl. no-signaling) -ehdoiksi. Ne takaavat, etta
Aliisa ja Petri eivdat voi viestid toisilleen edelld kuvatulla tavalla. Kutsutaan ei-
viestintdd ehdot toteuttavia laatikoita myos signaalilokaaleiksi laatikoiksi. Signaali-
lokaalisuus on tdmén tutkielman keskeisimpié késitteita.

Epérelativistisessa kvanttimekaniikassa, ja téssa tutkielmassa, yhdistettyja sys-
teemeja kuvataan yleensé tensoritulorakenteella. Olkoon H, ja Hp Aliisan ja Pet-
rin systeemien mielivaltais-ulotteiset Hilbertin avaruudet. Mittauksia ja vastaavasti
evoluutiota dynaamisesti riippumattomille systeemeille, jollaisia paikanluonteisesti
erotettujen asioiden oletetaan olevan, kuvataan Hilbertin avaruuden H 4 ® Hp lo-
kaaleilla, muotoa A, x ® I ja I ® Byy olevilla operaattoreilla. Téten ylldesitettya
koejarjestelyé vastaavan kvanttimekaanisen selityksen kayttaytymiselle nahdéaén ylei-
sesti ottaen olevan muotoa P(a,b|X,Y) = tr[Aqx ® Byy 0ap] jollekkin kvanttitilalle
0aB € S(Ha ® Hp). Koska Y, Agx = In, ja >, Byy = Iy, néhdéan etté talla
tavoin esitetyt kvanttilaatikot toteuttavat ei-viestintédéd -ehdot. Muistutetaan kui-
tenkin ettd esim. epérelativistisessa kvanttimekaniikassa ei ole periaatteessa mitéaéan
yldrajaa hiukkasten nopeudelle tms. tavalliselle 'viestinviejille’ eikd kvanttiobjek-
teilta vaadita esimerkiksi Lorentz-invarianssia. Ei-viestintdd ehdot tulisikin télta
kantilta ndhdé erdénkaltaisena operationaalisesti motivoituna, primitiivisend mini-
miehtona jonka on toteuduttava, ainakin tietyissa avaruusaikakonfiguraatioissa, jot-

ta teoria voi olla sopusoinnussa suhteellisuusteorian kanssa. Signaalilokaalisuus on
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muutoin sinénsd avaruusajasta tai suhteellisuusteoriasta riippumaton vaatimus. Ta-
vallinen kvanttimekaniikka kykenee téssé mielesséd kuvaamaan toisistaan erotettuja
useasta palasta koottuja systeemeité, ilman ettéd laboratorioiden vélille muodostuisi
ei-perinteinen kommunikaatiomenetelma.

Vastaavasti voidaan kuvitella n:n osapuolen koejarjestelyja. Kukin osapuoli ¢
omistaa mittalaitteen, jonka asetuksia X; on &érellinen, mutta muutoin mielivalta-
nen méird. llman yleisyyden menetystia voidaan kirjoittaa X; € {1,2... N;}. Edel-
leen oletetaan, ettd kunkin osapuolen valintaa X; vastaa ddrellinen méara mahdolli-
sia mittaustuloksia a(; x,) € {1,2... My, }. Tilannetta kuvaavia todennékéisyysjakau-

mia edustaa laatikko P(aq,aq,...a,| X7, Xo... X)) = P({ax,}

{X;}), missd mit-
tausvalinnan indikaattori X; on luettavuuden vuoksi pudotettu symbolista a x,),
sillé se voidaan lukea ehdosta.

Vastaavasti sanotaan laatikon P(aq, asg, . .. a,| X1, Xs ... X,,) olevan signaalilokaa-
li, jota voidaan vaatia esim. osapuolten mittaustapahtumien paikanluonteisuuden
nojalla, jos jokaiselle osapuolien joukon I = {1,2,...n} osajoukolle £ C I mar-
ginaalijaukaumat ., 1 .cpp P({ax }{Xi}) = P({ax,} : © € E{X;}) ovat riippu-

mattomia osapuolien ¢ € I \ E mittausvalinnoista X; : ¢ € I \ E. Toisinsanottuna
P({ax,} i€ E{X;}) = P({ax,} :i€ E{X;}:i € E).

Tama ei-viestintdd ehtojen muotoilu osajoukoille takaa, ettd muutoin mielivaltaista
kayttaytymista ei voi kdyttaa viestintddn siindkaan tapauksessa, etté jotkut osapuo-
lista olisivat samassa huoneessa tai muutoin yhdistéisivit mittaustuloksensa; signaa-
lilokaalisuuden takaamiseksi joka ikisen jakauman P({ax,}|{X;}) marginaalin on ol-
tava riippumaton muitten osapuolien valinnoista. Ilmeisesti ylldolevat vaatimukset

toteutuvat, eli riittdviksi ehdoksi kelpaa etté kaikille i € 1,X; ja X péitee
Y Plar. i, .0 X1, X X) =D Play,.ag, . an] X, XX,

Helposti ndhdaéan ettd nama oletukset patevat myos kvanttimekaanisille selityksille
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kun jokaisen osapuolen mittaukset ovat paikallisia. Voidaan sanoa, etté kvanttiteoria
on signaalilokaali teoria.

Useamman osapuolen kayttaytymista kutsutaan myos korrelaatioksi silla yleises-
ti ottaen laatikon todenndkoéisyyksille ei pade P(a,b|X,Y) = P(a|X)P(b]Y) eli eri
laboratorioissa havaituilla mittaustuloksilla voi olla riippuvuussuhteita. Merkataan
symbolilla P laatikoiden joukkoa, joita rajoittavat ainoastaan normointi - ja posi-
tiivisuusehdot, symbolilla S signaalilokaalien laatikoiden joukkoa ja symbolilla K
niiden laatikoiden joukkoa joille on kvanttimekaaninen selitys lokaalien mittausope-
raattorien avulla. Ilmeisesti L C S C P. Samaan tapaan kuin yksinkertaisten laati-
koiden tapauksessa, voidaan kuvitella useamman osapuolen kayttéytymisille deter-
ministisid ym. selityksid. Usean osapuolen tapauksessa tarkastelusta tulee kuitenkin

huomattavasti mielenkiintoisempaa, kuten seuraavaksi havainnollistetaan.

2 Bellin teoreema

Kuuluisassa EPR-paradoksissa [30] argumentoitiin, kvanttimekaniikan ennustamiin
korrelaatiohin nojaten, ettd kvanttitila ei sisélla kaikkia ennustusten kannalta fy-
sikaalisesti merkittavid tekijoitd systeemistd. Paradoksi muodostuu karkeasti ole-
tuksista siitd, ettd fysikaaliseen systeemiin voidaan tietyissé tilanteissa liittda hy-
vin médritellyt ominaisuudet ilman ettd niitd mitataan (nk. realismi) ja siitd ettd
paikanluonteisesti erotetut mittaustapahtumat eivét vaikuta toisiinsa (lokaalisuus).
Ajatus oli, ettd paradoksin nojalla kvanttiteorialle tulisi kehitt&a 'taydellisempi’ jopa
deterministinen ontologinen malli, joka siséltéisi tavallisen formalismin ulkopuolelle
tai 'piiloon’ jadneet tekijét joilla voitaisiin selittda korrelaatiot.

Vuonna 1964 julkaistussa artikkelissa ”On the Einstein-Podolsky-Rosen Para-
dox” [1] John Stewart Bell esitti nykyédn Bellin teoreemana tunnetun syvéllisen tu-
loksen, jonka nojalla miké&én nk. lokaalisrealistinen malli ei voi selittédé kvanttiteorian

ennustamia korrelaatioita yleisesti ottaen. Tulos perustuu siihen, etté lahtooletuksista
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saadaan laatikkotason, eli ainoastaan mittattavaa dataa koskeva kriteeri, jolla voi-
daan erottaa toisistaan laatikoiden mahdollisia selityksié.

Koejérjestely, jota alkuperéinen paperi [1] késittelee, vastaa tilannetta jossa kum-
mankin osapuolen systeemille mitataan kaksiarvoista suuretta. Nyky&an on muodos-
tunut tavaksi kutsua kyseisen koejérjestelyn kaikenkaltaisia yleistyksia (useampi os-
apuoli, mahdollinen mittaustulos jne.) vastaavia epéayhtéloitd Bellin epayhtaloiksi.
Ja kokeita, joissa ko. epayhtéloita testataan Bell-kokeiksi.

Téssé esitettava epayhtédld tunnetaan kuitenkin Clauser-Horner-Shimony-Holt -
epayhtaloné (lyh. CHSH-epéyhtils), tai joskus CHSH-Bell epédyhtilonid. Kyseinen
epayhtalo esitettiin [31] ensimméisen kerran vuonna 1969 ja sitd voidaan pitdi al-
kuperiisen Bellin epayhtélon [1] yleistyksené, jonka etuna on liséksi helpompi ko-

keellinen testaus [31].

2.1 CHSH-epayhtilo

Merkataan Aliisan laitteiden asetuksia symboleilla & seki # ja Petrin asetuksia
symboleilla © seké <. Oletetaan liséksi, ettd kummallekkin mittalaitteen asetukselle
on kaksi mahdollista lopputulosta, joita edustavat ilman yleisyyden menetysté luvut
-1 ja 1. Merkataan Aliisan mittaustulosta kirjaimella ay ja Petrin vast. kirjaimella
by, nyt siis ax,by € {—1,1} kaikilla X € {&, M} ja Y € {O,$}. Tilannetta kuvaa
laatikko P(a,b|X,Y)

Oletetaan, ettd kullakin kokeen kierroksella systeemeihin liitetdin muuttuja A,
joka edustaa systeemin 'tdydellisintd mahdollista’ kuvausta. Laatikko tulisi palautua
keskiméaréistyksenéd ko. muuttujien jakauman yli.

Yleisin kuviteltavissa oleva malli havaitulle kidyttaytymiselle on
P(a.bX.Y) = [ dA X, Y)P(@, 0, Y ).
A

missé oletetaan, ettéd integraali on hyvin méaéritelty mitallisessa joukossa A. Myo6skin

g\ X,Y) > 0ja [, ¢(A[X,Y)d\ = 1. Oletetaan ettd malli on sellainen, jossa ko-
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keentekijoilla on vapaa tahto valita mittausasetuksensa, se. muuttuja A ei vaikuta,

eiké korreloi asetuksiin X, Y. Téten voidaan kirjoittaa kirjoittaa ¢(A|X,Y) = q(A),
(X, Y[N)q(N)

tdmén voi nidhda Bayesin sddnnostd q(A|X,Y) =
DY) =" %)

kun ¢(X,Y|\) =
q(X,Y) jne.

Liséksi oletetaan, ettd malli on signaalilokaali, ts. P(a|X,Y,\) = P(a|X,\) ja
P(b|X,Y,\) = P(b|Y, \). Jos niin ei olisi, niin preparaattorin parametrien jakautu-
misen ¢(A) 'parempi’ kontrolloiminen, esim. jos preparaattori voisi joka kerta poimia
saman A, jolla ei-viestintdd ehdot eivit péde, saattaisi johtaa osiossa 1.2 kuvatun
viestintdkanavan mahdollistumiseen.

Todennékoisyyksille pétee aina: P(a,b|X,Y, ) = P(alb, X, Y, \)P(b| X, Y, \)
= P(bla, X,Y,\)P(a] X, Y, \). Koska korrelaation oletetaan olevan téysin selitettivis-
sd muuttujalla A, on informaation toisessa laboratoriossa saadusta mittaustuloksesta
oltava merkityksetontd lokaalien ennustusten kannalta kullakin kokeen kierroksella,
eli on oltava P(alb, X, Y, \) = P(a|X, \) ja P(bla, X,Y,\) = P(b|Y, \).

Kokoamalla edelliset oletukset yhteen, voidaan kirjoittaa
P(@,bX.Y) = [ d\[PalX, )P Na(h), (1)
A

Ehtoa (1) on kutsuttu joskus esim. objektiiviseksi lokaalisuudeksi [32], lokaaliksi
kausaalisuudeksi [33, kpl.7], lokaaliksi realismiksi, [34] tai Bell-lokaalisuudeksi [35,
36]. Bell-lokaalisuus ilmaisee, ettd miké tahansa mahdollinen statistinen riippuvuus
P(a,b|X,Y) # P(a|X)P(b,|Y) laatikkotasolla on téysin selitettévissé hiukkaspariin
koodatun tekijan A, joka voi siséltda esim. kvanttimekaanisen kuvauksen ulkopuolelle
jadneitd tms. mielivaltaisia parametrejé, avulla.

Maaritellaan sitten CHSH-Bell -korrelaatiofunktio kaavalla

C = (aabo) + (aabo) + (agbs) — (aabs).
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Hajotelmasta (1) saadaan C:n arvolle epétriviaali yldraja. Nimitt&din
C= Z ab [P(a,b|#,Q) + P(a,b|d,0) + P(a,b, |&, ) — Pa,b|é, )] (2)
a,b==+1

- ab [/Aqu(A) P(al M, NPOIDN) + . — Plald, VPGSOV (3)

a,b==+1

= /ACWJ(/\) [(aa)(bon) + (aax)(boa) + (aar) (box) — (aax) (Do) - (4)

Téssé ensimméinen riviin padstidn ottamalla summaus ab yhteiseksi tekijéiksi muo-
toa axby P(a,b|X,Y) olevista termeistd ilman alaindeksejé; néin voi tehdéd koska
ax,by € {—1,1} kaikilla X € {#, &} ja kaikilla Y € {©,{}. Identiteetin (1) no-
jalla saadaan (3). Alimmalla rivilld on otettu vakiot ja summa integraalin sisdin
seké otettu kdyttdén merkintdtapa (axa) = >, ., aP(alX, ), ja samoin by:lle.
Merkintatapa on hyviaksyttava, silla ilmeisesti
> aP(a, |X, NOPOY, ) = Y aP(a|X,A) ) bP(B|Y,A) = (axa)(by)-
ab==+1 a=%1 b==+1
Eli lambdasta-riippuvat odotusarvot (ax by.) voidaan ilmaista lokaalien odotusar-
vojen (ax ) ja (by,) avulla. Kirjoitetaan lausekkeen (4) integraalin sisélld oleva

sulkulauseke muodossa

(amn) (o) = (boa)) + (aaxr) ((boa) + (bon) = M.

Koska ax,by € {—1,1} on oltava [{ax )| < 1ja [(bya)| <1 eli myoskin

| M [ = [(aax) ((bor) = (bon) + (amr) ((box) + (bo)) |
< [(aa)[[(bon) — (box)| + [{aax)[[(box) + (Do)l

< [{boa) = (box) |+ [{bon) + (bon);

missé toiselle riville paastadn kiayttamalla itseisarvofunktiolle kolmioepayhtéloa. 11-
meisesti joko [(bor)| > [(boa)| tai [{(bea)| > [(bo.a)|, joten kdymalld lapi mah-

dolliset vaihtoehdot voidaan todeta alimman rivin menevin aina muotoon || <
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2 |(by)| eli on oltava aina |M| < 2. Nyt niahdaén ettd korrelaatiofunktiolle C' pétee

Ol =

/ qu(A)[m]\ < [wain< [ 2a0nin =2 (5)

missé on kéytetty tietoa g(A) > 0 ja [, ¢(A\)dA = 1. Epéyhtdls (5) on tunnettu
CHSH-epayhtélo. Merkataan ylirajaa Cy = 2. Yldraja on epétriviaali, silld lausek-
keen algebrallinen maksimi on 4.

Kuvitellaan sitten kvanttimekaanisesti kuvattu koe jossa fyysikot tekevét mit-
tauksia kaksidimensioisille systeemeille. Merkataan nuolilla + = (1,0)T |= (0,1)
Hilbertin avaruuden H ~ C? ortonormaalia kantaa jossa esitetdin matriisit o, =
(8 9)jaox = (9]). Aliisan detektoriasetukset # ja & samaistetaan projektiivisien
mittauksien Z ja X - akselien suhteen ja Petrin asetukset ¢ ja < akselien \, seké
" suhteen. Vastaavat odotusarvot lasketaan nyt Aliisalle operaattoreista Ay = o4
ja Ay = ox ja Petrille B\, = —i(az +o0x)jaBx= i(UZ — ox). Nailld valin-

V2 V2

noilla, jos on preparoitu singlettitila pap = [¥7) (U], U~ = %(T RIL-41),

niin saadaan korrelaatiofunktiolle

C = (a:b\,) + (azb) + (azb ») — (azb »)

=tr(oap(Az @ B\))] +tr(oap(Ax @ B\)] + ... —tr[oap(Az @ B »)]

11 11
=—=+—=+—F—=+-—F==2V2>2
V2 V2 V2 V2

Tulos tarkoittaa, ettd kvanttimekaniikassa on ainakin joitakin koejarjestelyita, joita
ei voi selittdd Bell-lokaalisuuden toteuttavilla jakaumilla.

Bellin teoreeman voi lukea seuraavasti: mikdan vaatimuksen (1) toteuttava teoria
ei voi rikkoa CHSH-epéyhtilod |C| < Cy = 2. Tulos on sinénsé riippumaton kvantti-
mekaniikasta. Koska kuitenkin kvanttiteoriassa voidaan rikkoa CHSH -epéyhtaloa,
kenties ‘yllattavésti’ tai intuition vastaisesti, niin yleensd Bellin teoreema lausu-
taan seuraavassa muodossa: mikdén teoria, jonka ennustukset vastaavat statistisesti

kvanttiteorian ennustuksia ei voi toteuttaa ehtoa (1).
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Todetaan, ettd vuosikymmenien aikana on tehty useita kokeita, joissa on havaittu
CHSH-epéyhtalon rikkoutumista ja yleisesti ottaen hyvalla tarkkuudella sopusoin-
tuisia tuloksia kvanttiteorian ennustusten kanssa silloinkin kun mittaukset suorite-
taan paikanluonteisesti. Kuitenkin kokeiden toteuttamisessa on omat haasteensa ja
testitilanteissa kaytannollisista syistd voi olla -tai voi jaddéa- ”possunreikid”, joilla
voitaisiin ainakin periaatteessa selittda havaittu epayhtéloiden rikkoutuminen ilman
ettd oletusta (1) tarpeen varmuudella hyldtd. Jotta mahdolliset Bell-lokaalit teo-
riat voitaisiin perustellusti sulkea pois, olisi kokeissa luonnollisesti pystyttavé ilman
epéilystéd osoittamaan ko. alkuoletusten epdonnistuminen. Téssé viitataan vuonna
2015 suoritettuun kokeeseen [37], jonka nojalla! on dirimméisen epitodennikoisti
ettd havaittua epédyhtilon rikkoutumista voitaisiin selittdé Bell-lokaalilla teorialla.
Samassa viitteessd on késitelty erilaisia possunreikié ja tapoja joilla ne voidaan
koejérjestelylla sulkea pois. Nayttéisi siis silté, ettéd luontoa ei tulisi kuvata teorialla

joka on Bell-lokaali.

2.2 Bellin teoreeman merkityksesta

Bellin teoreema on aikojen saatossa johdettu useammalla tavalla ja joissakin allao-
levat oletukset vahintddnkin néyttavit erilaiselta. Luokkaa teorioita, joita Bellin
teoreema koskee onkin kutsuttu teoreeman ensiesityksesté [1] ldhtien useilla eri sa-
nayhdistelmilld, riippuen siitd minkélaisista, tai minka nédkoisistd alkuoletuksista
tarkalleen ottaen on ldhdetty liikkeelle. Joitakin perinteisesti kdytetyista késitteista,
kuten ’'lokaali realismi’ on viimeaikoina kritisoitu hamérihkoné [34, 38].
Teoreeman ensiesityksestd on tutkielman tekemisen aikaan kulunut ldhes kuusi-
kymmenté vuotta. Silti, my6s johtoon tarvittavista tarkoista premisseisté, ja téaten

teoreeman seurauksista kdydaan tanakin paivana kiivaanakin pidettavéa sananvaih-

IBell-kokeita on kisitelty kirjallisuudessa ja tehty laboratorioissa vuosikymmenien ajan. Lyhyen

katsauksen kokeisiin liittyvisd ongelmista sekd haasteista 16yt44 mm. mainitusta viitteestd [37].
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toa ks. esim. [39-42]. Joissakin yhteyksissé véitetdan, esim. [35, 38, 39] ja [43, kpl.10],
ettd oleellisesti ainoana oletuksena Bellin teoreeman johdolle tarvitaan vaatimus lo-
kaaleista vaikutuksista. Mitdén implisiittistd klassisuutta’ ei siis siséltyisi -eika tar-
vittaisi teoreeman johtoon. Témén ndkemyksen [36] mukaan olisi syytd harkita va-
kavasti esim. Bohmin mekaniikan [44, 45] kaltaisia teorioita, jotka siséltavét ekspli-
siittisid epélokaaleja vuorovaikutuksia systeemien vililla, joita on ldhtokohtaisesti
hankala sovittaa yhteen suhteellisuusteorian kanssa.

Myo6s péainvastaisia mielipiteitd 16ytyy, esim. [40, 46, 47]. TAmén asenteen mu-
kaan lokaalisuus ei ole ainoa oletus Bellin teoreeman johdon takana. Vaadittu toinen
-vahintadn implisiittinen- oletus voi ottaa useita eri asuja Bellin teoreeman erilai-
sissa todistuksissa ja sitéd voitaisiin nimittda vaikka sitten, kenties epamééraisesti,
realismiksi tai klassisuudeksi.

Bell-kokeen peruspremissi on, ettéd yhdistettyjd jakaumia P(a,b|X,Y’) voidaan
arvioida vasta, kun fyysikot yhdistavéit mittaustuloksensa ja tdmén oletetaan tapah-
tuvan -tunnetun fysiikan mukaisesti- perinteistd viestintdkanavaa kayttden. Téaten
teorian operationaalisesti mielekés lokaalisuuden késite palautuu signaalilokaalisuu-
den toteutumiseen teorian parhaankin kuvauksen A tasolla.

Oletukset P(a|X,Y,\) = P(a] X, \) sekd P(b|X,Y,\) = P(b|Y, \) oleellisesti sa-
novat, ettid ei-viestintdd ehdot toteutuvat siindkin tapauksessa, ettd jakauma q(\)
poimisi joka kerta saman kyseisesséd teoriassa tdydellisimmén tilan \. Tama pitda
paikkansa tavallisessa kvanttimekanikassa, mutta ei esimerkiksi Bohmin mekanii-
kassa, jossa ’piilomuuttujien tasolla’ on sisdllytettyna vélittomia vuorovaikutuksia
ja alkuehdot méaardéavit systeemin ominaisuudet deterministisesti. Bell-lokaalisuus
on vahvempi kuin ei-viestintéd ehto; kaikki Bell-lokaalit teoriat ovat signaalilokaaleja
teorioita. Signaalilokaalisuuden takaamiseksi taytyy prediktiivisesti epasignaalilokaa-
leissa teorioissa postuloida, tai vakuuttavammin perustella matemaattisesti, jotakin

muuttujien A jakautumisesta g(A) ja niiden hallittavuudesta, jottei aiemmin kuvailtu
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kommunikointikanava tulisi mahdolliseksi.

Toisen Bellin teoreeman johdossa korostetun oletuksen P(alb, X, Y, ) = P(a|X, \),
P(bla, X,Y,\) = P(b|lY,\) operationaalinen sisilté on, ettd fyysikko joka tietda
muuttujan A, ei saa lisdd ennustuskykyé kaukana olevan hiukkasen ominaisuuksista
mittaamalla omaa hiukkastaan. Oletuksen mukaan toisen laboratorion mittaustulos-
ten hyodyntdminen yksittaisten koekierrosten ennustamisessa vaatii kommunikoin-
tia fyysikoiden vélilld. Kéantden se, ettd fyysikko voi kadyttéaéd korrelaatioita kauka-
na olevan hiukkasen ominaisuuksien parempaan ennustamiseen mittauksen jélkeen
(esim. jos P(alb, X,Y,\) # P(a|X, \)) ei ldhtokohtaisesti implikoi, ettéd lokaali mit-
taus olisi muuttanut mitéaéin objektiivista fysikaalista kaukana olevan hiukkasen omi-
naisuutta. Namé toteamukset ldhestyvit teoreettisten rakenteiden tulkinnallisia ky-
symyksié, kuten esim. kuvaako kvanttitila - tai téssa laatikko, systeemin 'todellista’
fysikaalista konfiguraatioita, vai kokeentekijén informaatiota systeemisti. Syventy-
minen tulkinnallisiin kysymyksiin véistetdén, ja tyydytddn toteamaan ettd vaikka
mittauksella tulkittaisiin tésséd olevan jokin vaikutus toisessa laboratoriossa tapah-
tuviin asioihin, ei vaikutuksella ainakaan ole operationaalista merkitysté. Téssa vii-
tekehyksessa vaikuttaa siltd, ettd Bell-lokaalisuuden voidaan ndéhdd muodostuvan
parista oletuksia; prediktiivinen signaalilokaalisuus ja toinen ehto, jonka voidaan
nihda liittyvin kuvauksen tdydellisyyteen [48]. Kummassakin ndkokulmassa koko-
naisuus on tavallaan enemmén kuin osiensa summa.

Téassé tutkielmassa kysmys Bell-epélokaalisuuden todellisesta alkuperéstd on
toissijainen. Korrelaatiot voidaan kenties selittédé vaikka jollakin erikoisella sdilymisla-
illa, valittomien, retrokausaalisten vuorovaikutusten tai vaikka laboratorioita lin-
kittavin madonreidn (jotakin tdménkaltaistakin on esitetty ks. [49]) avulla. Jos
naméa mallit ovat sopusoinnussa laatikkotason signaalilokaalisuuden kanssa, ts. mah-
dolliset valittomét vaikutukset pysyvéat piilossa, ne kelpaavat laatikoiden selityksek-

si. Tésta eteenpéin otetaan Bell-lokaalisuus esitetyssd muodossaan erdiné laatikoi-



25

den P joukkoa rajoittavana aksioomanomaisena ehtona ja Bell-epdlokaalien korre-
laatioiden olemassaolo paikanluonteiseisestikin suoritetuille mittauksille kokeellisesti
todennettuna tosiasiana.

Tarkennetaan viela Bell-lokaalien korrelaatioiden siséltoa. Kriteeri muotoiltiin

vaatimalla kdyttaytymisiltd P(a,b|X,Y) hajotelmaa
P(@.bX.Y) = [ d\[P(@lX, )P, Na(N),
A

Esityksessd ei vaadittu, etti lokaalit todennikoisyysvasteet P(a|X, A) tai P(b|Y,\)
olisivat deterministisid. K&y kuitenkin ilmi, ettd annettu muotoilu tarjoaa vain
ndenndisesti suurempaa yleisyytta: stokastinen Bell-lokaali malli on olemassa jos
ja vain jos on olemassa myos deterministinen malli. Témé tosiasia huomattiin ai-
kaisin viitteessd [50], mutta téssd seurataan ensisijaisesti viitteessd [51] 1oytyvaa
argumenttia.

Ilmeisesti deterministisen mallin olemassaolo implikoi epéddeterministisen mal-
lin, silla konveksikombinaatio Bell-lokaaleita laatikoita on Bell-lokaali ja mielival-
tainen epadeterministinen jakauma saadaan sopivana konveksikombinaationa deter-
ministisid jakaumia. Kéa#dnteisen tuloksen voi ndhdad huomaamalla, ettd vasteiden
P(a|X, \) satunnaisuus voidaan siirtda piilomuuttujalle korvaamalla A muuttujalla
N = (A pa, up) [b1]. Téssd pa, pp ovat toisistaan ja muuttujasta A riippumat-
tomia, uniformisti vélille [0,1] jakautuneita satunnaismuuttujia. Nyt ndhdain etta
alkuperéinen Bell-lokaali kdyttdytyminen voidaan palauttaa muuttujan A\’ determi-
nistisistd lokaaleista vasteista P’(a| X, \'), P'(b|Y, X) ja distribuutiosta ¢'(\) = q(A),

keskiméaarédistaméalla muuttujien pa, pup yli, kun méaritellaan

1 pa < P(alX,A) 1 pp < P(alX, )
P/(a] X, X) = ja Py, N) =

0 muulloin 0 muulloin.
Téssé ei ole tarpeen ottaa kantaa mallin fysikaaliseen mielekkyyteen. Jokatapaukses-
sa ndhdédan ettd Bell-lokaaleihin laatikoihin liittyvé satunnaisuus on sellaista, jolle

voidaan antaa tietdméattomyystulkinta.
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Koska mahdollisia mittaustuloksia on &a#rellinen maéaara, téssd kaksi jokaiselle
mittalaitteelle, voidaan integraali yli A-avaruuden korvata summalla yli eri tuloksiin

johtavien 'relevanttien’ determinististen konfiguraatioiden, joita on tissd 2* = 16

kpl.:

P(a,b|X,Y) =Y P(A\)P(alX,\)P(b]Y, N).
A

Tamé& on analoginen osion 1.1 esimerkkiin, jossa kukin deterministinen konfigu-
raatio identifioitiin listan, jossa jokaiselle laitteen asetukselle kullakin kierroksel-
la on médrdtty mittaustulos, kanssa; A = [aa,ag : bo,bs]. Lista mittaustuloksia
siséltdd kullakin koekierroksella arvot jokaiselle mitattavissa olevalle suureelle. Bell-
lokaalisuuden rikkoutuminen implikoi tédten etté kyseisen kaltaista listaa ei voi olla
olemassa. Tai oikeammin etté jokaisen Bell-epélokaalin mittaustulokset yksittaisella
kokeen kierroksella méaraavan listan tulee ottaa huomioon kaukana oleva mittaus-
konteksti. Voidaan viittéaa, ettd tavallinen kvanttiteoria, minimaalisessa tulkinnas-
sa, jonka ennustukset ovat tilastollisia ei ota yleisesti kantaa suureiden arvoihin
yksittéisilla kokeen kierroksilla eiké téaten ota em. listojen olemassaoloonkaan ts. ei
puhu ominaisuuksista joita ei ole mitattu: ”kokeilla joita ei tehty, ei ole tuloksia” [52].

Bell-epélokaalisuus voidaan ottaa todisteena aidosti ei-klassisesta resurssista;
korrelaatioita ei voida ainakaan selittdé preparaattorin systeemeihin ennalta kir-
joittamilla ominaisuuksilla. Merkataan Bell-lokaalien laatikoiden joukkoa kirjaimel-
la B ja kutsutaan 8’n elementtejd myos klassisiksi tai lokaalisrealistisiksi laatikoik-
si. Kirjallisuudessa kvanttiteorian sitd ominaisuutta, ettd Bellin epayhtalot rikkou-
tuvat, kutsutaan usein kvanttiepélokaalisuudeksi (engl. quantum nonlocality, usein
Bell-epéalokaalisuuteen viitatessa kédytetddn myos lyhyesti termid nonlocality). Olisi
kenties perusteltua kayttaa jotakin toista kéasitetta esim. kvanttiepéseparoituvuutta
[46]. Tassé tutkielmassa ndité kasitteitd kiytetadn ristiing ko. késitetta voidaan pitéé

lyhennyksené ”Bellin epayhtéldiden rikkoutumiselle kvanttimekaniikassa”.
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3 Ei-klassisista korrelaatioista

Kvanttimekaaniset, dynaamisesti riippumattomien systeemien véliset, korrelaatiot
voivat olla voimakkaampia kuin mitd voidaan selittdéa klassisella lokaalilla mallil-
la. Luvussa 2.1 annetussa esimerkissi korrelaatiofunktio C' = (aabo) + (agbo) +
(agbo) — (aaby) sai arvon 4 > |C| = 21/2 > 2. Seuraavassa osiossa niytetidn, etti
tdméa arvo on kvanttimekaniikassa teoreettinen ylaraja CHSH-Bell korrelaatiofunk-
tiolle C'. Tulos on epétriviaali, silld alkuoletuksena olivat ainoastaan se, ettd kum-
mallakin osapuolella mitattavia suureita on kaksi, ja ettd suureet ovat kaksiarvoisia.
Periaatteessa voitaisiin kuvitella vaikka kuinka monimutkainen systeemi joka istuu
néihin oletuksiin; esimerkiksi systeemin Hilbertin avaruuden dimensiosta ei oletettu
mitddn. Tuloksen esitti ensimmaéisen kerran Boris Tsirelson vuonna 1980 [53].
Nykyéadn on muodostunut tavaksi kutsua yleisempienkin Bell- lausekkeiden pie-
nintéd kvanttimekaanista ylarajaa Tsirelsonin rajaksi. Merkataan ko. korrelaatiofunk-
tion yldrajaa alaindeksilld IC, esim. CHSH-epéyhtélo on |C| < Ck. Kvanttimekaani-

sia Bellin epayhtéaloita kutsutaan myos joskus Tsirelsonin epayhtéloiksi.

3.1 Tsirelsonin raja ja PR-laatikko

Rajan CHSH-epéayhtélolle voi johtaa useammalla eri tavalla. Téssé esitettava tapa
seuraa oleellisesti viitteitéd [54] ja [28, kpl. 20.4].

Kaukana toisistaan olevat Aliisa ja Petri mittaavat kumpikin kahta kaksiarvois-
ta suuretta joiden ajatellaan vastaavan mittalaitteen orientaatiota X Aliisalle ja Y
Petrille. Tassd X € {#,&} jaY € {©,$} kuten aikaisemmin. Merkataan Aliisan
lokaalin suureen Ax mittaustuloksia a € {—1,1} vastaavia Hilbertin avaruuden H 4
tapahtumaoperaattoreita (efekteji) symboleilla Ax . ja Ax . Vastaavasti merka-
taan Petrin suurelle By Hilbertin avaruuden Hp efektejé symboleilla By 4 ja By, _.
Avaruuksien Hy4 ja Hp dimensiot voivat olla mielivaltaisia. Nyt siis Ax 4, By, > 0

kaikilla a, be {—1, 1} seké, AX,+ + AX7, = IHA ja By7+ + By7, = IHB~
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Yleisessd tapauksessa lokaalit operaattorit Ax, ja By, eivit ole projektiivisia,
eikéd yhdistetty tila p4p puhdas. Samat mittaustulostodennikoisyydet voidaan kui-
tenkin mallintaa projektiivisten mittausten avulla puhtaalle tilalle jossakin laajenne-
tussa Hilbertin avaruudessa [27]. TAmé&n voi nahdé olevan seurausta Naimarkin teo-
reemasta ks. esim. [28, kpl. 7.3], jonka nojalla voidaan 16ytéd 0 4 g € Seaxt(Ha @Hp!),
I(a) € P(Ha) = {p € L(Ha)lp* =p =p*} ja LL(b) € P(Hp) jolle

P(a,b|X,Y) = trlo g (I(a) @ I(b))].

Tama voidaan tulkita fysikaalisesti siten, ettd Aliisa tai Petri voivat halutessaan
huomioida takasteltavan systeeminsa liséksi myos paikallisen ympériston, esim. mit-
talaitteen tilan, ja ajatella mittausten olevan projektiivisia ko. yhdistetylle systee-
mille. Pilkullinen notaatio voidaan pudottaa saman tien, nimittdin koska ongelman
annossa ei rajoitettu Hilbertin avaruuksien dimensioita, on sallittua ilman yleisyyden
menetysté olettaa etté paikalliset mittaukset ovat projektiivisia, eli etté A%(,a =Ax,
ja By, = Byy,.

Méaéritelladn operaattorit AX = Ax 4 — Ax_ seka By = By — By_, jolloin
odotustulokset (axby) voidaan laskea kaavalla (axby) = tT’[QABAX ® By]

Ay ja By ovat itseadjungoituja, silld ne ovat positiivisten eli itesadjungoitujen
operaattorien summia (erotuksia). Operaattoreille Ay ja By patee

I, <Ax < Iy, ja —1In, < By < I,.

Erityisesti oletuksista A% , = Ax. ja By, = By, seuraa kuitenkin my®s etté

~2 _ A2

AX:IHA Ja BY:]HB7

nimittdin esimerkiksi Iy, = Ax+ + Ax _ implikoi ettd Ax = AAQX’ L+ Ax  Ax

eli 0 = AxyAx_ ja samoin Axy_Ax = 0. Tastd huomiosta nédhdéaéin véitetty
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identiteetti

= AX7+ + AX,_ = IHA'

Samoin voidaan tietysti tehda By-lle.

Maaritelladn lisiksi CHSH-Bell operaattori C kaavalla
C'=Ap® By + Ag @ By + Ag @ By — Aa @ By
— Aa ® (Bo — Bg) + A8 @ (Bo + By),

jolloin viite Cx = 2v/2 voidaan kirjoittaa muodossa ‘tr[C’QAB]‘ < 2V2, oap =
1) (] Nyt

riCoasl| = |@1C¥)| < €L,

missé || - || 45 on operaattorinormi (||C||lap = sup||¢H:1||C’<b||) tensorituloavaruudes-
sa ja médritellddn sisitulon indusoimana kaavalla ||A ® Bl|lap = || A||a||B||z. Téssé
|Alla ja ||B||p ovat avaruuksien H, ja Hp operaattorien vastaavasti mééritellyt
operaattorinormit. Téstéd eteenpéin oletetaan kontekstista tunnetuksi mitd normia
symbolilla || - || tarkoitetaan ja pudotetaan alaindeksit. Viimeinen epéyhtélo on seu-
rausta operaattorinormin méaritelméastéd sekd Cauchy-Schwarz epayhtalosté, joiden
avulla saadaan [(¥|C¥)| < ¢ |[[[[IC].

Huomataan, etté koska C' on itseadjungoitu, voidaan lisdksi kirjoittaa
~A 2 A Ak ~
ICI = cc | = lIC)”™.

Téssé viimeinen yhtasuuruus pitdd paikkansa kaikille rajoitetuille operaattoreille
29, s.13]. Todistus viitteelle Cx = 2v/2 etenee nyt seuraavasti: niytetisin etti

IC)1? = ]|C2]| < 8 eli ettd [|C| < 2v2. Aikaisemmin todetun nojalla pitee siis
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tT[OQAB]’ < 2¢/2; tdmé viimeistelee todistuksen, silld nihtiin ettd timi raja on
saavutettavissa jo kubittiparisysteemille.

Suoralla laskulla nahdaan etta

.2 2 ) PN . ~9 ..
c=> (Ax ®By> + [Aa, Aa] @ [Bo, Bo] — Ay @ {Bo, Bo}

XY

2 AN A 2 A .9
+A4 ®{Bo, Bo} + {Aa, As} ® By — {As, As} @ By,

Téssé on kaytetty merkintoja {A, B} = AB+BAja[A, Bl = AB—BA. Kéyttamalla

edelliseen identiteettejd A?X = Iy, ja Bi = Iy, saadaan

~92 ~ ~ ~ ~

C = 4<]HA ® I'HB) + [A*,A.',] ® [B@’ BO]'
Ja lopulta

~ 92 ~ ~ ~ ~
1C71 < 14 (B, @ Dy || + || [ A, Aa] @ [Bo, Bo| (6)

< ([[Aaal] [ aaal]) ([l Bopo] + ||
< 4+ 41 A A 1Bl Bo

:8’

kuten viitettiin. Téassé kaytettiin kahdesti kolmioepéyhtéloé, kerran operaatto-
rinormin ominaisuutta ||AB|| < ||A]| ||B] ja lopuksi aikaisemmin todettuja identi-
teettejii —Ip, < Ax < I, sekii —Ip, < By < I,,.

Riviltd (6) huomataan, ettd Bellin epdyhtilon |C] < 2 rikkoutumiselle kvanttime-
kaniikassa vaaditaan vélttamatoméana minimiehtona se, ettd Aliisan ja Petrin lokaa-
lit suureet eiviit kommutoi keskenéén. Nimittéiin jos [Aa, Ag] = 0 tai [Bo, Bs] = 0
niin heti ||C'2|| < 4. N&hdaan ettd suureiden epéyhteensopivuus on kytkoksissa
CHSH-epéayhtalon rikkoutumiseen kvanttimekaniikassa.

Kvanttiteoria sallii Bellin epahtédloiden rikkoutumisen mielesséd voimakkaampia

korrelaatioita kaukana toisistaan olevien osapuolien mittaustulosten valilla kuin
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mité on selitettavissa klassisella mallilla. Kuitenkin korrelaatioiden teoreettinen yléara-
ja on téssa ndhdyn nojalla yleisesti ottaen alhaisempi kuin vastaavan Bellin epayhtélon
algebrallinen yldraja. Intuitiivisesti voitaisiin perustella algebrallista yldrajaa alhai-
semman rajan takaavan korrelaatioiden olevan signaalilokaaleja. Asia ei kuitenkaan
ole aivan néin yksinkertainen; on olemassa ei-viestintdd ehtojen kanssa sopusoin-
nussa olevia kayttaytymisia, jotka saavuttavat jopa CHSH-epéyhtélon algebrallisen
yldrajan. Tama tosiasia tuli kuuluisaksi Popescun ja Rohrlicin artikkelista [25], vaik-
kakin vastaavia tuloksia oli esitetty jo aikaisemmin esim. viittessd [27, yht&lo 1.11]
ks. my6s ldhteen [35, kpl.C.2] viitteet.

Nykyéadn PR-laatikkona tunnetun, CHSH-epayhtélon algebrallisen yldrajan saa-
vuttavan kayttaytymisen todennékdisyydet ovat listattuna:

P(1,11d,9) = P(~1,~ 11, Q) = P(1, 1|, 0) = P(—1,~1/4,0) = P(1, 1|/4,9)
= P(—-1,—-1|#,9) = P(1,—1|#,0) = P(—1,1|4,0) = % Talle kdayttaytymiselle
marginaalit ovat uniformisti jakautuneita joten ndhdéén etta signaalilokaalisuus to-
teutuu ja (aabo) = (agbo) = (agbs) =1 ja (aabe) = —1eli C = 4.

Teoreettiselta, erityisesti perusteisiin keskittyvéltéd, ndkokannalta se, ettd K C S
on erityisen kiinnostava. Tulos osoittaa etté voi olla olemassa kvanttiteoriasta oleel-
lisesti poikkeaviakin ei-klassisia teorioita jotka voisivat silti olla sopusoinnussa suh-
teellisuusteorian kanssa. Kiinnostavasti néitd yleisempiad malleja voitaisiin kuvitel-
la testattavan koko kvanttirakennetta vastaan esim. Tsirelsonin epéayhtalolla, silla
yldraja oli dimensioista yms. riippumaton absoluuttinen yldraja, samaan tapaan
kuin Bell-lokaaleja teorioita on testattu kvanttimekaanisia ennustuksia vastaan.

Mahdollisten kvanttiteoriaa yleisempien signaalilokaalien mallien ominaisuuksia
olisi hyodyllista selvittad. Osiossa 4 esitetdédn piirteité, jotka voidaan tunnistaa yh-
teiseksi kaikille signaalilokaaleille laatikoille, eli riippumatta laatikoiden tasméllisesté
selityksesta.

Yleisempien signaalilokaalien korrelaatioiden olemassaolo heréttdd myos kysy-
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myksen Tsirelsonin rajan fysikaalisesta alkuperéstd. Toistaiseksi kokeet eivit ole
antaneet syyté epailld kvanttimekaniikan patevyytta. Kvanttirakenne ei kuitenkaan
anna ilmeisté, operationaalisesti mielekésté syytéa sille, minké takia korrelaatioiden
tulisi olla Tsirelsonin rajan kahlitsemia. Ongelmaa on viimeisen parin vuosikymme-
nen aikana ldhestytty usealta eri nédkokannalta. Luvussa 5 annetaan laatikkotason

ndkokulma siihen, miksi algebralliseen yldrajaan ei péadstéisi.

3.2 Kvanttiepilokaalisuus ja kietoutuminen

Lokaalien suureiden epéyhteensopivuus on vélttaméatonta CHSH-epayhtélon rikkou-
tumiselle kvanttimekaniikassa. Seuraavaksi néytetddn, taydellisyyden vuoksi, etté
hiukkasparin on liséksi oltava kietoutuneessa tilassa.

Viitteen toteamiseen riittdd huomata, ettd yleisin hiukkasparin ei-kietoutunut
eli separoituva tila on muotoa S(HA® Hg) 3 oap = Y.,; &GoitP = 3. &0l @ 0P . Thssi
> &=1§>0Vija Q?(B) € Seat(Hapy). Téten todennikédisyyksille P(a,b|X,Y)

pitee
P(a,b|X,Y) = tr Z &(of' © 0f)(Aux ® Byy)
= Z& tr [(of ® 0P)(Aux ® Iniy) - (I, ® Byy)]
= Zf tr [(0f'(Aax)] - tr [0P (Buy)]
= & P(alX, 0/")P(]Y, o/*"),

eli jakaumat Bell-lokaalia muotoa ja noudattavat taten Bellin epdyht&loita.
Operationaaliselta nikokannalta tulotilat o ® of voidaankin samaistaa niiden
yvhdistettyjen systeemin tilojen kanssa, jotka voidaan tuottaa kahta erillistd prepa-
raattoria eri laboratorioissa kiyttien. Jos parin o ® of tuottamiseen liittyy to-
dennékoisyys & voidaan niinikdén generoida eri laboratorioissa yleisemmaét separoi-

tuvat tilat. Kietoutuneita tiloja ei saa valmistettua tulotiloista lokaaleilla operaa-
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tioilla ja klassisella kommunikaatiolla ks. esim. [29, s. 278]; tulotilojen kietouttami-
nen vaatii eksplisiittistd globaalia vuorovaikutusta systeemien valilla.

Laatikkotasolla tulotiloja vastaavat ilmeisesti yksittaisten laatikoiden tulot, olet-
taen lokaalit mittaukset. Osiossa 1.1 nédhtiin ettd jokaiselle yksittéiselle determinis-
tiselle laatikolle voidaan antaa kvanttimekaaninen selitys. Téten tulotiloilla voidaan
esittdd mika tahansa deterministinen Bell-lokaali laatikko. Koska miké tahansa Bell-
lokaali laatikko voidaan antaa determinististen Bell-lokaalien laatikoiden konveksi-
kombinaationa ja on olemassa kvanttimekaanisia Bell-epilokaaleja kayttaytymisia,
on ilmeisté ettéd Bell lokaalien laatikoiden joukko ‘B on kvanttimekaanisten laatikoi-
den K aito osajoukko. Toisinsanoen B C K C S C P.

Téassdndhdyn nojalla separoituvia tiloja voitaisiin kutsua myos klassisesti kor-
reloituneiksi tiloiksi. Katsauksen kietoutumisteoriasta 16ytaéa esim viitteesta [55].
Téssé ei ole tarkoitus selvittéé kietoutumiseen liittyvié yksityiskohtia. Esitetédén kui-
tenkin muutama lisihuomio kvanttiepélokaalisuuden ja kietoutumisen yhteydesté.

Kietoutuminen on valttdméatontd kvanttiepdlokaalisuudelle. Itseasiassa mille ta-
hansa hiukkasparille jonka tila on puhdas ja kietoutunut, voidaan loytda suureet
joille Bellin epdyhtilo rikkoutuu [56]. Sekoitetuille tiloille juttu on monimutkaisem-
pi; on olemassa epédpuhtaita tiloja, jotka ovat kietoutuneita mutta eivét riko Bellin
epayhtaloa millekkédén suureille: téastd annettiin esimerkki projektiivisten mittausten
tapauksessa viitteessa [57] ja yleisemmin viitteessi [58] rakentamalla eksplisiittisesti
lokaali piilomuuttujamalli. Néille huomioille 16ytyy vastineita useamman osapuolen
tapauksisissa [59].

Tilanne monimutkaistuu edelleen, jos esim. fyysikoiden annetaan tehdé perakkai-
sid mittauksia [60] tai suorittaa mittauksia useille kopioille [61]. Néissé tapauksissa
kietoutuneet tilat joille on tavallisessa tilanteessa klassinen malli, saattavatkin rik-
koa Bellin epayhtaloa. Kietoutumisen tasméllinen yhteys kvanttiepélokaalisuuten ei

ole tdnd pédivéana tdysin selvi. Viimeaikaisen katsauksen aiheeseen ja avoimiin ky-
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symyksiin voi 16ytda viitteestd [62]. Kietoutuminen ja kvanttiepdlokaalisuus ovat

kytkoksissé toisiinsa, mutta niité ei tulisi kdyttdd synonyymeina.

3.3 Yleisemmait koejarjestelyt ja korrelaatioiden karakteri-

sointi

CHSH-epéayhtalon esityskonteksti luvussa 2 oli klassisten mallien 8 erottamisessa
kvanttimekaanisista selityksistd K, joten CHSH-korrelaatiofunktion C' postulointi
oli hyvaksyttavissa. Tésséd osiossa esitetddn moderni geometrinen ldhestymistapa
laatikoiden joukkojen B, K, § jne. tarkasteluun. Késitteet ja tyokalut ovat keskei-
sid laiteriippumattomassa fysiikassa, seké kdytannolliselta etté fysiikan perusteisiin
keskittyvilta ndkokannalta. Esitys selventdd myos Bellin epéayhtaloiden, Tsirelsonin
rajan yms. merkityksid yleisemmissékin tilanteissa.

Bellin epayhtilot voidaan liittdda konveksien monitahokkaiden (engl. convex po-
lytope) teoriaan. Aikainen huomio tésté yhteydesté esitettiin mm. viitteessd [63] ks.
myo0s [27]. Tamé yhteys osoittaa etté Bell-lokaalien laatikoiden joukon B téydelliseen
karakterisoimiseen riittda kussakin koejarjestelyssa dérellinen mééra lineaarisia epé-
yhtéloita. Edelleen ko. yhteys mahdollistaa Bellin epayhtéldiden generoimisen pe-
riaatteessa mielivaltaisiin Bell-koetilanteisiin, vaikkakin tehtéva on laskennallises-
ti tyolds ks. mm. [51, 64]. Moderneissa tarkasteluissa seuraavaksi esitettéivét 'to-
dennékoisyystahokkaat” ym. ovat ahkeran, erityisesti laskennallisen, tutkimuksen
kohteita ja tdten myos erilaisia aiheeseen liittyvié erikoistuloksia on runsaasti. Téasséa
annetaan yleiskuva perustyokaluista. Kattavampi katsaus, ja lisdé viitteitd, nédihin
késitteisiin ja niiden sovellutuksiin ja merkitykseen fysiikassa 16ytyy mm. katsausar-
tikkelista [35]. Puhtaasti matemaattisesta konveksien tahokkaiden ldhdeteoksesta
kily esim. viite [65]. Tésta eteenpéin termilld tahokas tarkoitetaan nimenomaan kon-
veksia tahokasta.

Sanotaan [65, kpl.3], etti kompakti konveksi joukko J C RP on (konveksi)tahokas
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jos se voidaan antaa &érellisen pistejoukon konveksiverhona. Tahokkaan J dimensio
dim J on sen affiiniverhon dimensio. Joukko pisteitd = € R” joille z - ¢ < b, missi
¢ on kiinnitetty R” :n vektori ja b on vakio, méérittelee suljetun puoliavaruuden,
vast. yhtdsuuruus z - ¢ = b méérittelee (hyper)tason. Tahokas voidaan antaa ekvi-
valentisti ddrellisen kokoelman suljettuja puoliavaruuksia leikkauksena. Hypertaso
H leikkaa (engl. cuts) joukon J jos H:n kummastakin maaradméstéa avoimesta puo-
liavaruudesta 16ytyy piste(itd) joukosta J. Joukko F' on tahokkaan J rehellinen tai
aito sivu (engl. proper face), jos on olemassa hypertaso H joka ei leikkaa J:td ja
0 #F = JnNH # J, téllsin sanotaan myos tason H tukevan tai sivuavan (engl.
support) tahokasta. D-ulotteisen tahokkaan #éripisteitd kutsutaan kérjiksi (engl.
vertex), ja sen maksimaalisia (D-1 -ulotteisia) sivuja tahkoiksi (engl. facet), yleensi
l-ulotteisia sivuja kutsutaan sdrmiksi (engl. edge), yleisemmin voidaan puhua k-
sivuista [65]. Esimerkkeiné tahokkaista voidaan antaa pyramidi, tetraedri ja tason
konveksit monikulmiot.

Seuraavaksi yhdistetdéan edelliset késitteet Bellin epayhtéloihin. Oletetaan etté
osapuolella ¢ € {1,...n} on N; mittalaitteen asetusta X; ja mielivaltainen, mutta
ddrellinen, médra |a(; x,)| jokaista asetusta vastaavaa mittaustulosta a; x,). Laatikko
P(ay,as,...a,| X1, Xe... X)) = P({ax,}[{Xi}) on nyt Bell-lokaali tai klassisesti

korreloitunut jos voidaan kirjoittaa

P{ax H{X:}) = /Aqu(A)P(alyxl, N P(as] X, \) - - Plan| X, \).

Edelleen, mm. osiossa 2.2 niahdyn nojalla, voidaan ottaa ainoastaan relevantit, eli

eri mittaustuloksiin liittyvét deterministiset konfiguraatiot huomioon ja kirjoittaa

P({ax XD = 32 POYP@]X0, A) - Plag] X, 0.

Néin ollen, jos kootaan kayttaytymisen P({ax, }|{X;}) yksittéiset todennékdsisyy-
det vektorin f € R”, D = 37 (IIi|ag x,)|), komponenteiksi, nihdéén etté Bell-

lokaalien kiyttiytymisien eli pisteiden 7 sallittu alue B C RP on #irellisen méirin
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lokaaleista deterministisista daripisteistéd koottujen vektorien konveksiverho. Maéritel-
man mukaan B on siis konveksi tahokas. Huomautetaan myés etté joukko P voidaan
niinikédén identifioida konveksiksi tahokkaaksi, silla miké tahansa yleinen epédetermi-
nistinen kayttaytyminen voidaan antaa determinististen kayttdytymisten konveksi-
kombinaationa ja deterministisid kdyttaytymisid on dérellinen méaara.

Jos hypertaso H = {x € RP|z - g = b} ei leikkaa monitahokasta 9B, niin ilmei-
sesti joko f- g = 3 10 oy 9(ar, - an, Xy X)) P({ax H{Xi}) < btaip-g > b
kaikilla p € 8. Kumman tahansa niistd epayhtaloistd toteutumisen tarkastami-
seen riittdd kiayda lapi ddripisteet silld 2B on konveksi. [lman yleisyyden menetysté
oletetaan ettid tahokkaalle toteutuu p- g < b, koska tahokkaalle pétevi epayhtilo
voidaan kertoa luvulla -1 muulloin. Taémé&nkaltainen puoliavaruuden méaaraava re-
laatio on esimerkki ’yleisestéd’ lineaarisesta Bell-tyyppisesté epéayhtalosté: jokainen
lokaali realistinen laatikko toteuttaa ko. epayhtalon. Toisaalta tdasséd annettu yleinen
puoliavaruus oli mielivaltainen, ja voi olla lahtokohtaisesti hyvinkin ’kaukana’ tahok-
kaasta ts. voi toteutua vaikka kaikilla laatikoilla. Esimerkiksi Tsirelsonin epayhtalot
nahdadn tassa vastaavina yleisind Bell-tyyppisinéd epayhtaloind. Ollakseen mahdolli-
simman relevantti lokaalisrealistiselle tahokkaalle, epdyhtalon ylaraja tulisi olla niin
alhainen kuin mahdollista. Merkataan pienintd mahdollisinta yleisen Bell-lausekkeen
ylarajaa b, jolla epayhtélo p- g < b pétee tahokkaalle 98, kirjaimella R. Jos joukko
F ={p € B|p- g = R} on epiityhji niin sanotaan, ettid epdyhtils sivuaa tahokasta.

Tahokas voidaan antaa &arellisen joukon puoliavaruuksia leikkauksena; ts. voi-
daan kirjoittaa B = {p € RP|p-¢* < R, Vi € I}, missi I on &irellinen indeksi-
joukko. Miké tahansa Bell-epdlokaali laatikko rikkoo télloin edes jotakin ylléolevan
adrellisen kokoelman yhtaloista. Erityisen tarkeita ovat ne epédyhtalot jotka sivuavat
tahkoja ts. ne, joille dim F* = dim B — 1, missd F" = {§ € B|p- ¢' = R'}, silld
ne antavat minimaalisen téydellisen joukon tahokkaan méaaraéavida epayhtaloité [35,

B.2] ja muut tahokkaalle pétevit epayhtélot voidaan johtaa tahkoepayhtéloista [66).
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Tahkoja sivuavia epayhtéloitd kutsutaan joskus myos optimaalisiksi tai tiukoik-
si Bellin epéayhtéloiksi. Moderneimmissa tarkasteluissa, ja téssd tutkielmassa, tah-
koepéyhtélot otetaan synonyyminéd Bellin epédyhtéldille ja puhutaan korostetusti
epdoptimaalisista yhtéloisté, tai kdytetddn toisenkaltaista terminologiaa muulloin.
Varoitetaan kuitenkin, ettd erityisesti vanhemman kirjallisuuden terminologiassa
tdménkaltaisia erotteluja ei aina tehda.

Huomionarvoisesti Bell-lausekkeet, eli kriteerit todennékoisyyksille p, madrayty-
vit oleellisesti vektorista ¢ ja niiden toteutuminen on téten mittaustulosten - ja
asetusten nimeédmisista riippumatonta, oikeuttaen mm. toistetun ’ilman yleisyyden
menetysta’ toteamuksen. CHSH- epéyhtédlon tapauksessa valinta +1 mahdollistaa
kirjoittamisen odotusarvojen (axby) avulla ja tdtd valintaa néikee kirjallisuudessa
useammankin osapuolen tapauksissa erityisesti jos mittaustuloksia asetuksille on
kaksi. Usein néikee myos esitystapaa, jossa odotusarvot korvataan lausekkeilla C'xy =
P(a = b|X,Y) — P(a # b|X,Y) muille kaksiarvoisten lopputulosten symmetrisille
valinnoille.

Lisdksi, koska osapuolten, asetusten ja tulosten nimeiminen on mielivaltaista,
kutsutaan niitd epayhtaloita jotka saadaan annetusta Bell-lausekkeesta néitéa lokaa-
leja valintoja permutoimalla usein ’ekvivalenteiksi’ tai samaa perhettd edustaviksi
epayhtéloiksi [67].

Algoritmi optimaalisten epayhtéloiden etsimiselle on periaatteessa selvé; maara-
taan Bell-tahokkaan deterministiset karkipisteet ja selvitetddn konveksiverhoa rajaa-
vat tahkot. Tehtédva on kuitenkin laskennallisesti tyolas, ja kdytdnnossa taydellisia
Bell-tahokkaiden karakterisointeja on tehty ainoastaan tapauksille joissa on vahén
mittausasetuksia tai niitd vastaavia tuloksia, kuten [67, 68]. Téastd syystd uusien
epayhtéloiden etsimistd varten on ehitetty erilaisia tyokaluja, ongelman rajoitta-
mista Bell-tahokkaan osajoukkoon tai sopivan symmetrisiin Bell-lausekkeisiin esim.

[69, 70]. Huomautetaan etté erityisesti néissa konteksteissa epayhtéloita jotka voi-
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daan kirjoittaa ainoastaan kaikkien osapuolten 'tdysia’ korrelaattoreita (ax, ... ax,)
kayttdmalla kutsutaan joskus korrelaatioepéyhtéloiksi (engl. correlation inequality)
vast. Bell-lausekkeita korrelaatiofunktioiksi. Yleisesti ottaen taysid korrelaattoreita
sisaltavista epayhtaloistd saadaan vain vilttadméattomia ehtoja ts. toimitaan tahok-
kaan osajoukon kanssa, silld erityisesti néisté ei voida padtellda kayttaytymisen mar-
ginaaleista; voi olla useampi kayttaytyminen joka palauttaa samat korrelaattorit.
Toisissa yhteyksissé korrelaatioepayhtélolla tarkoitetaan mita tahansa odotusarvo-
jen, eli ei valttamétta tdysien korrelaattoreiden avulla esitettyd epéayhtaloa. Ylei-
semmin Bellin epayhtéldiden yhteydessd termi korrelaatio viittaa ldhtokohtaisesti
useamman kuin yhden osapuolen laatikkoon P({ax,}|{X;}), kuten téssé tutkielmas-
sa. Kirjallisuutta selatessa on hyoddyllistd pitdd mielessid tdmé eri asioihin viittaava
similaarinen terminologia.

Koska jokainen laatikko toteuttaa todennékdéisyyksien normointiehdot ndhdééan,
ettd pisteen p € P spesifioimiseen riittda vektorin p komponentteja pienempi lu-
kuméara. Edelleen koska kaikki signaalilokaalit laatikot p € S toteuttavat ei-viestintaé
ehdot, ei erityisesti joukko S, eikd miké#in sen osajoukko, ole tiysiulotteinen R:ssé
ts. S asuu RP:n affiinissa aliavaruudessa. Taméin seurauksena mm. Bellin ep#yhtloi-
den esitystapa ei ole uniikki [66] eli samat rajoitteet Bell-tahokkaalle voidaan kir-
joittaa useilla eri tavoilla kdyttden normointi- ja ei -viestintdéd ehtoja. Taméa esi-
tystavan epayksikésitteisyys voi olla kidytdnnon kannalta kiusallinen, nimittéin osa
erilaisista esitystavoista voi saada téssd mielessé identtiset epayhtélot nayttdmaan
silmédmadriisesti hyvinkin erilaisilta ja sellaistakin on sattunut, etta oleellisesti sama
Bellin epayhtélo on julkaistu kahteen kertaan [71, johdanto].

Esimerkiksi CHSH-epéyhtélo voidaan ei-viestintédé ehtoja ja normointivaatimuk-
sia kiyttéden ks. esim. [72, yht. 15] saattaa, sopivilla asetusten ja tulosten vaihdoilla

osion 2.1 lausekkeesta muotoon —1 < U < 0, missé

A=P(1,1|4,Q)+ P(1,1|4,O) + P(1,1|%, Q) — P(1, 1|, &) — P(1,|#4) — P(1|D).
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Tamé epayhtélo esitettiin ensimméisen kerran vuonna 1974 [32] ja tunnetaan kir-
jallisuudessa Clauser-Horne (CH-) epéayhtélond. Vaikka CH - ja CHSH- epayhtélot
ovat matemaattisessa mielesséi ekvivalentteja, voi yhtélon valinnalla olla Bell-testien
kannalta merkitystd. Kaytannon kokeissa mittausdata on aina #érellistéd, ja téaten
yleensa ei-viestintdéd ehdot toteutuvat vain approksimatiivisesti tehden epayhtéloista
epaekvivalentteja [73]. Esim. CHSH-epayhtilod arvioidaan globaaleilla korrelaatioil-
la kun CH-epéayhtilossa on myos lokaaleja statistiikkoja. Epéatéaydelliseen detektorien
toimintaan liittyvien ’virhekierroksien’ kisittelystrategia on niinikddn merkityksel-
linen epayhtéloiden ekvivalenssille [72]. Ndmé tosiasiat on tiedostettava kun arvioi-
daan esimerkiksi eri korrelaatioita hyodyntéavien informaatioprotokollien kaytdannon
soveltuvuutta johonkin tehtéavasn.

On mahdollista néyttad, etta positiivisuuskriteerit P({ax, }|{X;}) > 0 ovat B:n
tahkoja [66, kpl.II.B]. Koska kaikki laatikot toteuttavat positiivuskriteerit, kut-
sutaan naitd usein triviaaleiksi epayhtaloiksi eli sdéstetddn termi Bellin epayhtalo
epéatriviaaleille tahkoyhtaloille. Tahokasta P rajaavat triviaalit epéayhtélot ja nor-
mointiehdot, tahokasta B lisdksi Bellin epayhtilot ja signaalilokaalisuus. Joukko &
voidaan niinik&én identifioida tahokkaaksi; sitéd rajaavat triviaalit Bellin epayhtéalot,
joille péatee signaalilokaalisuus ja normointiehdot toteutuvat. Joukon § karakterisoin-
tiongelma on jossain mielessd pdinvastainen kuin Bell-tahokkaan B. Bell-tahokkaalle
voidaan listata &iripisteet, ja ongelma on loytida vastaavat tahkot. Signaalilokaalille
tahokkaalle ongelma on loytaa aéripisteet.

Kvanttimekaanisen joukon I geometria on huomattavasti monimutkaisempi. On
tunnettua ettd I on yleisesti ottaen konveksi [35, kpl. II.B], mutta ei tahokas.
Joukkoa K ei voi médritelld dérellisen médran puoliavaruuksia leikkauksena. Téten
joukon tehokkain rajoittaminen tapahtuu epélineaarisilla epayhtéaloilla. Tiedetédan
myos, ettd kvanttijoukon reunalla on joitakin ’litteitd’ alueita, silld joukko toteut-

taa ainakin triviaalit epdyhtdlot. Reunalla on yleisesti ottaen myos epétriviaaleja
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litteitd alueita, silld esim. viitteessi [74] on 10ydetty esimerkki usean osapuolen Bel-
lin epayhtalosté joka toteutuu kvanttilaatikoille, mutta ei kaikille signaalilokaaleille
laatikoille. Liséksi koska B C K C S niin my6s dim B = dim K = dim &, silld jou-
kot B ja S asuvat samassa normointi-ja signaalilokaalisuusvaatimusten rajoittamas-
sa RP:n affiinissa aliavaruudessa. Kvanttijoukon geometrisia piirteité on selvitetty
yksityiskohtaisemmin esim. viimeaikaisessa artikkelissa [75].

Joukon [ taydellisté karakterisointia ei ole tehty edes yksinkertaisimmassa Bell-
koejérjestelyssi. Joitakin erikoistuloksia kvanttijoukon rajoituksille yksinkertaisissa
koetilanteissa esittivit aikaisin mm. Tsirelson [27, 53, 76] ja Lawrence Landau [77].
Tarkastelut eivét yleisty helposti monimutkaisempiin tilanteisiin. Yleensa pelkéstaan
annetun lineaarisen epdyhtélon Tsirelsonin rajan loytdminenkin on hankala tehtéava.

Eris kdytannollisempid menetelmié kvanttijoukon yleiseen selvittdmiseen on Mi-
guel Navascuésin, Stefano Pironion ja Antonio Acinin esittdmé laskennallinen tyokalu
[78, 79] jolla saadaan tiukentuva hierarkia vélttaméttomia laskettavissa olevia eh-
toja, joiden on toteuduttava jotta laatikolle on kvanttimekaaninen selitys. Geomet-
risesti jokainen askel n € N hierarkiassa antaa kvanttijoukkoa ulkoapéin approk-
simoivan korrelaatiojoukon K ja on néytetty, ettd asymptoottisella rajalla sarja
suppenee kohti kvanttijoukkoa [79]. Huomionarvoisesti nykyain NPA-hierarkiana
tunnettu menetelmé arvioi kommutoivien operaattorien mallin avulla selitettavissa
olevia korrelaatioita K'. Kommutoivien operaattorien mallissa ei vaadita etta Alii-
san ja Petrin systeemeitd kuvataan tensoritulolla, ts. lokaalit mittausoperaattorit
vastaavat niita joille [A,x, Byy] = 0 kaikilla a,b, X, Y eli kiyttdytymiselle pétee
P(a,b|X,Y) = tr[AqyxByyoas] = (¢|Ux (a)lly (b) [¢), missid ¢ € Hap ja Hap on jo-
kin jaettu Hilbertin avaruus. Tétd mallia kdytetddn yleensd kvanttikenttéteorioissa.

Kysymys siitd onko K = K’ muodostui téssé yhteydessé relevantiksi (ilmeisesti
K C K'). Ongelmaa alettiin kutsua Tsirelsonin ongelmaksi [80], silld Tsirelson oli

alunperin viittessé [27, kpl.2] esittanyt ilman todistusta ettd mééritelmat johtavat
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samanlaisiin kayttaytymisiin. Alkuperéisestd kysymyksestd on muotoiltu useampi
fysikaaliselta sisdlloltéddan aavistuksen erilainen versio. Esim. erds versio on kysy-
mys niiden korrelaatioiden K4 ,, joita voidaan approksimoida mielivaltaisen hyvin
adrellisulotteisilla mutta rajoittamattomilla tensorituloilla, suhteesta kommutoivien
operaattorien malliin [80]. Edell4 esitetyilld joukoilla identifioitiin seuraava jérjestys:
K c K =Kz, C K’ [81]. Tsirelsonin ‘ongelmat’ ovat osoittautuneet hyvin vaikeiksi.
Seuraavassa listataan muutamia viimeaikaisia tuloksia.

Alkuperiiseen ongelman asetteluun annettiin vastaus vuonna 2016 (julkaistiin
2019) [81], missd paddyttiin tulokseen K # K. Tuloksen fysikaalinen merkitys ei ol-
lut selvé, sillé ei ollut tiedossa onko joukko IC edes suljettu; jos erot ovat ainoastaan
reunalla, niin malleja ei voitaisi erottaa toisistaan Bell-tyyppisella epayhtalolla. Jou-
kon K’ tiedettiin olevan suljettu esim. NPA:n nojalla [79, koroll. 9]. MyShempi tulos,
joka antoi vaihtoehtoisen todistuksen alkuperéiselle osoittikin, ettéd K ei yleisesti ot-
taen ole suljettu [82]. Tammikuussa 2020 arXiv- tietokantaan on ladattu artikkeli
[83], joka niyttii osoittaneen ettii K # K'. Vaikuttaa siltd, ettd eri kvanttijoukkojen
madritelmét voidaan periaatteessa erottaa toisistaan Bell-tyyppiselld epayhtalolla,
edes jossakin koejarjestelyssé, ja taten, etté yleisesti ottaen mm. "Tsirelsonin rajois-
ta’ puhuessa tulisi tarkentaa eksplisiittisesti kumpaa mallia kiytetdan.

Voidaan samaistaa K = K. Useimmissa kiytinnon ongelmissa voidaan samais-
taa myos K = K, silld rajoja arvioidaan jokatapauksessa approksimatiivisesti, esim.
kdyttdmalla joitakin ensimmaéisia NPA:n askelia. Viitteen [84, kpl.6] tuloksen nojal-
la joukon K elementeilld voidaan approksimoida mielivaltaisen hyvin elementtejé
K'sta koejarjestelyissé joissa Aliisalla on mittalaitteita ja vast. tuloksia kaksi riippu-
matta Petrin asetuksien ja tulosten méaarasta. Koska tdmén tutkielman esimerkeissé
tarkastellaan yksinkertaisinta (CHSH) Bell-koejérjestelyé, ei néin ollen ole tarpeen
tehdd eroa méaritelmien valilla.

CHSH-Bell koejérjestelyssi tahokkaalla P C R on 4* = 256 déripistetti. Tdmén



42

voi ndhda huomaamalla, ettd kayttdytymisessd on neljd todennékoisyysjakaumaa,
joissa kussakin on nelja yksittédistd todennékoisyytta. Koska kayttaytymista rajoit-
taa nelja todennékoisyyden normointiehtoa, niin dim P = 12.

Bell-lokaalilla tahokkaalla on 16 deterministista déripistettd, ndméa ovat yhteisia
tahokkaan tahokkaan P kanssa, silla esim. mahdollisia mittaustulokset maaraavia
listoja A = [aa,as : bo,bs] on 2* kappaletta. Ottamalla huomioon ei-viestinti
ehdot, ndhdién ettd dim B = 8. B:n tdydellinen selvitys tehtiin aikaisin mm. viit-
teissd [27, 63]. B:1l4 on 24 tahkoa. 16 tahkoa vastaa triviaaleja positiivisuuskritee-
rejé ja kahdeksan epétriviaalia tahkoa ovat oleellisesti CHSH-epayhtidlo C' < 2 ja
sen kahdeksan uudelleennimedmisten symmetriaa. Huom. ettd muodossa |C| < 2
kirjoitettuna on itseasiassa koodattuna kaksi tahkoepéyhtiloa C < 2 ja —C' < 2;
yleisemmilld Bell-lausekkeilla ei valttdmédtta ole em. ominaisuutta. Kayttaytymisen
ndhdddn olevan Bell-lokaali, jos ja vain jos se toteuttaa CHSH-epayhtélot [50]. Al-
kuperiinen Bellin esittdma epéyhtalo [1] ei ollut tahkon mééardaava.

Signaalilokaalilla CHSH-tahokkaalla on 16 tahkoa ja 24 déripistetté. 16 déripisteis-
ta vastaa B:n deterministisid pisteitd, ja kahdeksan jéljelle jadvaa ovat oleellisesti
PR-laatikko ja sen symmetriat [27, 85]. Jokainen PR-laatikko rikkoo tdsmélleen yhta
CHSH-epéyhtiloista [85, I1.B]. Téasta syysté 'yleisten’ toteamuksienkin tapauksessa
usein riittaé keskittyd ainoastaan yhdelle tahkolle ja PR-laatikolle tehtavaan tarkas-
teluun, silla tulokset yleistyvit symmetrioiden takia koko joukoille; jokainen Bell-
epélokaali laatikko rikkoo ainoastaan yhtd CHSH-epdyhtélon symmetrioista. Tamé
eleganttinakin pidettéva 'yksi yhteen’ suhde signaalilokaalin tahokkaan ei-klassisten
adripisteiden ja Bellin tahkoepéyhtéldiden vililld ei kuitenkaan péde yleisesti ottaen
(85, IV].

CHSH-tapauksessa NPA-hierarkian ensimmaéinen approksimaatio antaa [78] seu-

raavan kvanttijoukolle valttdmé&ttoman, ja sen symmetrioita vastaavan, ehdon:

| arcsin(Da,o) + arcsin(Dg, o) + arcsin(Dg, ) — arcsin(Dg )| < 7,
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A S P

Kuva 1. A: Hahmotelma CHSH tilannetta vastaavien perusjoukkojen projektiosta
jollekkin poikkileikkaukselle. CHSH-epayhtélo C' = 2 rajaa Bell-lokaalia tahokasta,
joka asuu punaisen viivan alapuolella. Epéayhtélon paélla lepéé signaalilokaalin ta-
hokkaan & PR-aéripiste. Konveksi kvanttijoukko on Tsirelsonin rajan alapuolella. B:
Hahmotelma mustasta Bell-tahokkaasta, punainen viiva edustaa optimaalista Bellin
epayhtéloa. Vihred on esimerkki tahokasta sivuavasta epédoptimaalisesta yhtalosté.
Vaaleansininen reuna edustaa NPA:n ensimmaéisté askelta, ja siséltdd sinisen reunan
rajaaman kvanttijoukon.

missid Dyy = {ay, by) = {ax){bv) ja (ax) = >, aP(a|X) vast. by:lle. Laati-

V(1= (ax)?) (1 = (by)?)

koille joille (tai siind S osajoukossa jossa ...) (ax) = (by) = 0 ehto redusoituu

muotoon
| arcsin({aa, bo)) + arcsin({ag, bo)) + arcsin({ag, bs)) — arcsin({(aa, be))| < .

Tamén epiayhtélon olivat muodossa tai toisessa [86] esittdneet aikaisemmin mm. Tsi-
relson [76], Landau [77] ja Masanes [87]. Ehto tunnetaan nyky#an TLM-kriteeriné.
TLM epéayhtélot antavat valttaméattomat ja riittavit [86, 87] ehdot kvanttimekaani-
sen selityksen olemassaololle tasossa, jossa (ax) = (by) = 0 (ks. myds. [35, IL.C.1.b]).
Tamé on osaltaan osoitus myos NPA-metodin voimakkuudesta; TLM- kriteereja
vahvempi ehto saatiin jo ensimmaéiselld askeleella. Osiossa 2.1 esitetyilld mittauk-
silla singlettitilalle saavutetaan ylldolevan ylaraja, silla arcsin(\%) = % jne. ts.
Tsirelsonin raja CHSH-epéyhtélolle on implisiittisesti ko. yhtélossd. Kuvassa 1 on
havainnollistettu tassi esitettyja peruskésitteita.

Nopeasti kasvavasta kompleksisuudesta voi saada jotakin késitysta esim. viitteen
[88] analyysisté, jossa on tarkasteltu Bell-tahokasta koejérjestelylle jossa on kolme

osapuolta ja kullakin on kaksi kaksiarvoista suuretta. Téssé tapauksessa tahokas on

26 ulotteinen, silld on 64 &aripistettd, ja sitd rajaa triviaalit tahkot mukaanlukien
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53856 Bellin epayhtilod, jotka voidaan jakaa 46:een epéekvivalenttiin luokkaan [89).
Vastaavan tilanteen signaalilokaali tahokas on ratkaistu viittessa [89]; déripisteita
on 53856, ne voidaan luokitella, mutta niilla ei ole helposti ndhtdvaa suhdetta em.
Bellin epéyhtéloihin. Vaikka erityisesti useamman osapuolen tapauksissa komplek-
sisuus muodostuu helposti luotaantyontéaviksi, on viimeaikoina esitetty merkittavia
tuloksia jotka tulevat relevanteiksi nimenomaan tapauksissa joissa osapuolia on > 2,
erddseen esimerkkiin tédstd torméatdan mm. luvussa 5.

Tésséesitetyn kolmen perusjoukon lisdksi voidaan harkita muistakin malleista

perdisin olevia laatikoita ja verrata niita edellisiin.

4 Yleisia signaalilokaalisuuden seurauksia

Signaalilokaalien laatikoiden joukko & on isompi kuin kvanttimekaanisten laatikoi-
den joukko. Tama jattéaa tilaa harkita kvanttiteoriaa yleisempié teorioita, jotka voi-
vat olla suhteellisuusteorian kanssa sopusoinnussa. Seuraavaksi esitetddn, mukaillen
erityisesti viitetta [90], ominaisuuksia jotka ovat yhteisia kaikille laatikoille, joiden

taustalla -tai aksioomina on Bell-epélokaalisuus ja signaalilokaalisuus.

4.1 Epideterminismi

Signaalilokaalisuus, Bellin epéyhtéloiden rikkoutuminen ja determinismi ovat kes-
ken&én ristiriitaisia kasitteitd. TAmé& on tavallaan Bellin teoreeman seurauksen uu-
delleenartikulointi.

Todetaan viite vastaesimerkilld. Olkoon P(a, b|X,Y’) deterministinen kéyttéyty-
minen eli kaikille X, Y P(a,b|X,Y) € {0,1}. Koska aina pétee ) , P(a,b[X,Y) =

1, voidaan kirjoittaa

]_, kun a = CL(X7y) ja b= b(X7y)

Pa,b|X,Y) =

0, muulloin.
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Toisinsanoen, pari (X, Y') médréé taysin parin (a, b); P(a,b|X,Y) = d(ap)

a(x,v)bx,v))"

Nahdaan ettd deterministisen jakauman marginaalit ovat deterministisid. Voidaan

siis todeta ettd d(qp) =9, = P(a|X,Y)P(b|X,Y), jo-

Sacx,vybx,yy) a,a(xyy 5b7b(X,Y)

ten signaalilokaalisuuden nojalla on edelleen hyviksyttya kirjoittaa P(a,b|X,Y) =
P(a|X)P(b]Y).

Laatikot P(a|X)P(b]Y") ovat Bell-lokaaleja. Voidaan myos sanoa, ettd satunnai-
suus on vilttamatonta, mutta ei riittavad ei-klassisten korrelaatioiden mahdollisuu-
delle maailmassa, jossa laatikoita ei voi kidyttaéd ei-perinteiseen viestintédn. Argu-
mentti yleistyy usean osapuolen tapaukseen ilmeiselld tavalla.

Téssd on mm. kidytdnnon ndkokannalta huomionarvoista, ettéd vaikka laatikot
olisivatkin korruptoituneen tontun valmistamia, niin Bellin epdyhtaléiden todennet-
tu rikkoutuminen takaa sen, etté laatikoiden tuottama satunnaisuus on edes jossain
méadrin aitoa, eli sellaista, jolle ei ole tietdaméttomyystulkintaa. Ainakin olettaen,
ettd tonttu ei kykene luomaan possunreikié, joilla voitaisiin muutoin selittdéd ha-
vaitut ei-klassiset korrelaatiot. Bellin teoreeman nojalla edelld kuvattua satunnai-
suutta ei voi selittdéd laatikoiden sisdén erikseen koodatuilla parametreilld. Bellin
epayhtaloiden havaittu rikkoutuminen takaa, ettei ainutkaan signaalilokaalisuutta
kunniottava tekijé ei olisi voinut ennustaa mittaustulosta varmuudella. On myos
huominarvoista, ettd satunnaisuuden aitoutta voidaan todeta laiteriippumattomal-
la tavalla, eli riippumatta laatikoiden mekaniikasta tai tdsmaéllisestd implementoin-
nista esim. siitd onko laatikon sisélld fotoneita, protoneita, tai kubitteja, kuditteja
tms. Namaé seikat luovat pohjan laiteriippumattomille satunnaislukujen luomispro-
tokollille ja sovellutuksille ks. esim [91]. Joitakin kdyténnon nikokulmia on késitelty

mm. katsausartikkelissa [35, IV.C].
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4.2 Jaettavuus, yksiavioisuus ja kloonaus

Kvanttimekaniikassa usean hiukkasen kietoutumisen jakautumiselle osasysteemien
vélille on olemassa nk. yksiavioisuusrajoitteita (engl. monogamy) ks. esim. [92, 93].
Terdvan esimerkin yksiavioisuudesta saa tilanteesta jossa esim. Aliisa ja Petri ja-
kavat maksimaalisesti kietoutuneen systeemin, vaikka tilan gap = |U7) (U~ |, nyt
sama Aliisan hiukkanen A ei voi olla kietoutunut kolmannen hiukkasen C' kanssa.
Tamén voi todeta huomaamalla, ettd mikéali A olisikin kietoutunut liséksi C':n kans-
sa, olisi pari p4p myos kietoutunut C':n kanssa. Nimittédin jos o4pc olisi muotoa
Sk &koan ® oF olist pac = Y, §k%IHA ® oF,, joka on tulotila. Toisaalta jos oap
on kietoutunut C:n kanssa, on gap oltava sekoitetussa tilassa, miké on ristiriidas-
sa liahtooletuksen pap = |WU~) (U~ | kanssa. Yleisemmin, jos Aliisa ja Petri eivit ole
maksimaalisesti kietoutuneita, voidaan joskus rajata osasysteemien vilista kietoutu-
mista epétriviaaleilla epayhtéloilla [92, 93]. Kietoututumista kvantifioidaan yleenséa
jollakin sopivalla mitalla, kuten konkurrenssilla (engl. concurrence).

Vaikka kietoutuminen ja Bell-epélokaalisuus eivit ole synonyymejé, kay ilmi etta
vastaavankaltaiset rajoitteet ovat ominaisia Bell-epélokaaleille signaalilokaaleille kor-
relaatioille. Téassé osiossa esitetddn korrelaatioiden jaettavuuteen liittyvid perustu-
loksia, havainnollistetaan yksiavioisuutta Bellin epéayhtéldiden rikkoutumisen avulla
ja identifioidaan yleinen ei-kloonausta teoreema.

Miéritelladn kahden osapuolen laatikon P(a,b|X,Y’) olevan f-jaettava Petrin
luona jos on olemassa (f + 1):n osapuolen laatikko

P(a,by,...bs|X,Y7,...Y}), missda b; € {b} sekd Y; € {Y'} Vi joka on symmetrinen

parien (b;,Y;) suhteen, ja saaduille marginaalijaukaumille patee
P(a,b;|X,Y;) = P(a,b|X,Y) Vie{l,...f}

aina kun Y =Y}, b = b; [90]. Kyseiset marginaalit saadaan summaamalla kaikki Pet-
rin systeemit poislukien 7 ja kayttamaélla signaalilokaalisuutta. Yo. laajennetun ja-

kauman olemassaolo késittda myos ajatuksen siitd, ettd Petri voisi halutessaan 'mo-
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nistaa’ systeeminsé. Monistamisen jialkeen Petrilla on f kappaletta objekteja, joista
joka ikinen kéyttdytyy Aliisan systeemin kanssa kuten alkuperdinen ts. Petri voi
kiayttad mitd tahansa systeemeistdén alkuperiisen laatikon kayttaytymisen palaut-
tamiseen. Tunnistetaan oitis méaéritelmén ldheinen yhteys kloonauksen késitteeseen.
Seuraavaksi niytetddn, ettd mikali kahden osapuolen laatikko on f-jaettava, kaikki
Bellin epéayhtélot toteutuvat kyseisella laatikolla kun Petrilla on mittausasetuksia f
tai vahemmaén.

Oletetaan ettéd f-laajennettu laatikko P(a, by, ... 0| X, Y7, ... Y}) on olemassa, ja
ettd Petrilld on f kappaletta asetuksia Y € {1,... f}. Oletusten nojalla erityisesti

jakaumat P(a,by,...bf| X, Y7 = 1,... Y} = f) ovat olemassa, joten voidaan kirjoittaa
P(a,b|X,Y) Z Pla,by, ... bg| X, Y1 =1,...Y; = ) - Gppy,-
Nimittéin signaalilokaalisuuden nojalla

Z P(a,bl,...bf|X,Y1:1,...Yf:f)-5b7by

bi,...by

= P(a,by =0/ X, Y1 =1,...Y; = f) = P(a,b|X,Y).
Toisaalta ehdollisen todennékoisyyden méaritelmén nojalla pitda paikkansa etta

> Plaby,.. b X, Y1 =1,...Y; = f) - Opy

= Py, bp[Yi=1,...Y; = f)- Pla|by,...bp, Yo = 1,...Y; = f) - Gy, .
b1,...by

Yllaolevan lausekkeen todetaan olevan Bell-lokaalia muotoa samaistuksilla
P(IY, \) = 0ppy
P(a|X,\) = P(al|b, . b, XY =1, Y = f)
P(A) = P(by,...bslY1=1,...Y; = f).

Tulos luetaan siten, ettd mikali alkuperéinen laatikko on f-jaettava, on kyseisen laa-

tikon toimintaa mahdollista emuloida Bell-lokaalilla mallilla aina kun Petrilla mit-
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tausasetuksia on f ottamalla lokaaliksi piillomuuttujaksi mittaustulokset b; kiinnite-
tyilla valinnoilla Y;. Bellin epédyhtélot pienemmélle méarille asetuksia kuin f ovat
my0s toteutettavissa, kun rajoittaudutaan tarkastelemaan f—jaetun marginaaleja.

Kadnteinen tulos on myo6s olemassa; jokainen Bell-lokaali laatikko
PlabX.¥) = [ dO)PalX NPHY.)

on mielivaltaisesti jaettava (merk. co-jaettava). Viitteen toteamiseksi riittdd huo-

mata etta
P(a,by,...bf|X,Yy,...Y}) = /q(A)P(a|X, NP (by|Y1,A) - ... - P(bs| Yy, N),

missd P(b;|Y;, A) = P(bY, \) kaikilla i € {1,... f} ja2 < f € N, kelpaa jaettavuu-
den méadritelman mukaiseksi laajennukseksi. Bell-lokaalisuutta ja oco-jaettavuutta
voidaan tassd mielessé pitdé ekvivalentteina kasitteind.

Tehd&dén vield seuraava huomio: jos n:n osapuolen laatikko on Bell-lokaali ts.
P({ax;}

suhteen tehda f—laajennus

{X;}) = [ dA\P(M\II, P(a;|X;, A), voidaan minké tahansa osapuolen i

Plai, ... (@i, aip), . an] X1, (XG0 X)), X)

Zf7

- /q()\)P(a1|X1, A (Plan | Xi, A) - Plag, | X, N) - Plan] X, N),

missd P(a;, |X;,,\) = P(a;|X;, \) kaikilla £ € {1,... f} ja2 < f € N. Tésté laa-
jennetusta jakaumasta osapuoli ¢ saa marginaaleina alkuperaistéd laatikkoa vastaa-
vaa kayttdytymistd minkéd tahansa osapuolien kanssa kéyttden mitd tahansa sys-
teemeisté 1. Téten voidaan julistaa, ettd Bell-lokaalissa maailmassa korrelaatioiden
jakamiselle minké& tahansa osapuolen suhteen ei ole periaatteessa rajoitteita.
Seuraavaksi esitetddn kvantitatiivisia rajoja korrelaatioiden jakautumiselle osa-
puolien vélille analogisesti kvanttikietoutumisen yksiavioisuudelle kayttden hyvéksi
ylldesitettyja jaettavuuteen liittyvid tuloksia. Tésséd tarkastelussa kaytetty mitta

korrelaatioiden yksiavioisuudelle on Bellin epédyhtaloiden rikkoutuminen. Kietoutu-

misen yksiavioisuus on ilmeisesti kytkoksissa Bellin epédyhtéloiden rikkoutumiseen,
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sillé esimerkiksi jos Aliisan ja Petrin kubitit A, B ovat maksimaalisesti kietoutuneet,
eli A ei ole kietoutunut Kaarlon kubitin C':n kanssa, taytyy olla ettd Aliisan ja Kaar-
lon vilinen CHSH-epayhtélo ei rikkoudu, rikkoutui Aliisa-Petri parin epayhtélé mi-
ten tahansa. Nimittédin osiossa 3.2 todettiin, ettd kietoutuminen on valttaméatonta
Bellin epayhtélon rikkoutumiselle.

Téssé keskitytadn tapaukseen jossa n:n osapuolen korrelaatioiden voimakkuuk-
sien rajoitteita, eli Bellin epayhtéloiden rikkoutumista, tarkastellaan yksittédisten
parien vélilld. Esitettavit todistukset seuraavat suurilta osin viitettd [94].

Tarkastellaan tilannetta, jossa on yksi Aliisa (systeemi A) ja n Petrid (i:nnen Pet-
rin systeemi B?). Oletetaan ettd Petrien mittaustilanteet ovat keskenééin identtisid;
jokaisella Petrilld on sama mé&drda mittalaitteen asetuksia Y; ja niitd vastaavia mit-
taustuloksia by,. Koetilannetta kuvaa yhdistetty laatikko P(a,b; ...b,|X, Y7, ... Y,).
Kéytetddn merkintédd B(A, B) osapuolien A, B viliselle, Bell-lausekkeelle ts. kahden

osapuolen Bellin epédyhtdlé on muotoa

B(A,B)=> ") g(a,b,X,Y)P(a,b|X,Y) <R

a,b XY

oleva puoliavaruuden méaérittelevé relaatio.
Klassisille, Bell-lokaaleille korrelaatioille pétee ilmeisesti ainakin seuraava trivi-

aali yksiavioisuusrelaatio:
> B(A,B') < nR. (7)
i=1

Toisaalta tdmé raja on tiukka eli saavutettavissa, silld aikaisemmin nahtiin etta Bell-
lokaaleja korrelaatioita voidaan jakaa mielivaltaisesti. Néin ollen jos Aliisan ja ¢:nnen
Petrin vilinen Bell-lauseke saavuttaa lokaalin realistisen yldrajan R, ei ole periaat-
teessa mitddn syytd miksei Aliisan ja kenen tahansa muunkin -tai kaikkien muiden
Petrien vililla voisi kidiyda nédin. Téaten klassisissa korrelaatioissa ei ole epétriviaaleja
yksiavioisuusrajoitteita.

Seuraavaksi niytetddn, ettd itseasiassa kaikki yleisemmétkin signaalilokaalit ja-

kaumat toteuttavat epayhtilon (7), kun jokaisella Petrilld on mittalaitteen asetuk-
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sia n, eli sama kuin Petrien ma#réd. Tulos on epétriviaali, silld jos ei oleteta jakau-
mien olevan Bell-lokaaleja, joidenkin yksittéisten Petrien ja Aliisan vilinen Bellin
epiyhtils B(A, BY) < R voi rikkoutua. Toisin kuin jakamisen yhteydessi téssi ei siis
vaadita, ettd marginaalit P(a,b;|X,Y;) olisivat identtisié, eli oletetaan vihemmén
symmetriaa, vaikka koetilanteet ovatkin muiltaosin identtisia ts. eli on sama méaara
asetuksia ja niitd vastaavia mittaustuloksia jne. kaikille osapuolille i. Epéayhtalo
(7) edustaa siis aitoa epétriviaalia yksiavioisuusrelaatiota osapuolten viliselle Bellin
epayhtalon rikkoutumiselle.

Oletetaan ettd Aliisalla on mielivaltainen, mutta dérellinen méaéra | X| asetuksia
X jamielivaltainen, mutta darellinen méaré asetuksia vastaavia mittaustuloksia ax.
Lisédksi jokaisella n:sté kappaleesta Petreja on tdsmaélleen n kappaletta mittalaitteen
asetuksia Y; € {1,...n}Vi € {1,...n} ja mielivaltainen, mutta Adrellinen mé&ra
asetuksia vastaavia mittaustuloksia by;.

Koska oletetaan, ettd jokainen Aliisa-Petri pari arvioi saman Bellin epéayhtélén
rikkoutumista, kertoimet g(a, by, X, Y;) ovat identtisid kaikilla Aliisa-Petri pareilla
ts. kaikilla i, k pétee g(a, by,, X, Y;) = g(a, by,, X,Y}) aina kun Y; =Y.

Ryhmitelldén summalausekkeen Y " | B(A, B*) termit uudelleen ja kirjoitetaan
Sor B(A,BY) =>"" | T missé

T = Z Zg(a, b, X,Y)P(a,b|X, YV(Y+ifl)modn)-
ab XY
Tasséd P(a,b|X, Yy 1i—1)mod n) edustaa todennékoisyysjakaumaa tapahtumalle (a, b),
kun Aliisa valitsee asetuksen X ja (Y + i — 1) mod n:s Petri valitsee asetuksen Y.
Yhtésuuruus pétee, silla kertoimet g(a, b, X, Y") jakaumille ovat samat aina kun Pet-
rien asetukset ovat keskendin samat, tastd syystd valittua Petrid indikoiva alain-
deksi on pudotettu g- funktion argumentista; riittda tietdd mikéd asetus on valit-
tu. Huomautetaan ettd tédssd on pudotettu Petrid indikoiva alaindeksi myos to-
dennékoisyysjakauman argumentista, silla tdmé voidaan lukea ehdon alaindeksista.

Termien ryhmittely on tehty siten, etti jokainen 7 siséltid yhden mittausvalinnan
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jakaumat jokaiselta Petriltd. Esim. kun ¢+ = 1 summaan tulee jakaumia jossa Petri
nro. 1 valitsee asetuksen 1, Petri 2 asetuksen 2, vastaavasti kun ¢+ = 2 Petri nro.1
valitsee asetuksen n, Petri 2, asetuksen 1 jne.

Néhdéén ettd, jos >, T > nR, tdytyy olla ettd ainakin jollakin i pétee etté
T > R. Viite siiti, etti signaalilokaalit jakaumat toteuttavat epiyhtilon (7) todis-
tetaan niyttdmilld, etté oletusten ollessa voimassa pitee aina 7° < R.

Todistetaan viite tapaukselle, jossa ¢ = 1, analyysi on identtinen muissa tilan-
teissa. Todetaan, ettd

T'<R (8)

on oleellisesti Bellin epéayhtélo, jonka rikkoutumista tarkastellaan yhdistelemélla
kaikkien Petrien eri mittausasetusten tuloksia. Tétd kombinaatiota eri asetuksia
vastaavia todennakoisyyksid voidaan ajatella uutena kayttaytymisené (laatikkona)
P'(a,b|X,Z),be{l,...bz} Z € {1,...n}, jolle P'(a,b|X,Z) = P(a,bz|X,Y; = Z)
kaikilla b = bz, Z € {1,...n} jne. Todistetaan, etta télle uudelle kahden osapuo-
len kiyttaytymiselle voidaan kirjoittaa tésséa koetilanteessa piillomuuttujamalli joten
laatikko toteuttaa Bellin epayhtélon (8).

Tapauksessa ¢ = 1 termi 7T siséltiidi jakaumia, joissa Petri 1 valitsee asetuksen
1, Petri 2 asetuksen 2, jne. Kyseiset jakaumat voidaan signaalilokaalisuuden nojalla
nihda jakauman P(a, by, ...b,|Y: = 1...Y, = n) marginaaleina. Tdsmilleen samaan
tapaan kuin jaettavuuden yhteydesséa kirjoitetaan

P'(a,b|X,Z) = ) Pla,by,...bo|X, Y1 =1,... Y, = n)dy,.
b1,

Joka antaa samaan tapaan lokaalin piilomuuttujamallin samaistuksilla
P'(b|Z,\) = Ouu,

P'(a|lX,\) = P(alby,.. by, X, Yy =1,...Y, =n)

P'(\) = P(by,...by|Yi=1,...Y, = n).
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Koska identtinen analyysi voidaan tehda kaikille 7, todetaan etta kaikille ¢ pétee
T" < R, ja téten epiyhtild (7) toteutuu. Témin yleisen tuloksen nojalla voidaan
sanoa, etté epétriviaalit korrelaatioiden yksiavioisuusrelaatiot eivét ole poikkeuksel-
lisia signaalilokaaleille teorioille.

Esitetddn todistuksesta vielda muokattu versio, jota on helppo soveltaa mm.
CHSH- esitysmuotoon |C| < 2. Kéytetddn samanlaista merkintidtapaa ja oletetaan
koetilanteen olevan samanlainen kuin epéyhtélon (7) todistuksessa.

Oletetaan etté kaikilla ¢ pétee

IB(A,B)| = > g(a,b, X,Y)P(a,b|X,Y)

ab XY

<R.

Klassisille korrelaatioille pétee ilmeisesti > i, |[B(A4, BY)| < nR ja téten myds hei-

kompi epéayhtalod

< nR. (9)

S B4, B)

=1

Seuraavaksi naytetddn, valittaméatta siitd, onko tamé kenties triviaali epayhtalon
(7) ja vaikka tahokkaiden symmetrioiden seuraus, ettd ainakin epayhtélo (9) patee
kaikissa signaalilokaaleissa teorioissa.

Selvasti

> 54.)| =[S T < Y| =6
i=1

Tésséi on arvioitu epdyhtilon (9) vasenta puolta yléspdin. Merkintd 7° on sama

kuin aikaisemmin. Toistaiseksi ei ole mitddn syytéa olettaa ettéd lausekkeelle G pétisi
G < nR. Seuraavaksi ndytetddn kuitenkin, ettd G > nR ei ole sopusoinnussa sig-
naalilokaalisuuden kanssa. Témé tarkoittaa erityisesti, ettd kaikki signaalilokaalit
jakaumat toteuttavat epéyhtilon (9), silla valittujen Bell-lausekkeiden summa ar-
vioituna ylospéin signaalilokaaleilla jakaumilla toteuttaa ko. epéayhtalon.

Jos G > nR on oltava, etté ainakin jollakin T pétee | 7| > R. Epdyhtéls |7 <

R on, samaan tapaan kuin aikaisemmin, kahden osapuolen oletettua muotoa oleva
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epayhtélo, jossa on yhdistelty usean Petrin jakaumia uudeksi laatikoksi. Téasmélleen
samoin kuin epéyhtalon (7) todistuksessa, voidaan uudelle laatikolle rakentaa lokaali
piilomuuttujamalli kaikille 7. Koska kaikilla ¢ |T"] < R pétee myos G = > | [T <
nR ja koska >0 [T > >0, T = |>oi, B(A, BY)| pétee erityisesti epéyhtilo
(9); [>°0, B(A, BY)| <nR [

Annetaan lopuksi esimerkki téassdjohdetun epéayhtélon soveltamisesta kolmen os-
apuolen tapaukseen, jossa selvitetddn Aliisa-Petri (A, B) ja Aliisa-Kaarlo (A, C') -
parien vilisten CHSH-epéyhtéloiden yksiavioisuutta. Tarkasteltava tilanne sopii joh-
detun tuloksen yleisyyden piiriin vastaten tapausta jossa Petrien méaré, samoin kuin
mittausasetusten madra on 2. Epédyhtalon (9) nojalla kaikissa signaalilokaaleissa teo-

rioissa, kvanttimekaniikka mukaan lukien péatee nyt
C(A, B) + C(A,0)] < 4 (10)

Téastd ndhdddn heti esimerkiksi, ettd jos C(A, B) > 2 tdytyy olla C(A,C) < 2.
Toisaalta jos C(A, B) saavuttaa algebrallisen ylarajan, eli kidytossia on PR-laatikko,
taytyy olla ettd C'(A,C') < 0. Vaikka epéyhtalosta (10) saadaan epétriviaaleja yk-
siavioisuusrelaatioita, ei ko. epédyhtdlé ole symmetrinen tason (C(A, B),C(A,C))
kaikissa kvadranteissa; periaatteessa yhtalo toteutuisi jos Aliisa-Kaarlo parilla olisi
PR-jakauma jolle C'(A, C) = —4 ja Aliisa-Petri parilla jakauma jolle C'(A, B) = 4.
Yksinkertaisella argumentilla voidaan kuitenkin ndhdé, ettd epéayhtélo (10) voi-

daan tiukentaa muotoon
|C(A, B)| +|C(A, O)] < 4, (11)

nimittdin jos esim. C(A, B) = >y, ,{axby) > 0 niin Petrin puolella tapahtuva
‘merkkien vaihto’ 1 <+ —1 kaikille mittausastuksille muuttaa lausekkeen C'(A, B)
merkin, silld tulojen ab merkit muuttuvat Petrin merkkien muuttuessa. Tata voi
havainnollistaa fysikaalisesti tapauksella jossa Petri olisi vaikka vahingossa taulu-
koinutkin tulokset (+) tdsmaélleen péin vastoin kuin oli sovittu esim. aina kun hiuk-

kanen kadntyy magneettikentéassé 'yléapuolella’ olevaan detektoriin, merkitsee -1 eiké



54

+1. Matemaattiselta ndkokoannalta jos on olemassa signaalilokaali P(a, b, c|X,Y, Z)
jonka marginaaleina saadaan P(a,b|X,Y) ja P(a,c|X,Z) joiden CHSH-epayhtélon
lausekkeiden merkit ovat vastakkaiset, on olemassa mydos kokoelma P’(a, b, c| X, Y, Z),
jonka marginaaleille ne ovat samanmerkkiset, silla voidaan vaihtaa Petrin tapahtu-
mien b = 1,b = —1 (tai samoin Kaarlolle) todennékoisyydet péittdin vastaten ta-
pahtumien mielivaltaista uudelleennimeémisté. Liséksi ko. temppu ei vaikuta CHSH-
lausekkeiden normiin ja on téysin lokaali toimenpide; ei tarvitse viestejé, eika vaikuta
muiden osapuolien marginaaleihin. Téaten voidaan julistaa tiukennetun epayhtélon
(11) patevin kaikissa signaalilokaaleissa teorioissa. Tahén epéayhtdloon on paadytty
toisenlaisella menetelmalld viitteessa [95].

Huomautetaan, ettd epdayhtalo (11) on lisdksi tiukka my6s siind mielessé etté jo-
kaiselle |C'(A, B)| € [0,4] loytyy |C(A, C)| jolla ko. raja saavutetaan. TAmé ndhdaén
esim. siten, ettd konveksikombinaatio signaalilokaaleita laatikoita P’(a,b,c|X,Y, Z)
ja P(a,b,c|X,Y, Z) on signaalilokaali ja jos P’ on laatikko, jonka marginaali (A, B)
on PR-laatikko on ko. laatikon marginaalille (A, C) oltava |C(A,C)| = 0, vast.
P on laatikko jolle marginaalit ovat toisinpéin. Toisaalta miké tahansa piste reu-
nalta |C'(A, B)| + |C(A,C)| = 4 voidaan esittad konveksikombinaatioina pisteita
(|IC(A, B)|,|C(A,C)|) = (0,4) ja (4,0) [95]. Liséksi tasajakauman J marginaaleille
pitee (C(A, B),C(A,C)) = (0,0) eli epayhtalé (11) rajaa tédsmélleen yleisille sig-
naalilokaaleille jakaumille saavutettavan alueen korrelaatiotasossa.

Nyt voidaan sanoa ettd mikéli parin (A, B) CHSH-epéyhtilo rikkoutuu ylei-
sessé signaalilokaalissa teoriassa, parin (A, C) ei rikkoudu. Tatd voi vielda vahvistaa
seuraavaan toteamukseen [95]; jos on yksi Aliisa ja n Petrid, joilla jokaisella kaksi
asetusta ja vastaavaa mittaustulosta, niin Aliisa voi rikkoa CHSH-epéayhtaloé kor-
keintaan yhden Petrin kanssa. Nimittéin jos olisikin esim. Petrit s ja ¢, niin olisi
olemassa jakauma P(a,bs, b| X, Ys, Y:) = Z{bi}\bs’bt P(a,by,...b,|X,Y1,...Y,), jon-

ka marginaalit rikkoisivat epayhtélod (11) ristiriitaisesti.
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Kuva 2. Parien (AB) ja (AC) vilisten CHSH-korrelaatiofunktioiden sallitut alu-
eet varitettyné. Keltainen alue on sallittu yleisimmissé signaalilokaaleissa teorioissa
epayhtélon |C(A, B)| + |C(A,C)| < 4 mukaisesti. Punainen on sallittu kvantti-
mekaniikassa epiyhtilon C'(A, B)? + C(A, C)? < 8 mukaisesti ja sininen on sallittu
klassisille teorioille. Klassisissa korrelaatioissa ei esiinny epétriviaalia yksiavoisuutta,
toisin kuin kvanttimekaaniisissa ja yleisimmissé korrelaatioissa. Heikompi epayht&lo
|C(A, B) + C(A, ()| < 4 toteutuu keltaisen liséiksi harmaalla véritetylld alueella.

Kvanttimekaniikassa esim. C/(A, B) voi olla £2+/2, téssi tapauksessa (11) rajoit-
taa parin (A, C') Bell-lausekkeen mahdollista arvoa kvantifioitavissa olevalla tavalla.

Viitteessi [96] on johdettu kvanttimekaniikassa pétevi vield tiukempi kvanttilaati-

koille pateva, ts. dimensioista riippumaton tulos:
C(A,B)* +C(A,C)* < 8. (12)

Tama epayhtilo méadrittelee kiekon tasossa (C(A, B), C(A, C)); kvanttimekaanisil-
le korrelaatioille sallittu alue tasossa (C(A, B),C(A,C)) on pienempi kuin yleisille
signaalilokaaleille korrelaatioille. Téama sallittu alue on niinik&dn tiukka kvanttime-
kaniikassa ts. jokainen epayhtélon (12) médrddmén reunan piste ja similaarisesti
siséipiste on saavutettavissa kvanttimekaniikassa [96]. CHSH-yksiavioisuutta on ha-
vainnollistettu kuvassa 2, vastaavankaltainen diagrammi on esitetty myos mm. viit-

teessé [96].
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Bellin epéayhtaloiden rikkoutuminen takaa, ettéd laatikot tuottavat satunnaisia
lopputuloksia. Yksiaviousuusrelaatiot vihjaavat myos tuotettujen lukujen olevan jos-
sain mielessé salaisia, silla ne asettavat rajoitteita sille, kuinka kolmannet osapuolet
voivat korreloitua mittaustuloksiin: tdmé asettaa ylérajoja esim. yritteille arvata
Aliisan laatikolla tuotettua symbolia vaikka valittu mittaus olisikin julistettu kaikil-
le. Viittessd [97] on selvitetty joidenkin kryptografisten, tai salausavaimenjako- pro-
tokollien turvallisuutta ainoastaan yksiavioisuusrelaatioihin nojaten. Kiinnostavas-
ti joidenkin protokollien voidaan néyttda olevan turvallisia, ainakin tietyilla kritee-
reilld [97], niitdkin hyokk#djia vastaan jotka eivit toteuta signaalilokaalisuutta, mut-
ta jotka noudattavat yksiavioisuusrelaatioita. Signaalilokaalisuus on riittévé, mutta
ei valttamaton ehto yksiavioisten korrelaatioiden olemassaololle.

Kvanttimekaniikassa tilan tédydellinen kopioiminen ¢ — ¢ ® o on yleisesti ot-
taen mahdotonta. Témé&n voi ndhdé olevan seurausta kanavien lineaarisuudesta. Ni-
mittdin jos Y. ci0, = 0 € S(H),H ~ C? on kombinaatio tiloja, niin tilan klooni
olisi 0 ® 0 = (3, cioi) ® (D25 ¢j05) = D cicj(oi ® g;). Toisaalta jos kloonausku-
vaus K : S(H) — S(H ® H) on lineaarinen, niin tulisi olla K(0) = >, ;K (0;) =
> cil0i ® 0;), ilmeisesti yleisesti ottaen K(9) # 0 ® 0.

Tunnistetaan vield yleinen kloonauksen kieltdva argumentti kdyttden edellisia
tuloksia. Kloonaamisessa ldhtokohtaisesti keskeistéd on osapuolen, esim. Petrin lo-
kaalien mittaustilastojen monistaminen. Ts. jos Petrilla on laatikko P(b|Y), voi-
taisiin sanoa ettd Petri kykenee f-kloonaamaan jos on olemassa kayttidytyminen
P(by,...bf|Y1,...Y5), jolle P(b;]Y;) = P(b]Y) kaikilla i € {1,... f}, joka on sym-
metrinen parien (b;,Y;) suhteen. Huomautetaan, ettd ehdot toteuttavien laajennet-

tujen jakaumien l6ytdminen on oikeastaan triviaalia. Nimittéin tulojakauma

missd P(b;]Y;) = P(b|Y) kaikilla i € {1,..., f} aina kun Y; =Y, toteuttaa vaaditut
ehdot.
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Tama ei kuitenkaan suoranaisesti vastaa esimerkiksi kvanttimekaniikassa péatevia
kloonaamisen mééritelmaé. Téssd laatikkomaailman ldhestymistavassa 'systeemei-
hin’ ei sinénsé liity eksplisiittisesti tilan késitettd, eikd tédten tuntemattomankaan
tilan ajatusta. Halutessaan voi ajatella, ettd laatikko on tila, mutta tulisi muistaa
ettd kayttaytymisen selitykseen kuuluu yleisesti my6s mittausten valinta. Lisédksi
laatikkotasolla ei ole ldhtokohtaisesti rajoitteita dynaamisille kuvauksille; tarkas-
teltavat objektit edustavat ensisijaisesti kokeissa testattavia jakaumia, eikéd kahden
identtisesti toimivan laatikon, tai kahden kokeen jotka tuottavat saman mittaus-
datan olemassaolossa ole sindnsd mitéddn ihmeellistd. Kvanttimekaniikassakin on
taysin mahdollista preparoida useita systeemeité tavalla joka vastaa alkuperéisen
kayttaytymisté jos kyseinen tila tiedetédén etukiteen! Itseasiassa jos rajoittaudutaan
kloonaamaan jotakin puhtaiden tilojen ortogonaalista joukkoa V = {g;}&,, niin on
mahdollista suunnitella tédmén tilajoukon tédydellisesti kopioiva kvanttimekaaninen
kuvaus esim. kaavalla K (o) = >, troo;]o; ® 0;. Keskendén epéortogonaalisia tiloja
ei kuitenkaan voi kloonata millddn koneella tdydellisesti [7].

Kloonauksen kieltdva teoreema on kuitenkin tunnistettavissa, kun otetaan huo-
mioon Petrin systeemin mahdollinen korrelaatio muiden systeemien kanssa. Taméa
vastaa intuitiota siité, ettd jos Petri oikeasti kykenee kloonaamaan systeeminsé, tu-
lisi ko. kloonatun systeemin havaittavilla ominaisuuksilla olla samankaltaisia riippu-
vuussuhteita, esimerkiksi Aliisan systeemiin kuin alkuperaiselld. Ndiden toteamuk-
sien nojalla néytetddn ettd kloonauksen késite palautuu jaettavuuden kasitteeseen.

Olkoon P(a,b|X,Y") Aliisan ja Petrin systeemeitd kuvaava laatikko -ldhtoasetelma.
Téssé ehdotetaan, edellisten perustelujen nojalla, sopivaksi sanoa ettd Petri kykenee
f— kloonaamaan, ellei teoriaan lisitd muita rajoitteita, systeeminsé jos on olemassa
yhdistetty jakauma P(a,by,...,bf|X,Y7,...Y}) jolle P(b;la, X,Y;) = P(bla, X,Y)
kaikilla YV; € {Y}, ¢ € {1,...,f}, a € {a}x. Edellinen perustellaan vaatimuksel-

la Petrin kopioiden samankaltaisesta relaatioista Aliisan systeemiin suhteessa alku-
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perdiseen. Huomautetaan etté ko. yhdistetyn jakauman ehto on toistaiseksi aavis-

tuksen yleisempi kuin jaettavuuden késite. Nimittéin jos P(a|X) # P'(a|X) niin
P(bla, X, Y)P(a|X) # P(bla, X, V) P'(al X)

ovat kaksi eri laatikkoa. Ero on kuitenkin puhtaasti kosmeettinen, silla kloonaus-
koneen kaytto ei lahtokohtaisesti saisi vaikuttaa Aliisan lokaaleihin jakaumiin. Ts.
etsitty 'oikea kloonausjakauma’ on tarkemman mééaritelméansd mukaan olemassa, eli
f-kloonaukseen periaatteessa kyetain tasmaélleen silloin kun kyetdin f-jakamiseen.
Toisaalta operationaaliselta nédkokannalta jos on olemassa laite joka kykenee te-
kemé#n yhden kloonin, voidaan kuvitella samaa tai samankaltaista laitetta kidytetté-
vén perdkkéin mielivaltaisen monen kopion tekemiseen. T's. yhdenkin téaydellisen ko-
pion tekeminen implikoi samantien yhdistetyn f—jaettavuuden mééritelmén toteut-
tavan jakauman olemassaolon mielivaltaiselle f. Téten yleisesti ottaen kloonaami-
nen on mahdollista, ylldesitetyssé mielessé, jos ja vain jos alkuperdinen kdyttaytymi-
nen P(a,b|X,Y’) on oo-jaettava eli Bell-lokaali. Tulos ndyttia, ettd signaalilokaaleis-
sa teorioissa joissa systeemien viliset korrelaatiot ovat yleisesti ottaen Bell-epélokaa-
leja, tdydellinen kloonaus on yleisesti ottaen mahdotonta.

Huomautetaan ettéd edellinen argumentti nojasi ainoastaan laatikoiden korre-
laatioon ja oli tdten ldhtokohtaisesti irrallinen tilannetta kuvaavan teorian muusta
matemaattisesta rakenteesta ja téten myos erityisesti tilojen ortogonaalisuudesta,
kloonauskuvauksen lineaarisuudesta tai siitd, ovatko kloonattavat systeemit esim.
puhtaita tai sekoitettuja. Huomautetaankin, etti téssa esitetty téaydellisen kloonaa-
misen kieltdva argumentti on yleisyydeltdén oikeammin ldhempéné kvanttimekaani-
kan ei-lahettdmistéd teoreemaa [98]. Lahettdmisessd L : S(H) — S(H®H), 0 — L(o)
vaaditaan ettéd try/o[L(0)] = 0. Kloonaus ¢ — ¢ ® ¢ on ldhettédmisen erikoistapaus
ja madritelmien seuraukset ovat erilaisia erityisesti sekoitetutuille tiloille.

Yksiavioisuusrelaatioista saadaan joitakin rajoitteita kloonien laadulle. Anne-

taan tésté vield esimerkki kdyttamalla aiemmin johdettua kolmen osapuolen CHSH-
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yksiavioisuusrelaatiota. Olkoon P(a,b|X,Y) Aliisan ja Petrin ldhtotilanne ja olete-
taan etta lahtotilanteessa |C(A, B)| = @ # 0. Petri tekee kloonauskoneella kaksi ko-
piota ts. tilannetta kuvaa kloonauksen jilkeen laatikko P(a, by, bs| X, Y1, Ys). Koska

nyt
|C(A,B")| +|C(A4,BY)| =Q + Q" < 2R =4,

joten vertaamalla kopioiden keskimé&ardistda CHSH-epéayhtélon rikkoutumista suh-
teessa alkuperéiseen:é% < %, nahdéaan, ettd keskiméardinen CHSH-epéayhta-
16n rikkoutuminen suhteessa alkuperiiseen on ykkostd pienempi aina kun Q) > 2.
Tamé on toinen tapa todeta, ettd vdhintdén toinen klooneista ei kdyttaydy kuin,
ts. ei riko CHSH-epéyhtdlod samoin kuin, alkuperdinen, kun ldahtotilanne rikkoo
CHSH-epéyhtaloa. Tatd voidaan kayttdd myos tyokaluna kloonauskoneiden opti-
maalisuustodistuksiin esim. kvanttimekaniikassa. Oletetaan argumentin vuoksi, etta
lihtotilanne saavuttaa Tsirelsonin rajan @ = 2v/2. Nyt jos loydetdén kvanttime-
kaniikassa 1 — 2 kloonaaja ja lahtotilat, parit suureita yms. joka saavuttaa kes-
kiméaéraisten kloonien CHSH-ylérajan %, voidaan kyseisen kloonaajan todeta ole-
van optimaalinen siind mielessé, ettd parempi kloonien laatu kyseisille tiloille ylittaisi
Tsirelsonin rajasta tulevat yksiavioisuusrajoitukset kvanttilaatikoille. Toisinsanoen,
kyseinen kloonaaja monistaa korrelaatiot optimaalisella tavalla. Huom. etté vastaa-
vaa tarkastelua voidaan tehd& kayttden yleisempié yksiavioisuusrelaatioita (7). Re-

laatioita voidaan kayttdd myos konkreettisempaan kloonien laadun rajoittamiseen

kvanttimekaniikassa, esimerkki tdstd on annettu liitteessa A.

4.3 Yhteismitattavuus

Kuvitellaan mittaustilanne, jossa saadaan kaksi tulostetta (a,b), a € {1,... Ma}
be{l,... Mg }, yhdelle sydtteelle X = A& B médéritellen todennikoisyysjakauman
P(a,b|X = A&B) = p(a,b). Erityisesti jos kyseinen yhdistetty jakauma palauttaa

marginaaleinaan joidenkin suureiden A ja B (huom. suggestiivinen merkintitapa)
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mittauksia vastaavat todennékoisyydet ts.
> p(a,b) = p(b) = P(b|X = B)

" pla,b) = pla) = P(alX = A),

niin voidaan puhua asetuksen X = A& B vastaavan suureiden A ja B yhteismittaus-
ta 2. Téssikin tulojakauma P(a|A) P(b| B) kelpaa aina yhteismittauksen mééritelméin
toteuttavaksi jakaumaksi palauttaen oikeat marginaalit.

Korostetaan ettd, laatikon sisélla olevien laitteiden, yhteensopivuus ym. ovat
viimekédessd piirteitd, joita tulisi tarkastella teoriakohtaisesti. Nimittdin esimer-
kiksi kvanttimekaanisen tulojakauman P(a,blA&B) = tr{Wyao| - tr[Wypo] ole-
massaolossa ei ole mitdéan ihmeellistd, vaikka A ja B olisivatkin epédyhteensopivia.
Téaménkaltaisen datan voi ndhdé olevan perdisin tilanteesta, jossa ajetaan kaksi
identtistd koetta rinnakkain siten etté toisessa mitataan asetuksella A ja toisella B.
Téten laatikkotason yhteisjakauman P(a,b|A& B), joka palauttaa oikeat marginaa-
lit annetulle koejérjestelylle, olemassaolo ei takaa ettd suureet ovat korrektissa mie-
lessé yhteismitattavia, eli ettd yhteisjakauma on olemassa kaikille tiloille. Laitteiden
yhteensopivuudelle on tyypillista, etta tulostepari saadaan jokaiselle yksittéiselle sa-
masta preparaattorista lahtoisin olevalle objektille, samalla kokeen kierroksella ks.
esim. viite [99], missé (epd)yhteensopivuutta on késitelty yleisemmin.

Téastéd huolimatta, similaarisesti kuin kloonauksen yhteydessa, pystytdan naytta-

2Usean tulosteen tilanne antaa oikeastaan nienniisti yleisyytti. Jokainen tapahtumapari (a, b)
voidaan ndhdd yksittdisend mittaustuloksena avaruudessa Qap, jolla |Qap| = |Qa] % |Q5]| ja
tdten myos abstraktissa empiirisessé kokeessa yksittdisen 'lampun’ syttymisend mittalaitteessa.
Vastaavasti jos jokin [Q4p]| -lopputulosta antava mittalaite on saatu joulupukilta,edelleen otta-
matta kantaa siihen miten laite generoi ko. tulokset, voidaan sen mielivaltaisille tulosteille yrittaa
antaa 'tulkinta suureiden A ja B yhteismittauksena’ eli bijektiivinen kuvaus v : Qa5 — Q4 X Qp.
Tulkintoja on useita, erityisesti yhteismittaukselta vaaditaan p(24,b) = p(b) jne. Téssd nihdéidn
kitevampéané korostetusti kuvitella tdménkaltaisissa konteksteissa aina lamppuparin syttyminen

yksittédisen lampun sijaan ts. oletetaan ettd vast. tulkinta on tehty.
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médn konkreettisesti, ettd yhteismitattavuus, signaalilokaalisuus ja Bellin epayhtaloi-
den rikkoutuminen ovat keskenéén ristiriitaisia késitteitd. Tai tarkemmin, ettd mit-
kaan kaksi edelld listatuista kriteereistd eivit voi yleisesti péated samanaikaisesti
kolmannen kanssa.

Oletetaan ettd osapuolella ¢ € {1,...n} on N; mittalaitteen asetusta X; €
{1,... N;}, ja mielivaltainen mutta direllinen mééra jokaista asetusta vastaavaa mit-
taustulosta ag x,) € {1,... Mx,}. Seuraavien kolmen toteamuksen todetaan olevan
tutkielmassa aikaisemmin ndhdyn nojalla ekvivalentteja:

1 Osapuolten laatikko P(a(1, x,); - - -, n,x,)| X1, -, X;) on Bell-lokaali, eli laa-
tikolle voidaan kirjoittaa lokaali piillomuuttujamalli.

2 Laatikko toteuttaa Bellin epayhtalot.

3 On olemassa yhdistetty jakauma p(a(i1), ..., G@1,N)s - - Gn), - - -5 G(n,N,)) Kai-
kille mitatuille suureille, jonka marginaaleina saadaan laatikon todennékoisyydet:

Pla@ s -5 k) = Plar, ... an| Xy =k, ..., X,y = ky) jne.

Toteamukset 1 ja 2 ovat ekvivalentteja méédritelmien ja todennédkoisyystahokkaisiin
liittyvien toteamusten nojalla. Edellisessd osiossa nédhtiin, ettd lauseesta 1 seuraa 3,

nimittédin jakauma
p(a(1,1)7 <o QLN -5 A1)y - - 7a(n,Nn))
= /d)\(]()\) . P(CL(17X1)|X1 = 1,)\) ot P(a(l,X1)|X1 = Nl,)\) C..
: P(a(n,Xn)|Xn = Nny )\)
on hyvin maéritelty ja palauttaa oikeat marginaalit jos laatikko on Bell-lokaali. Bell-

lokaaleiden korrelaatioiden jaettavuudelle ei ollut rajoitteita. Toisaalta vaitteen 3

mukaisen yhdistetyn jakauman olemassaolo takaa, ettéd laatikolle on olemassa piilo-
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muuttujamalli silld voidaan kirjoittaa

P(al,...,an|X17"'7X7’L>:

D P(A@1)s - QAN s - - O(n1)s - - -5 A, Na) )Oaraca xy) * - -+ Oamsag xm -

@(1,1)+:0(1,Ny )+ C(n, N )
Téssd yhdistetty jakauma antaa piilomuuttujamallin, nimittdin yhdistetyn jakau-
man ndhdaén sisdltdvin todennikoisyydet kaikkien asetuksien vasteet siséltaville
mittaustuloslistalle A = a1y, .-, G@,N)5 - - -5 G Ny

Seuraavaksi esitettdva argumentti yhteismittauksen mahdollisuutta vastaan mu-
kailee viitteen [100, Liite| ajatusketjua. Vastaavia elementteja 16ytyy myos viitteista
[50, 90]. Oletetaan sitten, ettd Petri omaa suureiden Y = 1,...Y = m yhteis-
mittaukseen kykenevin laitteen ts. on olemassa yhdistetty jakauma p(by,...by,).
Aliisat, joita on n kpl., mittaavat kaukana asetuksilla X; € {1,...N;}. Koetta
kuvaa kdyttaytyminen p(ai,...a,,bq,...byu| X1, ..., X,) jolle pétee, oletusten no-
jalla, p(a1,...,an, 0j| X1, ... X)) = P(ar,...a,,b0/X1,... X,,,Y = j) kaikilla j. Ei-
viestintdd ehtojen nojalla taytyy olla etta

D plar . an by, bl Xy, X)) = p(bis b

apt,...an

Taméa huomioon ottaen todetaan ettéd jakauma

p(a(u), e aa(l,N1)v . "a(n,Nn)v ce ,bl, .. ,bm) = 0,

jos p(by,...by) =0 ja

k1=N1,....,kn=Np,
Hki:l,.l..,knzl p(a(Lkl), e a(mkn), .. ,bl, Ce bm|X1 = k}1, .. .Xn = k‘n)

p(b17 [P bm)(Nan—l)

muulloin, on paitsi hyvin méaéritelty, palauttaa myos oikeat marginaalit lausahduk-
sen 3 mukaisesti kaikille Aliisojen ja Petrin suureiden valinnoille. Korostetaan, etté
téssd ei ole tarpeen ottaa kantaa mallin fysikaaliseen mielekkyyteen. Tésséd néhtiin,
ettd suureiden Y = 1,...Y = m yhteismittauksen mahdollisuus yhden osapuolen

luona johtaa heti yhdistetyn jakauman olemassaoloon kaikkien osapuolten suureiden
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arvoille kun otetaan huomioon ei-viestintéda ehdot eli toisinsanottuna koetilanteelle
on olemassa lokaali piillomuuttujamalli. Téten jokaisessa signaalilokaalissa teoriassa
jossa Bellin epéyhtdloiden ennustetaan rikkoutuvan edes joillekkin mittausasetuk-
sille, on yleisesti ottaen oltava rajoitteita yhteismitattavuuden vaatimuksien toteut-
tavien jakaumien olemassaololle tai signaalilokaalisuus ei voi toteutua.
Viimeistellaan edelliset toteamukset esittdméalla myos viitteista [9, 51] 16ytyva
esimerkki, joka mm. antaa toisenkaltaisen ldhestymistavan CHSH-epéyhtélon joh-
tamiseen ja edelleen korostaa yhteismitattavuuden yhteyttd mahdollisuuteen kom-
munikoida Bell-kokeessa. Oletetaan sitten, ettd Aliisalla on kaksi mittalaitetta X €
{#, &} ja vast. Petrilla Y € {©, $}. Niitd vastaavat mittaustulokset ovat joko -1
tai +1 kuten aikaisemmin. Oletetaan, ettd Petri omaa kyseisten suureiden yhteis-
mittaukseen kykenevén laitteen, eli jakaumat p(a, by, be|X) = P(a, by, by | X, $&Q)
joille >, pla, bo,bo|X) = P(a,b]X, O) ja >, pla,bo,bo|X) = P(a,b|X, D) ovat
olemassa. Sovitaan Aliisan asetuksen # vastaavan viestia (kylld) ja asetuksen &
viestid (ei). Petri lukee yhteismittauksesta saadun tuloksensa, ja tulkitsee viestin
olevan esimerkiksi # aina kun by # b¢, ja & muulloin. Viestintédlaitteen voidaan
sanoa toimivan, jos Petri pystyy arvaamaan valitun viestin kolikonheittoa suurem-
malla todennédkoisyydelld Aliisan valintojen ollessa tdysin ennalta tuntemattomia eli
satunnaisia. Oletetaan ensiksi, ettd Aliisa valitsee asetuksen #, télloin Petri arvaa
oikein todennékoisyydella
Paloikein) = 37 pla,bo,bol#) = 3= Zlbo — bollalp(a, bo, bo ).
a,be#bo a,be b
Viimeisen ekvivalenssin voi todeta pitdvan paikkansa inspektiolla muistaen, ettd ax
ja by € {—1,1} kaikilla X € {#, &} ja Y € {©,$}. Vastaavasti tapauksessa jossa
Aliisa valitsee & todennikoisyys arvata oikein on
Pafoikein) = 37 pla,bo,bol#) = 37 2 lbo + bollalp(a, bo, bo ).
a,bo=bo a,bo ,be

Téten, ottaen huomioon ettd Aliisan viesti voi lahtokohtaisesti olla kumpi tahansa



64

nahdéaédn Petrin olevan oikeassa todennékoisyydella

P(oikein) = %[P.(oikein) + Py (oikein)]
1
27 > (abo — aby)p(a, bo, by M) + Y (abo + abe)p(a, bo, b | &)
_a,b@,bo a,bo,be
o
= > ab[P(a,b|#,Q) + P(a, b, Q) + P(a,b, |, &) — Pla,b|#, )]
La,b==+1
e
=7

Téssé ensimmaéinen epayhtélo saadaan pudottamalla itseisarvot. Ekvivalenssin to-
teamiseen on kaytetty yhteismittauksen méaéritelméé, suoritettu summaus yli joi-
denkin muuttujien ja pudotettu alaindeksit jéljelle jaavistd by. Nain voi tehdi,
silla summaus kédy kaikkien by yli ja muuttujat saavat arvoja samasta joukosta.
Téten, jos Petri omaa yhteismittaukseen kykenevén laitteen, pystyy Petri taatus-
ti padtteleméadn Aliisan viestin kolikonheittoa suuremmalla todennékoisyydelld heti
kun % > %, eli heti kun CHSH-epéyhtalo rikkoutuu, kuten viitettiin.
Yhteenvetona todetaan, ettd viittaamatta ja riippumatta Hilbertin avaruuden
operaattoreihin tai niiden kommututatiivisuuteen, tms. liittyviin seikkoihin, jotka
ovat kvanttimekaniikassa keskeisid yhdistettyjen jakaumien olemassaololle ks. mm.
[29, kpl.3] ja [28, kpl.11] sekd [101, Kpl. VIII], suureiden yhteismitattavuudelle
on rajoitteita kaikissa teorioissa, jotka ennustavat Bell-epélokaalisuutta ja ovat so-
pusoinnussa signaalilokaalisuuden kanssa. Erityisesti ndhdéén ettd suureiden epéyh-
teensopivuus ei ole kvanttiteorian erityispiirre, vaan itseasiassa mikédan ei-viestintéaa
ehtojen kanssa sopusoinnussa oleva teoria jossa on Bell-epédlokaalisuutta tai erityi-
sesti mahdollinen kvanttiteorian tdydennys ei voi yleisesti ottaen paésta kyseisesté
piirteestd eroon. Voidaan myds lausua ettd missé tahansa ei-viestintéd teoriassa suu-
reiden epéyhteensopivuus on véalttdméatonta Bellin epayhtéloiden rikkoutumiselle.
Bellin epayhtélot voidaan nahda erdiné rajoituksina yhdistettyjen jakaumien ole-

massaololle kun osapuolten marginaalit on kiinnitetty lausahduksen 3 mukaisesti
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ja on oletettu signaalilokaalisuus. Muutoin tulojakauma kelpaisi yhteismittauksen
madritelmén mukaiseksi jakaumaksi. Kuten huomautettiin, pelkké yhteisjakauman
oleamassaolo ei yleisesti takaa ettd mittaukset ovat ’oikeassa mielessd’ yhteensopi-
via joten yhteismittauksen ja Bell-epédlokaalisuuden yhteyden tarkempi ja selvitys
kaipaisi lisdrakennetta. Téssé esitetddn muutama huomio yhteismitattavuuden ja
Bell-epalokaalisuuden yhteydestéd kvanttimekaniikassa.

Viitteessi [100] osoitetaan, ettd mille tahansa Petrin epdyhteensopivalle kaksiar-
voiselle suureparille voidaan 16ytda kaksiarvoinen suurepari Aliisalle, seké yhdiste-
tyn systeemin tila joka mahdollistaa CHSH-epéyhtédlon rikkoutumisen. Ts. voidaan
sanoa, ettéd kaksiarvoinen suurepari on epayhteensopiva jos ja vain jos niiden avulla
voidaan rikkoa CHSH-epayhtaloa. Tasta herda houkutus julistaa, ettéd vaikka kvant-
titeoria korvattaisiinkin tulevaisuudessa jollakin vaihtoehtoisella 'tadydennetylld’ sig-
naalilokaalilla teorialla ts. vaikka laatikoiden mekaniikkaa kuvattaisiin erilaisella ma-
tematiikalla, niin ainakin néité suurepareja 'vastaavat’ mittaukset pysyvit epdyhteen-
sopivina [100]. Kuitenkin viitteissa [102, 103] rakennetaan yleisemmaélle viitteelle
kvanttimekaaninen vastaesimerkki; epédyhteensopiven suureiden valinta ei yleensé
takaa ettd voidaan rikkoa Bellin epdyhtilod. Esim. viittessd [102] tulos ndytetadn
kiinnittdmalla keskenddn epéyhteensopivien suureiden joukko (kolme kaksiarvoisa
suuretta) Petrin puolella, ja osoitetaan ettid riippumatta Aliisalle valituista suu-
reiden joukosta seké systeemin yhdistetysté tilasta nédin rakennettu kvanttilaatikko
toteuttaa kaikki Bellin epayhtalot. Ndhdéaan etta kvanttimekaniikassa seké kietoutu-
minen ettd suureiden epédyhteensopivuus ovat valttamattomia, mutta eivat yleisesti
ottaen riittavid kvanttiepalokaalisuudelle.

Edelliset saattavat viitata siihen, ettd kvanttimekaniikassa on jotakin, joka rajoit-
taa yhteismittauksen mahdollisuutta enemmén kuin pelkéstadn vaatimus viestinnén
mahdottomuudesta Bell-kokeessa. Toisaalta voitaisiin kuvitella, etta viitteiden [102,

103] kahden osapuolen koejéirjestelyn 'vastaesimerkkejd’ olisi ehkd mahdollista so-
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veltaa Bellin epayhtéldiden rikkomiseen useamman osapuolen koejérjestelyssé.

5 Tsirelsonin rajan perissia

Luvussa 4 nédhtiin ettd mm. satunnaisuus, korrelaatioiden yksiavioisuusrelaatiot,
ei-kloonausta teoreema seké rajoitukset yhteismittauksen mahdollisuudelle voidaan
identifioida laatikkotasolla, eli viittaamatta allaolevan teorian tdsmélliseen raken-
teeseen, yhteiseksi kaikille yleisille ei-klassisia korrelaatioita salliville signaalilokaa-
leille teorioille. Namé tulokset osaltaan korostavat signaalilokaalisuuden merkitystéa
ja sitéd voidaan pitdd erddnd teorian médrddvimmistakin piirteistd. Toistaiseksi ei
ole kuitenkaan esitetty mitéaén syita sille, miksi sallittujen korrelaatioiden tulisi olla
voimakkaammin supistettuja. Erityisesti signaalilokaalisuus ei yksindén takaa, etta
laatikoille on kvanttimekaaninen selitys. Voi toki olla, etté kvanttiteoria ei ole lopul-
linen teoria, joten tétd ei tarvitsekkaan vaatia. Joka tapauksessa kvanttiteorialla on
vahva tuki eiké esim. CHSH-epayhtaloa rikkovia ’superkvanttilaatikoita’ ole rapor-
toitu. Toki ilman vaihtehtoista luonnonkuvausta ymmaérrys prosesseista jotka ovat
annetun laatikon rakentamisen kannalta relevantteja on lahtokohtaisesti kvanttiteo-
rian rajoittama.

Nama tosiasiat ovat suuresti motivoineet kvanttiteorian perusteiden tutkimus-
suuntausta, jonka tehtdvani on 16ytdd joukon K edes ldhes méarittelevia, fysikaa-
lisesti tai intuitiivisesti mielekkéité, 'teoriasta riippumattomia’ periaatteita. Kysei-
sid periaatteita voitaisiin mahdollisesti my&s nostaa aksioomanomaiseen asemaan ja
nimittda luonnonlaeiksi, samaan tapaan kuin erityisen suhteellisuusteorian valon-
nopeuden koordinaatistoinvarianssia yms. Perusluontoisina pidettdvia periaatteita
voitaisiin kédyttdd ohjenuorana tai lahtokohtana mahdollisen seuraavan teorian ra-
kentamisessa. Vahintdankin saataisiin uusia nakokulmia kvanttiepélokaalisuuden al-
kuperélle ja merkitykselle sekd myos kidytdnnontehtdvien adrimmaéisille rajoille.

Ensimmaisissd huomioissa konkreettisia rajoituksia korrelaatioiden CHSH-epéyh-
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talon rikkoutumiselle saatiin kun laatikoiden informaationprosessointikykyéa alettiin
selvitdd tarkemmin. Esimerkiksi kuvitellaan tilanne jossa Aliisalle annetaan N bittia
pitké jono ¥ ja Petrille N bittid pitké jono ¥ ja Petrin tehtéva on laskea jokin kak-
siarvoinen funktio f(Z,%), f : {0, 1} x {0,1}¥ — {0, 1}, niin viithiilli keskingiselld
kommunikaatiolla kuin mahdollista; tdssd Aliisa ei tied& 3j:té ja painvastoin. Pieninté
maéaara klassista kommunikaatiota jonka fyysikot tarvitsevat tehtdvéan selvittdmiseen
annetuilla resursseilla kutsutaan funktion f kommunikaatiokompleksisuudeksi (engl.
communication complexity). Jos esim. Aliisa saa lahettaé koko jononsa eli N-bittia
Petrille, niin Petri voi laskea funktion. Muunmuassa viittessd [104] huomattiin, etté
tdmankaltaisissa tehtédvissad kvanttikietoutumista voi hyédyntaé tarvitun kommuni-
kaation viéhentédmiseen joillekkin f. Toisissa tapauksissa kietoutuminen ei efektii-
visesti viahennd kompleksisuutta [105]. Alunperin Wim van Damin véitoskirjassa
vuonna 2000 esitetty, myohemmin viittessd [105] julkaistu padttelyketju nayttaa,
ettd mikali fyysikoilla olisi pdédsy mielivaltaiseen méardaan PR-laatikoita, niin minka
tahansa kaksiarvoisen funktion f kommunikaatiokompleksisuus redusoituu yhteen
bittiin ts. kompleksisuudesta tulee triviaalia. Voidaan vaittia, ettd tdménkaltainen
yleisen kompleksisuuden romahtaminen on epéuskottavaa, joten saadaan ainakin
erds peruste sille, miksi kaikkia signaalilokaaleja ei-klassisia korrelaatioita ei esiin-
tyisi luonnossa.

Myodhemmin tatéd ideaa on laajennettu tilanteeseen jossa ei vaadita ettéa funktion
f laskeminen onnistuu joka kerta, vaan jollakin todennékoisyydelld p > % kaikil-
le syotteille 7, 4. Téassa tilanteessa vaatimus siitéd, ettd kompleksisuus ei romahda
rajaa mahdollisia korrelaatioita epéitsestddnselvilla tavalla [106]. Saatu raja jonka
yldpuolella kompleksisuudesta tulee taatusti triviaalia vastaa CHSH-epayhtélon ar-
voa Crg = 3,266 [107] joka tulee jo aika ldhelle Tsirelsonin rajaa Cx = 2v/2 ~ 2,828,
mutta valiin jaa vield tilaa. Tutkielman kirjoittamisen aikaan kysymys siitd mité

yleisesti ottaen tapahtuu vélilla [Ci, Crk| vaikuttaa olevan avoin. Myshemmin tu-
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loksia on laajennettu [107] se. suurempi joukko laatikoita, joitakin myos Tsirelsonin
CHSH-epéyhtalon alapuolelta mutta kvanttijoukon I ulkopuolelta, voidaan sulkea
pois. Katsaus kommunikaatiokompleksisuuteen yms. 16ytyy lahteesté [108].

Viitteessd [109] on harkittu nk. epélokaalia laskentaa (engl. nonlocal compu-
tation), jossa esim. verrattuna kommunikaatiokompleksisuuteen Aliisan ja Petrin
tehtava on laskea tiettyd muotoa olevan kaksiarvoisen funktion, jonka muodon mo-
lemmat tietiiviit etukiteen, arvo f(Z) = ¢ oikein ilman kommunikaatiota. Jonolle Z
oletetaan péitevin z; = x; +¥; (mod 2) kaikille Aliisan ja Petrin paikan p#alla taysin
satunnaisesti annetuille Z, i/ ja on huomionarvoista, ettd osapuolet eivit téten tiedi
mitddn syotteestd Z. Laskennan sanotaan onnistuneen jos Aliisa voi tuottaa bitin a
ja Petri bitin b siten ettd ¢ = a + b (mod 2). Kéy ilmi, ettd kvanttimekaaniset kor-
relaatiot eivit anna téssa tilanteessa etua verrattuna klassisiin optimaalisilla strate-
gioilla, mutta voidaan 16ytéaéd esimerkkifunktioita joilla esim. PR-laatikko takaa pa-
rempia onnistumistodennakoisyyksid [109]. Liséksi on mahdollista ndyttad, etta jo-
kainen Tsirelsonin CHSH-epayhtélod rikkova laatikko on hyodyllinen epélokaalissa
laskennassa. Huomautetaan lopuksi, ettd mikéli ei oleteta syotteiden 7,7 olevan
tdysin satunnaisesti jaettu, eli kun osapuolet voivat péételld jotakin syotteestd Z,
niin kvanttikorrelaatioista onkin etua verrattuna klassisiin korrelaatioihin [110].

Edellamainitut tulokset antavat joitakin vakuuttavanakin pidettavia perusteluita
sille, miksi luonnossa ei esiintyisi kaikkia signaalilokaaleja korrelaatioita. Ne voidaan
niahda myos késinkosketeltavina esimerkkeind suuremmasta trendisté fysiikan perus-
teiden tutkimuksessa, jossa informaationprosessoinnin mahdollisuuksista ja rajoit-
teista johdetaan yleisié lainalaisuuksia. Liséksi em. periaatteita voidaan tarkastella
laatikkotasolla, joten ne voidaan késittdéd teoriasta -ja laatikoiden sisilld olevista
yksityiskohdista riippumattomina rajoituksina.

Epétriviaalia kommunikaatiokompleksisuutta ja rajoituksia epélokaalille lasken-

nalle voidaan kuitenkin pitéa hyvin spesifeiné periaatteina, joiden fysikaalisten impli-
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kaatioiden voisi sanoa jopa olevan ldhtokohtaisesti toissijaisia. Vaikka esim. kommu-
nikaatiokompleksisuuden romahtamista voi pitéé epiuskottavana, joku® voi viittia,
ettd tdma tuskin on se sdanto, joka méarittelee kvanttimekaniikkaa edes ldhes nou-
dattavan maailmankaikkeuden. Jokatapauksessa sité, ettd Tsirelsonin raja ilmestyy
‘luonnollisesti’ kun harkitaan esimerkiksi epéalokaalia laskentaa voidaan pitdé kiin-
nostavana ja merkittavana tuloksena.

Sittemin, erityisesti viimeisen vuosikymmenen aikana, on esitetty useita laa-
tikkotasolla muotoiltavia ehtoja, jotka rajoittavat tavoillaan sallittujen korrelaa-
tioiden joukkoa. Esimerkkeiné fysikaaliselta sisdlloltdan selkeinéd pidettévista peri-
aatteista voidaan mainita vuonna 2010 julkaistu makroskooppinen Bell-lokaalisuus
(engl. macroscopic locality) [111] ja sen viimeaikainen, vuonna 2017 julkaistu, ja-
lostus usean laatikon Bell-lokaalisuus (engl. many-box locality) [112]. Néiden pe-
riaatteiden taustalla on ajatus siitd, ettd kun tavallinen yksittéisia tulosteita yk-
sittaisille asetuksille tuottava Bell-koe tuodaan makroskooppiseen skaalaan karkeas-
ti siten, ettd ’makroskooppisen kontekstin’ laatikko edustaakin tavallisien tulok-
sien keskiméaaraistyksia, ts. kun syotteen tuloste on mikroskooppisten tulosten kes-
kimé&araistys, niin saadun laatikon tulisi olla Bell-lokaali. Téamé ndhd&aén erddnkaltai-
sena vaatimuksena siité, ettd on olemassa rajaseutu, jossa klassisen fysiikan ennus-
tamat laatikot voidaan palauttaa.

Enemmisté varmaankin hyvéksyy perustelun klassisen rajan olemassaolosta, ja
taten myos esim. makroskooppisen Bell-lokaalisuuden implikoimia rajoja mahdol-
lisille korrelaatioille. Kuitenkin fysiikan perusteisiin keskittyvaltd nédkokannalta on
mahdollista argumentoida, ettd vastaavat vaatimukset eivét kelpaa teorian primitii-

visiksi rakenteiksi. Voidaan viittad, ettd klassisen rajan tulisi olla teorian fysikaalis-

3Voi olla, etti sdsnnosts riippumatta aina joku mussuttaa. Tissi ajetaan takaa siti, ettd ak-
sioomanomaiseen asemaan nostettavalle periaatteelle olisi eduksi olla sellainen, etté sen sisélto olisi
intuitiivinen ja kieltdminen tuntuisi hankalalta kadunfyysikollekin. Signaalilokaalisuutta voitaneen

pitdd tdmankaltaisena, rajoitteita jaetuille laskentatehtéville ei ehké.
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ten perusperiaatteiden seuraus, ei perusperiaate. Joka tapauksessa makroskooppisen
- ja usean laatikon Bell-lokaalisuuden voidaan nahda osoittavan, ettd ehké tunnettu
fysiikka olisi hyvin erilaista, jos ko. periaatteita rikkovia laatikoita olisi olemassa.
Téssd mielessé ne asettavat yleisiéd ja uskottavinakin pidettédvid rajoja mahdollisille
signaalilokaaleille korrelaatioille.

Kiinnostavasti makroskooppisen Bell-lokaalisuuden implikoimat rajat on kahden
osapuolen tapauksissa kvantifioitu tédysin; makroskooppisen Bell-lokaalisuuden to-
teuttavien laatikoiden joukko vastaa NPA-hierarkian ensimméistéd approksimaatio-
ta I [111]. Toisinsanoen NPA:n ensimmaéiselle approksimaatiolle on annettavissa
fysikaalinen tulkinta.

Seuraavaksi esitetddn yksityiskohtaisesti erds vahvemmista tdhéan pédivaan men-
nesséa esitetyistd korrelaatioiden joukkoa rajaavista periaatteista nk. informaation
kausaalisuus. Informaation kausaalisuuden voidaan ndhdé olevan signaalilokaalisuu-

den yleistys, jota motivoivat liséksi laatikoiden informaationprosessointikyvyt.

5.1 Informaation kausaalisuus

Informaation kausaalisuus (engl. information causality) esitettiin vuonna 2009 [113]
erdéand kandidaattina kvanttimekaanisten korrelaatioiden joukon mysteerin selitt&jik-
si. Tilanne, tai tehtévi jota informaation kausaliteetti (lyh. IK) rajoittaa, voidaan
luontevasti esittdd kahden osapuolen peliné.

Kullakin pelin kierroksella Aliisalle annetaan jono Z = (x1, s, ...xy) satunnai-
sia ja toisistaan riippumattomia symboleja z; € (1,...d;). Kaukana olevalle Petrille
annetaan satunnaisesti symboli Y € (1,... N). Aliisa ja Petri voittavat pelin, miké&li
Petri pystyy saatuaan Y:n arvaamaan Aliisan symbolin zy oikein. Merkataan Petrin
arvausta symbolilla By € (1,...dy). Ennen pelid osapuolet saavat sopia strategias-
ta ja jakaa keskend#in mielivaltaisen maérdn signaalilokaaleja resursseja, joita saa

vapaasti kiyttad pelin aikana. Erés tapa arvioida Aliisan ja Petrin voittomahdolli-
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suuksia on symbolien arvaustodenniiksisyyksien summa S~ | P(8; = z;|Y = 1).

Koska Aliisan jono ¥ ja Petrin symboli Y on annettu paikan p#élld satunnai-
sesti, ei ole ldhtokohtaisesti syytéd olettaa ettd Petrin arvauksella [y olisi mitdan
riippuvuussuhteita Aliisan symboliin xy. Liséksi ei-viestintdd ehtojen nojalla voi-
daan todeta, ettd yritykset kasvattaa arvaustodennékoisyyksia laatikoilla eivét toi-
mi. Nimittdin ainoa epétriviaali strategia yrittéd korreloida arvausta ja Aliisan jonon
symboleita kasittda symbolien x; ja Y, tai niiden johdannaisten, syottamista laati-
koihin. Tilannetta voisi talloin kuvata mikd tahansa kayttdytyminen, missd Aliisan
laatikoiden syotteind ovat symbolit x;, vastaavina tulosteina jotkin a;. Toisella puo-
lella Petri voi syottdd symbolin Y ja tulosteesta b jotenkin lokaalisti prosessoida
arvauksen fy. Kuten esim. osiossa 2.2, todettiin, Aliisan tulosteilla ei ole operatio-
naalista merkitysté Petrille niin kauan kun laboratorioiden vélilld ei ole perinteista
kommunikaatiota [!]. Signaalilokaalisuuden nojalla tuloste b on riippumaton Aliisan
mittausvalinnoista, eiké téstd lokaalisti generoitu arvaus néin ollen ole korreloitunut
symbolien z; kanssa. Petri voi yhtd hyvin heittdé dy-sivuista kolikkoa; pelin hengen
mukaisesti Aliisasta erotetulla Petrilld ei signaalilokaalissa maailmassa ole pa#syé
Aliisan symbolijonoon 7.

Tilanteesta tulee huomattavasti mielenkiintoisempi, jos Aliisan annetaan lahettaa
Petrille viesti kierroksen aikana. Téalloin Petri voi yrittad epétriviaalilla tavalla kor-
reloida Aliisan symboleita arvaukseensa. Kuvitellaan sitten, ettd Aliisa saa jonon 7

saatuaan kayttaa laatikoitaan miten tykkad, ja lahettdd tdmén jélkeen Petrille sym-

bolijonon m = (ms,...,mpg,,). Viestin suuruutta voidaan kvantifioida Shannonin

entropialla

H(m) =Y —P(m)log(P(m)) =~ Y P(ma,...,myp,)log[P(mi,... mp,)],
m M1,y

missi log(+) ymméretéidn kaksikantaisena logaritmina log,(-). Téssé el oteta kantaa
sithen minkéalaisiin systeemeihin viesti on kirjoitettu; viestinkantajina voivat toimia

aivan yhta hyvin elektronin spinin orientaatio, mustekuvio papuryskaérolla tai muu
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mielivaltaisen monimutkainen testattavissa oleva ominaisuus. Oletetaan kuitenkin
ettéd Petrille saatavissa oleva klassinen informaatio on korkeintaan M bittid eli etté
H(m) < M.

Arvauksen §; ja muuttujien z; riippuvuussuhteet ja téten pelin voittoprosentti
ovat kytkoksissd viestin suuruuteen, joka sovitaan pelin sddnnoissd ennen aloitta-
mista, ja pelaajien sopimaan strategiaan. Nimittédin jos kommunikaatiolle ei aseteta
ylarajaa, Aliisa voi vaikka lahettda vaikka koko saamansa sekvenssin Z jolloin Pet-
ri voi viestin saatuaan aina arvata symbolin xy oikein. Lahetetty viesti m riippuu
kaytetyn strategian mukaisesti yleisesti ottaen annetusta symbolijonosta #. Peli-
suunnitelmaa, jossa ei tarvita laatikoita, voitaisiin kutsua triviaaliksi strategiaksi.
Tapauksissa, joissa koko jono Z ei mahdu viestiin m voidaan kuvitella, ettd voit-
tomahdollisuudelle on strategiasta riippumatta ylaraja. Informaation kausaliteetti
tekee tdman ajatuksen konkreettiseksi.

Korrelaatiota muuttujien 3; ja x; vélilla viestin saamisen jdlkeen voi kvantifioida
usealla eri tavalla. Ottaen huomioon peliin kuuluva kommunikaatioaspekti, erityi-
sen luonnollisesta mitasta kdy Shannonin keskinéisinformaatio (engl. mutual infor-

P(xy, )

mation) Isp(z; @ Bi) = >4 , P(xi, 5;)log (W) Tai entropioiden avulla

ilmaistuna
Isp(zi 2 i) = H(w;) — H(w4|8;) = H(x:) + H(B;) — H(zi, 8;),

ks. esim. [114]. Tassd H (x| 8;) = — 25, ,, P(wi, 8i) log (%) on nk. ehdolli-
nen entropia ja esitetyt yhtdsuuruudet voi todeta suoralla 1aslkulla mm. kéyttden
logaritmin ominaisuutta log(A/B) = log A — log B seké tavallisen entropian H (-)
mééritelmad. Keskindisinformaatio Igp,(x; : ;) voidaan intuitiivisesti tulkita muut-

tujan §; sisdltdmaén informaation méarana muuttujasta x;. Informaation kausaliteet-

ti -periaate vaatii [115], etté kaikille strategioille luoda (; patee

N
I=Y Is(x;i:B)<M. (13)
=1
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Painotetaan, ettd parametrid I voidaan arvioida teoriasta riippumatta; muuttujat
x;, B; ovat syote-tuloste tason klassisia symboleja, joiden jakautumista minké tahan-
sa jarkevan teorian oletetaan kykenevian kuvaamaan. IK on laatikkotason kritee-
ri. Signaalilokaalisuus on minimivaatimus IK:n toteutumiselle, silld muutoin viestin
suuruuden yléraja M ei ole edes mielekés rajoite ts. sitd voidaan triviaalisti rik-
koa laatikoita kayttden. Téssa mielessd IK voidaan ndhdéd myos signaalilokaalisuu-
den yleistyksend; tavallisen Bell-koejérjestelyn ei-viestintda ehdot vastaavat tapaus-
ta jossa M = 0. Huom. jos M = 0 niin [ = 0, nimittdin aina Ig; > 0. Toisinsanoen
osapuolten laboratorioissa riippumattomasti luodut symbolit pysyvét riippumatto-
mana, kun M = 0.

IK saattaa edellisten nojalla vaikuttaa lahes itsestddnselvalté signaalilokaalisuu-
den pétiessé. Silld ettd kokonaisuus on enemmén kuin osiensa summa, on kuiten-
kin epatriviaaleja seurauksia pelin kannalta. Erityisesti seuraava, periaatteen intui-
tilvistd merkitystd korostava, viitteissd [113, 115] esitetty, esimerkki osoittaa etté
PR-laatikot eivét ole sopusoinnussa IK:n kanssa.

Téssd osiossa PR-laatikko P(a = b|&, Q) = P(a = b, ) = P(a = b|#, Q) =
P(a # b|#,<) = 1 on kiiteva esittdd uudelleennimeémisien & — 0,0 — 0, — 1,
& — 1 sekd Vay, by = —1 — 0 jilkeen kompaktisti muodossa

1
—, kuna®b=XY
Ppr(a,b|X,Y) =< 2
0,

muulloin.
Téssd @ symboloi yhteenlaskua mod 2. Ekvivalentisti P(a & b = XY |X,Y) = 1.
Tamaé esitystapa tekee algebrasta yksinkertaisempaa.

Kuvitellaan sitten, ettd Aliisalle annetaan kahden bitin x; € {0,1} jono ¥ =
(x1,22). Jos nyt Aliisa saa ldhettdd kahden bitin viestin M = 2, niin triviaali stra-
tegia viestilla m = (xq,x2) takaa voiton joka kerta, eli ratkaisee pelin. Jos M = 0
niin signaalilokaalisuuden nojalla I = 0, ja Petri voi aivan yhtd hyvin heittdd ko-

likkoa. Epditsestiénselvésti tapauksessa jossa M = 1 PR-laatikoiden kéytto takaa
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etté fyysikot voittavat aina. Oleellinen huomio on se, etté yllaesitetylle PR-laatikolle
tyypillisesti syotettd Y =i — 1,7 € {1,2} vastaavalle tulosteelle b ja Aliisan tulos-
teelle a pétee aina a @ b = X - (i — 1). Jos Aliisa symbolit (z1,x2) saatuaan las-
kee summan X = z; @ xo ja kdyttdd tédtd laatikkonsa syotteend, ndhdadn etta
a®b=(x;®x) (i —1). Toisinsanoen a &b = 0, kuni=1jaa® b= 21 & 2,
kun ¢ = 2. Nain ollen, koska aina z; ® x; = 0 ja 0 & x; = x;, voidaan Kkirjoittaa
r1 P a®b = x; Taten, jos Aliisa rakentaa laboratoriossaan viestin m = m kaa-
valla m = x1 @ a, on selvdd ettd Petri voi viestin avulla luoda oikean arvauksen
kysymykseen ¢ valitsemalla laatikon asetuksen Y =17 —1se. 8; = m @ b;_1.

Téassé esimerkissa on selvéé, ettd Petri onnistuu arvaamaan kumman tahansa
Aliisan symboleista oikein ja informaation kausaliteetti rikkoutuu; I = 2, koska
H(z;) = 1 silld xq, 29 ovat unfiromisti jakautuneita, ja H(z;|f;) = 0 silld téssi ai-
na f; = x;, vaikka M = 1. Petri voi lukea kumman tahansa Aliisan bitin z; tai
o vaikka Aliisa onkin ldhettdnyt ainoastaan yhden bitin informaatiota. Voidaan
ajatella, ettd saatuan Aliisalta viestin m periaatteessa informaatio kummastakin bi-
tistd x1, ro on olemassa Petrin laboratoriossa; laatikkoa kéayttdmalla Petri saa valita
kumpi ’realisoituu’. Intuitiivisen perusjirjestyksen mukaisesti informaatio jonosta
(x1,x2) tulisi olla jossain muodossa viestissd m, tdssd tilanteessa PR-laatikko an-
taa tavallaan Petrille vallan paattad Aliisan ldhettdmén bitin. Huomionarvoisesti
ristiriitaa signaalilokaalisuuden kanssa ei kuitenkaan ole, silla Petri ei voi lukea mo-
lempia! Informaation kausaliteetti rajoittaa bittien mééaria, joihin Petrilld on péésy;
viestin lahettéjalla tulisi olla valta viestin sisdllosté, tédsta IK saa nimensa.

Huom. ettd yleisemmin PR-laatikkoa kéyttdmélla Petri voi yhden bitin kom-
munikaatiolla pédtelld tai 'valita’ minké tahansa kaksiarvoisen funktion r(A,Y) €

{0,1} arvon, vaikka Petri ei tietaisikdan ko. funktiota. Nimittdin jos Aliisan syote
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onr(AY =0)@r(AY = 1), ja tuloste a niin edellisen nojalla

r(A,Y)=r(A,Y =0)®adb

=AY =0)@[rAY =0)@r(4Y =1)] Y.

IK-periaate esitettiin téssé intuitiivisena ja annetun esimerkin nojalla luonnolli-
senakin vaatimuksena. Toisaalta Bell-lokaalisuuttakin olisi joku voinut pitéd intui-
tilvisena. Epayhtalostd (13) ei ole ollenkaan selvad, minkélaisia rajoitteita IK aset-
taa laatikoiden S joukkolle yleisesti. Nimittdin lauseke sisdltda logaritmisia termejé
ja periaatteen toteutumisen varmistaminen annetulle laatikolle nojaa myos ajatuk-
seen optimaalisesta arvausstrategiasta, joka on alustavasti tuntematon ja kenties
epayksikasitteinen. Téltd ndkokannalta ndhdédan sopivaksi osoittaa, ennen periaat-
teen muiden seurauksien syvempéd selvitysté, ettd IK pétee ainakin kvanttimekaa-
nisille korrelaatioille.

Pelin voittamisen kannalta kiinnostavinta on yksittaisten symbolien x; ja [3; riip-
puvuussuhteet. Ehké oikeammin, tai ideaalisesti [113], mielekis ’informaation kausa-
liteetti’ tulisi muotoilla rajoitteena informaation méérélle, joka Petrilla on koko Alii-
san symbolijonosta ¥, ottaen huomioon Aliisan viesti m ja ’kaikki mikéd on Petrin
omistuksessa’ B, esim. Petrin osuus jaetusta systeemisté yms.

Konkreettisemmin haluttaisiin keskinéisinformaatiolauseke 1 , jolle I (Z:m,B) <
Mijal (Z : B) = 0 (signaalilokaalisuus). Ajatus on karkeasti se, ettd Petrin systee-
min B ja viestin m késitetddn madrittelevin kokonaisuuden jonka sisiltama, eli siitéa
saatavissa oleva, informaatio Aliisan sekvenssista & tulisi olla viestin suuruuden ra-
joittama. Taméankaltaisen lausekkeen I relevantit symbolit esim. se mitd on symbo-
lissa B ovat kuitenkin ldhtokohtaisesti teoriariippuvaisia, sillda ne viittaavat asioihin
jotka ovat viestin ldhetyksen jidlkeen muodossa tai toisessa Petrin omistaman laati-
kon siséllé, vaikka néistéd esim. teorian sallimilla lokaaleilla kuvauksilla, mittauksilla
yms. lopuksi generoitu vastaustuloste [y olisikin esitetysséd mielessé teoriasta riip-

pumaton. Esim. kvanttilaatikon méaarittelemiseen tarvitaan tila ja mittaus; lauseke
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T voi sisiltdd esim. Petrin osuuden op kvanttitilasta p4p, joka mahdollisesti korre-
loituu viestiin m jonkin lokaalin operaation seurauksena, tai jotakin eksoottisempia
tiloja tms. yleisemmisté ei-viestintéé teorioista.

Téssé ei ole tarkoitus syventyé laatikoiden mekaniikkaan tai yleisten teorioiden
informaationkésittelyominaisuuksiin yksityiskohtaisesti. Sen sijaan esitetédn, viit-
teen [113] todistusta mukaillen, sopivan yleistetyn keskindisinformaatiolausekkeen
I olemassaolo riittéiviini ehtona laatikkotason IK-periaatteen (13) toteutumiselle
annetussa teoriassa. Tuloksen nojalla IK pétee erityisesti kvanttimekaniikassa. Huo-
mautetaan, ettd esim. viitteessd [113, yhtlo 3] ehtoa (13) kutsutaan 'valttaméttoméak-
si” ehdoksi IK:n toteutumiselle. Ero johtuu luultavasti? siité, etté viitteessi [113] IK
identifioidaan kriteerind I(Z : m, B) < M. Muissa lihteissé esim. [115, 116] IK
esitetddn lausekkeen (13) toteutumisena, kuten téssé tutkielmassa.

Ensiksi osoitetaan ettd mikéli teoria sallii sellaisen keskindisinformaatiolausekkeen
I méérittelemisen, ettd kaikille osista A, B,C jne. rakennetulle systeemille (joi-
ta kuvataan valitussa teoriassa miten kuvataan) pétee neljd peruskriteerid, niin
aina | (Z : m,B) < M. Toiseksi, kiyttdmalla kyseisid kriteerejd néytetddn ettd

I(Z :m, B) > I, eli ehdot toteuttavan lausekkeen I olemassaolo riittis IK:m toteu-

tumiseen. Vaaditut ehdot ovat seuraavat [113] ks. my6s [117, kpl. 4.1.3].

E1 (Konsistenssi): Jos A ja B ovat klassisia, niin I(A : B) = Igy(A : B)

E2 (Datankisittelyepiyhtils): Teorian sallimat lokaalit kuvaukset A — A’

B — B’ eiviit voi kasvattaa keskiniisinformaatiota. Esim. jos A — A’ on lokaali
kuvaus niin: 1(A': B) < I(A: B).

E3 (Ketjusiints): Voidaan méiritelli ehdollinen keskingisinformaatio I(A : B|C)
jolle piitee I(A: B|C) =I(A: B,C) —I(A: O).

E4 (Symmetrisyys): I(A: B) = I(B : A).

4Viitteen [113] yhteenvedossa IK:sta puhutaan lopulta tiysin teoriariippumattomana.
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Ei ole itsestadnselvéd, ettd tdménkaltainen keskindisinformaatiolauseke I voidaan
madritelld kaikille kuviteltavissa oleville teorioille, tai ettd maériteltéavissa oleva I
olisi missédn mielessé yksikésitteinen. Téamén paattelyketjun tulos pétee kuitenkin
niille teorioille, joissa néin voi tehdé, ottamatta kantaa yksikésitteisyyteen. Korkeas-
ta abstraktiontasosta huolimatta oletetaan etta ylldolevat kriteerit ovat symbolisesti
selvid, esim. se, mitd tarkoitetaan ehdon E1 ’klassisuudella’ tai ehdon E2 termilla
'lokaali kuvaus’.

Huomataan, ettd mitkéd tahansa systeemit A, B voidaan kuvata lokaalisti klas-
sisiksi systeemeiksi A’, B’ vaikka mielivaltaisella esim. deterministiselld kuvauksel-
la f(A) = A" VA, g(B) = B’ VB. Tamén tulisi olla sallittua silld perusteella,
ettéd fyysikko voisi halutessaan omassa laboratoriossaan vaikka heittdd omistaman-
sa systeemin roskakoriin, ja korvata sen jollakin klassisella systeemilld. Toisaalta
datankisittelyepayhtils implikoi ettd 1 (A,B) > I (A, B) ja konsistenssin nojalla
I(A, B') = Ig,(A’, B') > 0. Niiin ollen I(A : B) on aina ei-negatiivinen.

Aloittaen ketjusiinndstd nahdéin ettd I1(Z : m, B) = I(Z : B) 4+ I(Z : m|B)
koska signaalilokaalisuus-oletuksen mukaan Z ja B ovat riippumattomia pétee edel-
leen | (Z : B) = 0. Toisaalta kiayttamalld symmetrisyyttd, ketjusdantod ja I'n po-
sitiivisuutta saadaan I(Z : m|B) = I(m : @,B) — I(m : B) < I(m : % B).
Nyt on mahdollista argumentoida [113], ettd kuvauksen 7 — &, B on oltava sal-
littu annetussa teoriassa jokaiselle m. Nimittédin informaatio klassisesta viestisté
m siséltyy tdysin jakaumaan P(m) ja oletettavasti missd tahansa operationaali-
sesti mielekkdéssd teoriassa voidaan kuvata yhdistettyd systeemié jollakin tilal-
la o (m,[Z, B]) siten, ettd o(m,[Z, B]) = > . P(m) (m,[Z, Bls). Téssd alaindeksi
viittaa siihen, ettd 'redusoitu’ tila [Z, B]z on mééritelty kullekkin 73, ottamatta
sen enempéd kantaa siithen, onko télld mitdén todellisuudessa relevanttia relaatiota
m:aén. Jokatapauksessa télla perustelulla jokaiselle m on olemassa yhdistetyn sys-

teemin preparaatio [Z, Bl, joten myds vastaava muunnos m — 7, B. Téten E3:n
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ja Elm nojalla I(m : #,B) < I(m :m) = H(m) < M eli I(Z : m,B) < M [,
Huomautetaan, ettéd vaikka viimeisen ainakin pintapuolisesti harmittomiin operatio-
naalisesti motivoituihin vaatimuksiin nojaavan argumentin yleisyyttéd tai tarkkoja
seurauksia teorioille kyseenalaistettaisiinkin, ne pétevét ainakin kvanttimekaniikas-
sa. Vaikka todistuksessa halutaankin pysy&d mahdollisimman suuressa yleisyydessa,
on IK:n suhde kvanttimekaniikkaan tdmén péaattelyketjun oleellisin tulos tdmén tut-
kielman kannalta; ainakin tdssd mielesséd oletus on harmiton.

Seuraavaksi niytetiin ettd I < I(Z : m, B). Kiyttamalld ketjusiintod (ja sym-

metrisyyttd) perdkkéin todetaan ettéd

I(zy,...,xn M, B) = I(xy : m, B) 4+ I(2a,...xy : 1, Blay)

Oletuksen mukaan symbolit x; olivat riippumattomia, jotenka I (x9,...xy :x1) =0.
Nyt muunnos m, B, x; — m, B antaa ylldolevasta datankésittelyepayhtéalon nojalla
lopulta lausekkeen I(Z : 11, B) > I(xy : 1, B) + I (x4, ... xy : 11, B).

Ilmeisesti samaa pééattelya voi kdyttad iteratiivisesti yllaolevan epéayhtélon jalkim-
miiseen palaan siten etti lopuksi saadaan I( : m, B) > SN | I(x;;m, B). Edelleen
koska Petri generoi arvauksen lokaalisti muuttujista 1, B patee Zfil I (x;;m, B) >
Zi]\il I(z;;8;) = I vahvistaen sen mité véitettiin.

Lopuksi todetaan, ettd informaation kausaliteetti pétee kvanttimekaniikassa ja
taten myos Bell-lokaaleissa teorioissa. Edellisten nojalla riittad nayttad, ettd ehdot
E1-E4 toteuttava I voidaan 16ytdd. On tunnettua esim. [113, 114, 118], ettd Von
Neumann -entropian H,(0) = —trplog(p)] avulla méaritellyt lausekkeet

~

14(A: B) = Hy(0a) + Hy(eB) — Hy(0an),

jq(A : B|C) = Hy(0ac) + Hy(0Bc) — Hy(0apc) — Hy(oc)

kelpaavat. Téassd papc on yhdistetyn systeemin A, B, C kvanttitila, ja 04 = trecloasc]

jne. Ehdot E4 ja E1 ndhda&n helposti, silla lausekkeet ovat ilmeisesti symmetrisia
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Am ja B suhteen, liséksi jos o = >, P(i)|¢) (¢| niin Hy(p) = H(i) jne. joten
tadmanmuotoisille tiloille ja niiden tuloille pétee konsistenssi. Ehto E3 ndhd&én suo-

raan madaritelmista

I(A: B,C) = Hy(0a) + Hy(0rc) — Hy(0a50),

I(A: C) = Hy(0a) + Hy(0c) — Hy(0ac)-

Datankasittelyepayhtalon toteutumisen osoittaminen on tyoldampéa, eika todistuk-
sen toistamista koeta téssé tarkoituksenmukaiseksi. Lukijaa ohjataan télta osin esim.
viitteisiin [114, kpl.11.9] ja [118, Thrm. 11.15].

Informaation kausaliteetti pitee kvanttimekaniikassa. Aikaisemman nojalla sig-
naalilokaalisuus on valttaméton, mutta ei riittava ehto IK:n toteutumiselle. Seuraa-
vaksi terdstetdén, edelleen suurilta osin seuraten viitetta [113], informaation kausa-
liteettivaatimuksen seurauksia.

Palautetaan mieleen aikaisemmin annettu esimerkkiprotokolla, jossa kahden bi-
tin jonon (x,z5) symbolit voitiin PR-laatikoilla arvata aina oikein kaavalla f3; =
r1 @ a @ b;_1, yhden bitin viestin ollessa a & x; ja tulosteen a ollessa syotteelle
(x1 ® x5). Télle pelisuunnitelmalle yleisempienkin laatikoiden todennikoisyydet Py
ja Py sille, ettd Petri arvaa Aliisan bitin 1 ja 2 oikein, voidaan kédyttaytymisen avulla

ilmaista kompaktisti muodossa

P ==[Pla®b=0[0,0)+ P(a®b=0|1,0)]

Py=—-[Pla®b=0|0,1)+ Pla®b=1|1,1)],

N — N —

missé on otettu huomioon se, ettd xq, ro ovat satunnaisia, eli Aliisan syote x1 @ xo

voi olla 0 tai 1. PR-laatikolle P, = P, = 1. Koska CHSH-lauseke on oleellisesti
C=Cio+Coo+Co1—Ci1 <O,
missid Cxy = P(a =0|X,Y) — P(a # b|X,Y). Ndhdédén, ettd ekvivalentisti

Cxy =Pla®b=XY|X,Y) - Pla®b# XY|X,Y)
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jakoska Pla®b=XY|X,Y)=1—-Pa®b# XY|X,Y) niin voidaan kirjoittaa
C=2[P(a®b=0[1,0)+ P(a®b=0[0,0)+ P(a ® b= 00,1)
+Pladb=1|1,1)] — 4

E4(P1+P2)—4§Cg

C 4 3
Tamé antaa ylarajan (Py+P,) < %4+ =3 eri bittien arvaustodennékoisyyksil-
le kiayttaen klassisia korrelaatioita. Korvaamalla Cy = 2 luvulla Cx = 21/2 saa-

daan ylaraja (P, + P,) < kvanttimekaanisille korrelaatioille. Téssé esitet-

2v/2 + 4

4
ty relaatio voidaan n&dhda erddnd CHSH-epdyhtélon esitystapana, ja kriteerit joita
kédyttaytymisen tulee noudattaa on koodattu arvaustodennédkéisyyksiin P ja Ps.
Néahd&an myos, ettd vaikka IK toteutuu kvantti -ja klassisissa teorioissa, niin kvant-
titeoria sallii periaatteessa suurempia onnistumistodennékoisyyksia Py ja Ps.

Jos fyysikoille annetaan 'meluisia’ PR-laatikoita P, ts. laatikoita joille pétee
P(a,b|X,Y) = nPpr+(1—n)J, niin 1 voidaan yhdistda suoraan CHSH-rikkoutumisen
médrddn. Nimittdin tasajakaumalle C[J] = 0 ja PR-laatikolle C[Ppg] = 4 joten
C[P,] = 4 - 7. Meluisia PR-laatikoita on kutsuttu my6s isotrooppisiksi jakaumik-
si [90]. On mahdollista nayttaa [90, liite A, ettd mielivaltainen kayttdytyminen
P, voidaan sopivilla laatikon parametrien késittelyillda muuttaa isotrooppiseksi (il-
man yleisyyden menetystd CHSH-tahokkaan symmetriat huomioon ottaen) P, — P,
siten, ettd uuden laatikon CHSH-epéyhtélon arvo C[P,] vastaa alkuperiisen laa-
tikon CHSH-epéyhtélon arvoa C[P,]. Téten, jos ainoa tavoite on osoittaa Tsirel-

sonin epayhtéldiden toteutumisen valttaméattomyys, niin riittdd nayttad ettd 1K

1
implikoi n < —= jollekkin meluisia PR-laatikoita kéayttédvélle protokollalle, koska

1 v2
4 - E = 2v/2. Huom. etté isotrooppisille laatikoille, kuten PR-laatikoille, pitee
P, = P,. Isotrooppiset laatikot ovat perustyotkaluja useissa konkreettisissa tarkaste-
luissa.

Meluisalle PR-laatikolle todennékoisyydella n pitee adb = XY ja todennikdisyy-

delld (1 —n) tulosteet ovat tdysin satunnaisia, eli joko a @b = XY taia®b # XY.
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Téten voidaan kompaktisti kirjoittaa P,(a®b= XY |X,Y) =n+ 1_777 = %(1 +1n).
Muuttujalle n voidaan koettaa etsié rajoja tutusta tilanteesta, jossa Petri yrittaa
arvata Aliisan bittejd x1, x5 saatuaan yhden bitin viestin. Koska ja x;:t ovat unifor-
misti jakautuneita bitteja, pitee H(z;) = 1. Taten [ = 2— Y7 | H(x;|3;). Toisaalta
Fanon epdyhtélon H(A|B) < h(P,) + P.log(|A] — 1) nojalla, ks. esim [118, s. 536],
oleellisesti H (z;|5;) < h(P;). Tassd P. = P(A # B) on todennikoisyys virheelle,
h(z) = —zlogx — (1 — z)log(1 — z) on bindirinen entropia ja |A| = |B| on symbo-
lien A lukuméadrd. Huom. etté tdssd kéytettiin tietoa logl = 0 ja h(x) = h(1 — x).
Taten saadaan seuraava kvantifioitavissa oleva minimiehto informaation kausalitee-
tille 1 > I > 237 h(P). Viimeiscen lausekkeeseen voidaan tokiiti isotrooppiset
arvaustodennékoisyydet ja koettaa ratkaista 1 = 2 — 2h(P,); todetaan ilman todis-
tusta, mm. numeerisiin tarkasteluihin nojaten, ettd talla menetelmélla ei saavute-
ta vield Tsirelsonin rajaa. Yrityksissd ldahestyd kvanttimekaanisten korrelaatioiden
joukkoa taytyy siis keksid ovelampia tapoja kayttas laatikoita tai harkita monimut-
kaisempia koejérjestelyja tai keksid muu kayténnollinen tapa nostaa I:n alarajaa.
Kuvitellaan sitten tilanne, jossa Aliisalle annetaan N = 4 - bittid pitkd jo-
no (x1,rs,x3,24),7; € {0,1}. Jos Aliisa ja Petri saavat kiyttdd tdydellisia PR-
laatikoita, niin Petri voi jilleen arvata minké tahansa Aliisan biteistd oikein vaikka
Aliisan viestille asetettaisiin yldrajaksi M = 1 bittid. Protokolla, jolla tdméa on mah-
dollista, on aikaisemmin esitetyn informaation kausaliteettia maksimaalisesti rikko-
van esimerkin yleistys jossa kédytetddn lukuisia PR-laatikoita ketjussa. Idea on se,
ettd Aliisa jakaa ensin jononsa kahden bitin osiin (21, x9) ja (z3, x4) ja kdyttdd ndista
saatavia lukuja X; = x; & x9 sekid Xy = x3 @ x4 syotteind kahteen eri laatikkoon.
Laatikoiden tulosteista a;, as voidaan rakentaa yhden bitin viestit m' = x; & a
sekd m” = w3 ® ao. Viestistd m’ Petri voisi laatikkoaan 1 kédyttamaélla selvittad -
aikaisemman esimerkin nojalla- joko bitin x; tai x,, vast. viestistd m” laatikkoa 2

kayttdmalld bitin x3 tai x4. Molempia ei voi lahettdé, silli M = 1, sen sijaan Aliisa
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= (%4, g X3, %4)

X,=( icﬁasx?) X,=( xﬁeg) Y Yzj 0
Xy b v
a, 2, by
b= bewt=bebd
WW=a8X, WU'= a@X, Xy Ko (03 X
Y.=1 (o} 7 o\/1
XEJ: (WU/QBM’) 3 > 3
J ~|; o\Y5/1
ml'= b
v
b,

Kuva 3. Kéayttamaélla kolmea PR-laatikkoa fyysikot voivat ratkaista IK-pelin tapauk-
sessa jossa M =1 ja @ = (z1, x2, T3, 4). Aliisa jakaa vasemmassa laboratoriossa jo-
non 7 kahteen osaan, ja syottdd luvut X, = (21 @ x2), Xo = (v3 @ x4) kahteen eri
laatikkoon, jotka tuottavat tulosteet a; ja as. Aliisa syottdad X3 = m' @ m” alemmal-
la tasolla olevaan kolmanteen laatikkoon ja lahettdd viestin m = az @ m’. Petri voi
alimman tason valinnallaan selvittdi joko viestin m’ tai m”. Ylemmén tason laati-
koilla voi valitun viestin avulla purkaa yhden kahdesta Aliisan bittijonon symbolista.
Kuvassa Petri tahtéda arvauksensa symboliin x5, valitsemalla turkoosin laatikon ase-
tuksen Y3 = 1 ts. realisoi viestin m”. Kayttiden punaisen laatikon asetusta Y5 = 0
Petri saa haluamansa vastauksen. Té#ssé tapauksessa Petri ei tarvitse oranssia laa-
tikkoa mihink&én; voidaan esim. ajatella ettd Petri on syottéanyt ylemmalla tasolla
molempiin laatikoihin 0, mutta kidyttd4a vain punaisen tulosta. Kuvan oikeassa reu-
nassa puudiagrammi havainnollistaa kuinka Petri kohdentaa laatikoidensa ja niiden
asetusten valintaa alemman tason asetusten nojalla.
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laskee tulon m’ & m” ja kidyttda téitd syotteend kolmanteen laatikkoon jonka tulos-
te on az. Nyt voidaan rakentaa viesti m = as & m’, ja aikaisemman nojalla Petri
voi, kiyttaen omaa kolmatta laatikkoaan, 'valita’ Aliisan viestin m’ tai m”. Valitus-
ta viestistd m’ (tai m”) on mahdollista purkaa haluttu symboli z; laatikon 1 (tai
2) asetuksen valinnalla. Protokollaa on kéitevd havainnollistaa asettamalla laatikot
alassuin olevan pyramidin muotoiseen jirjestykseen eri tasoille, kuten kuvassa 3.

Tamé metodi yleistyy ilmeisella tavalla tapaukseen myos tilanteisiin, joissa Alii-
salle annetaan N = 2%, S € N bittis pitki jono . Téssd rakennettavalla pyramidilla
on S tasoa, ja laatikoita on kaytossd yhteensd N — 1. Ylimmélla tasolla Aliisa koo-
daa parit (1, 23)...(zy_1,2n) N/2:teen laatikkoon. Alemmalle tasolle koodataan
edellisen tason tulosteista ja 'vasemman’ puolisista symboleista tehdyt bitit N/4:44n
laatikkoon jne. Alimmalla tasolla on yksi laatikko, jonka tulosteesta Aliisa rakentaa
yhden bitin viestin. Petri alkaa purkaa haluamansa symbolin siten, ettd tason L laa-
tikon asetus Y = 0 ’valitsee’ ylemmaélla tasolla L. — 1 vasemmanpuolisen, ja ¥ =1
oikeanpuolisen Aliisan viestin, ja laatikon jota Petri kdyttda edelld valitun viestin
purkamiseen. On huomionarvoista, ettd mikéli Petrille annetaan tehtévéksi arvata
symboli zy, niin luvun (k — 1) bindériesityksen k — 1 = i;(l) 2"t € {0,1} ker-
toimet (tg_1,...1%o) siséltavit tiedon 'polusta’ ts. laatikoiden asetusten valinnoista
ja jéarjestyksesté jolla Petri voi purkaa halutun symbolin; Petri kiayttaa jokaisella ta-
solla yhté laatikkoa se. kunkin arvauksen generoimiseen kéaytetéan aktiivisesti S:4&
laatikkoa. Tasolla L' protokollassa kaytettavi laatikko voidaan médratd alempien
tasojen valinnoista. Tétd on havainnollistettu kuvassa 4.

Téaydellisyyden vuoksi ndytetdén kuvan 4 protokollan tilanteessa Petrin arvauk-
selle rekursiivinen kaava. Tamé voidaan ndhdd myo6s arvauksen [ ilmaisemisena
syotteiden (x1 @ xq)... ja to... avulla. S-tasoisen pyramidin tapauksessa méaaritellaan
funktio Rg[Z,t] = xy, missd £ = (to,...,tg_1) kun k —1 = i;é t2F. Tapauksessa

S =1 tiedetddn, ettd Ri[(z1,x2),t0] = 21 ® (1 D x2) - to = Tyy41. Yleisemméssa ta-
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Kuva 4. Aliisalle annetaan vasemmassa laboratoriossa N = 2% bittié, pitké jono.
Aliisa koodaa ldhetettavin viestin samalla reseptilld kuin aikaisemmassa tapaukses-
sa; pyramidissa on nyt S tasoa L € {0,S — 1}. Taso L = 0 on ylimpéné ja siini
on N/2 laatikkoa joiden indeksointi alkaa vasemmalta, samoin Petrin laboratoriossa
laatikoiden pareille. Aliisan tasolla L’ laatikon nro. P tulostetta merkataan symbolil-
la ak (vast. Petrilli b%'). Jokaisella tasolla Aliisa rakentaa laatikon P tulosteesta ja
'vasemmanpuolisesta’ syotteesta viestin mf;/. Viestit kootaan pareihin alkaen vasem-
malta, ja niiden summia kaytetddn alemman tason laatikoiden syotteiné. Viimeisella
tasolla on yksi laatikko ja sen avulla tehty yhden bitin viesti m ldhetetdan Petrille.
Viestin purkaminen alkaa tasolta S — 1, asetus Y = 0 ’valitsee’ Aliisan tason S — 2
vasemmanpuolisen ja asetus Y = 1 oikeanpuolisen viestin. Petri laskee tulosteensa
ja Aliisan viestin summan, ja kdyttdid tason S — 2 vasenta tai oikeaa laatikkoa riip-
puen edellisen tason asetuksesta. Jos tehtdvd on arvata Aliisan jonon k:s symboli
Tk, niin luvun (k —1) = i;é t7,2" biniériesityksen kertoimet ¢7, € {0,1} kertovat
suoraan kumpaa asetusta 0 tai 1 tulisi kiyttéa tasolla L. Petri tarvitsee vain yhté
laatikkoa jokaisella tasolla; tasolla L’ valittava laatikko P, voidaan méairiata alem-
pien tasojen valinnoista kaavalla P = ZS 2= ts_1_g - 29727 L=F 1 1. Arvaus By
lasketaan lopuksi syotteité ¢y, ja oikeita 1aat1k01ta Py, vastaavista tulosteista kaavalla
Br=31bp, ®b{ @m, missi 37 indikoi summausta (mod 2).
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pauksessa voidaan jakaa jono 7 kahteen se. 7 = 2’2" = (z1,... 2y ) (27, ... 2} n) =

(@1, ... 2N/2) (TN/241, - - - TN) ja Kirjoittaa
ZE E] RS 1 l’ t ] <RS_1[.Z_‘;,;_1] D Rs_l[aj_;/?;_l]) . tS—l'

Téssd t_q = (to,...ts—2). Yhtdsuuruuden voi todeta suoralla laskulla ottaen huo-
mioon Rs[f,f] = 1z jne. Téassd ndhdéddn, ettd Petrin alimman tason valinta tg_q
paattdd kumpaan N/2:n symbolin jonoon &’ tai 2” téhdétéén jne. Téatd on hahmo-
teltu myos kuvan 3 puudiagrammissa.

Aika on kypsé péadtuloksen esittdmiselle. Téssd mukaillaan viitettd [113, Liite].
Olkoon P(k) todennékaisyys sille, ettéd Petri arvaa k:nnen bitin oikein Aliisan jonosta
(r1,...2x5) kun N = 2% ja M = 1. Jos fyysikot kiyttivit tiydellisii PR-laatikoita,
niin P(k) = 1 Yk kuvan 4 protokollalla. Nyt pyramidin PR-laatikot voitaisiin korva-
ta isotrooppisilla laatikoilla, mutta yleisempi tulos, jossa jokaiselle laatikolle pétee
%(1 +m)=P# P, = %(1 + 12) saadaan ldhes samalla vaivalla. P; voidaan niahda
todennakoisyytend sille, etté laatikkopari toimii kuten PR-laatikko eli halutusti, kun
pyramidissa noustaan vasemmalle (vast. P, oikealle). Luvun k — 1 bin&ériesityksen
kertoimet ¢ sisélsivit reseptin symbolin z;, arvauspolulle: luku 7' = Youtiiti =1
kertoo suoraan montako kertaa tdhdétédan oikealle protokollan aikana.

Koska Petri luo arvauksen laskemalla viestin m ja S:n eri laatikon tulosteen
summan (mod 2) ndhdddn ettd mikéli parillinen mééra laatikoita toimii virheellisesti

paddytidn silti oikeaan vastaukseen. Todenniksisyys Q% .(P) sille, ettd virheiti

pari

tehdéédn parillinen méadra kun laatikoita kiytetddan Z kappaletta ja jokainen toimii

todennékoisyydella P on

Z.) P73 _ py = % [1+ (2P -1)%)].

!
= m ja |z| = max{a € Z|a < x} on nk. lattiafunktio (engl. floor

function); virhepareja ei voi olla enempéé kuin |Z/2]. Jélkimméisen ekvivalenssin

Téassa (Z)
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voi nihdé binomiteoreemasta (z + y)" = >, _, (Z)x("_k)yk, jonka nojalla voidaan
identifioida 2Q7,.. = [P + (1 — P)]? + [P — (1 — P)]?, silld parittomat potenssit

kumoavat toisensa summassa. Samaan tapaan saadaan todennékoisyys sille, etté

virheitd tapahtuu pariton maéra:

Z-1
Z (P) _ Lij Z PZ72j71(1 o P)2j+1 _ 1[1 _ <2P o 1)Z]
eipari - 2] +1 - 9 '
=0

Todennékoisyys P(k) sille, ettd Petri arvaa symbolin xj oikein voidaan nyt, huo-

mioiden ettd n; = [2P; — 1], esittdd muodossa

P(k) = Q% (P) - QL) (Po) + QD (P) - QL) L(P)

1 S-T 1 S-T

= S ) =] [ )
1 S-T

=g+ ).

Samoin kuin aiemmin, saadaan Fanon epéyhtéloa kayttamélla muotoiltua informaa-

tion kausaliteetille vaatimus

N s (5-T), T
S L+n™ " n
1>1> 1— = — —= .
>z Y- new =Y () - ( .
k=0 T=0
Jos h(x) kehitetddn sarjaksi pisteen z = % ymparistossd ndhdéddn, ettd voidaan
2r — 1)?
arvioida 1 — h(x) > %, eli taytyy olla
S
1 S 1

lmeisesti jos nf + 75 > 1, niin voidaan 16ytéd S jolle epdyhtils I < 1 rikkoutuu.
Minimiehto informaation kausaliteetille on 77 + n3 < 1. Erityisesti isotrooppisille
laatikoille P, = P, = P, joten on oltava 272 < lelin < %: Tsirelsonin CHSH-
epayhtaloiden toteutuminen on valttamaton ehto IK:lle.

Kiyttiytymisten joukkoa rajaava epiyhtils n? + n3 < 1 voidaan identifioida
Uffinkin vuonna 2002 esittdmiksi [119] epéayhtiloksi (Cog + Cig)? + (Cop — C11)* < 4
kun sijoitetaan P, = 2[2 + Coo + Cio ja Py = 2[2 + Co1 — C11]. On tunnettua [86]

ettd Uffinkin epayhtélo on heikompi kuin. esim TLM-kriteerit.
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Viittesséd [120] IK:n tédssd implikoimaa Uffinkin joukkoa on verrattu mm. NPA-
hierarkian ensimmaéiseen approksimaatioon K. Vertailun tuloksena nahdéén [120]
ettd on joitakin joukon S viipaleita, missd Uffinkin rajat myoctéilevat kvanttime-
kaanisten korrelaatioiden joukkoa, silld joissakin S:n viipaleissa NPA tai TLM ovat
riittavia kriteereitd. IK implikoi ainakin osia kvanttikorrelaatioiden reunasta. Toi-
saalta 16ydetddn myos alueita missd IK:n ja NPA:n viliin jaa tilaa. On huomionar-
voista, ettd Uffinkin epadyhtélo johdettiin tassa kadyttéden spesifida pyramidiprotokol-
laa, jonka optimaalisuudesta ei ole mitddn takeita. Viitteessd [121, Liite B| osoite-
taankin, ettd Uffinkin joukko siséltda laatikoita joilla voidaan rikkoa informaation
kausaliteettid hienovaraisemmalla protokollalla. Tiukennettukaan tulos [121, Liite
B] ei kuitenkaan saavuta NPA:m rajaa.

Kysymys siitd, implikoiko IK oleellisesti kvanttimekaaniset korrelaatiot edes CHSH-
koejérjestelyssa on tutkielman kirjoituksen aikaan avoin. Ts. ne ehdot, jotka olisi-
vat seka riittdvia ettd valttdméattomia IK:n toteutumiselle eivét ole, ainakaan viela,
tunnettuja edes yksinkertaisimmassa tilanteessa.

Viitteessd [116] informaation kausaliteettid verrataan makroskooppisen Bell-lokaa-
lisuuteen -joka implikoi NPA:n joukon K, téssi esitettyd tapausta yleisemméssi
jarjestelyssé, jossa Aliisalle annetaan jono ditteja eli d—arvoisia symboleja. Viesti
koostuu yhdesta ditista ja fyysikot kayttaviat PR-laatikon yleistysté jolle

1

—  kun (b—a) = XYmod d,
P(a,b|X,Y)={4d

0

muulloin.

Téssé |al, b, | X| = d ja |Y| = 2 ja laatikon tiedetdén olevan vastaavan signaali-
lokaalin tahokkaan #aripiste [116]. Samankaltaisella meluisia laatikoita kayttavalla
pyramidiprotokollalla voidaan néailld parametreilld osoittaa, ettd kun d on tarpeek-
si iso, niin IK rajoittaa ainakin isotrooppisia korrelaatioita voimakkaammin kuin
makroskooppinen Bell-lokaalisuus [116].

Kompleksisuus kasvaa hurjasti jos tarkastellaan useamman osapuolen koejérjeste-
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lyja. Informaation kausaliteetilla on taltd nikokannalta vakavanakin pidettava rajoi-
te; tilanne on hyvin eksplisiittisesti muotoiltu kahdelle osapuolelle. Viitteen [122] tu-
loksen nojalla minké tahansa operationaalisesti mielekkdén periaatteen, joka pyrkii
rajaamaan kvanttimekaanisten korrelaatioiden joukon, on oltava luonteeltaan usealle
osapuolelle suunniteltu. Idea on karkeasti se, ettd usean osapuolen tilanteissa fyysi-
kot esim. A, B, C voidaan jakaa kahteen ryhméin A|BC, AB|C tai AC|B siten, etta
‘samalla puolella’ olevat fyysikot saavat tehdé yhteistyoté ja rakentaa 'yhden’ laa-
tikon jolloin alkuperiisesté laatikosta P(a,b,c|X,Y, Z) muodostetaan efektiivisesti
kahden osapuolen laatikko P(a’,0'| X", Y") ks. my6s [123]. On esimerkiksi sallittua,
ettd samassa laboratoriossa olevat laatikot kytketaén toisiinsa niin etté toisen tulos-
tetta kdytetddn toisen syotteend, eli sallitaan kommunikaatio yhteen suuntaan parti-
tion sisdlld. Viite viimeistelladn vastaesimerkilld antamalla esimerkki signaalilokaa-
lista kédyttaytymisestd P(a,b,c|X,Y, Z) joka ei kuulu kvanttimekaanisten korrelaa-
tioiden joukkoon, mutta josta mille tahansa kytkentojen tai ryhmien jakojen avulla
johdetulle P(a’,b'|X’,Y’) on Bell-lokaali malli, vaikka laatikoita P(a,b,c|X,Y, Z)
olisi lukuisia ja niitd kytkettéisiin perdkkéain [124]. Tama tarkoittaa, ettd useamman
osapuolen tapauksissa on viistdméttd korrelaatioita joita rajaavien periaatteiden
taytyy olla ldhtokohtaisesti rakennettu usealle osapuolelle, silla Bell-lokaalit korre-
laatiot noudattavat IK:ta eli IK ei hylkad edellistd. Huom. ettéd esim. usean osapuo-
len signaalilokaalisuudenkin voidaan néhdé olevan kahdelle osapuolelle muotoiltu
periaate, silla ko. ehdot ovat 'samanmuotoisia’ vaikka fyysikoita ryhmiteltéisiinkin
osajoukkoihin kuten osiossa 1.2 muotoiltiin.

Viitteessd [123] on selvitetty IK:n seurauksia kolmen osapuolen tapauksessa, jos-
sa kaikilla osapuolilla syotteitd sekd tulosteita on kaksi ja osapuolet on ryhmitelty
kahteen joukkoon; periaate rajaa joitakin laatikoita, mutta todistetusti ei kaikkia.
Joitakin kolmen osapuolen tapauksen seurauksia on selvitetty myos viitteessé [125].

Informaation kausaalisuutta voidaan pitdé intuitiivisena, ja sen seurauksia vai-



89

kuttavina. Edelld mainittujen tulosten nojalla on kuitenkin selvéé, ettd mikali pe-
riaate halutaan nostaa perusluontoiseen statukseen, tarvittaisiin jokin luonnolli-
nen yleistys useamman osapuolen tapaukseen. Viitteessd [126] on kéytetty peri-
aatteen jonkinn#koistd usean osapuolen versiota mm. yksiavioisuusrelaatioiden sel-
vittdmiseen. Em. version voidaan kuitenkin viittdd kadottaneen suurehkon osan
kahden osapuolen tilanteen luontaisesta puoleensavetivyydesta. Tutkielman kirjoit-
tamisen aikaan vaikuttaa siltd, ettd IK:lle ei ole 16ytynyt, ainakaan perusteisiin kes-
kittyvéalta ndkokannalta, merkittavaa usean osapuolen yleistysté.

Kevidseen 2020 mennesséd tunnetut signaalilokaaleita korrelaatioita rajoittavat
laatikkotason perusperiaatteet ovat epétriviaali kommunikaatiokompleksisuus [106],
rajoitteet epélokaalille laskennalle [109], makroskooppinen Bell-lokaalisuus [111],
usean laatikon Bell-lokaalisuus [112], Informaation kausaalisuus [113] seké lokaali
ortogonaalisuus (engl. local orthogonality) [127]. Lokaali ortogonaalisuus esitettiin
vuonna 2013 vasteena tarpeelle useamman kuin kahden osapuolen periaatteelle, ja
vaikuittaisi toistaiseksi olevan ainoa esitetty késite jonka usean osapuolen muotoilu
ei koostu osapuolten ryhmittelystd kahteen osaan. Lokaali ortogonaalisuus redusoi-
tuu signaalilokaalisuudeksi kahden osapuolen tapauksessa, mutta asettaa voimak-
kaampia rajoitteita usean osapuolen tapauksessa.

Vuonna 2015 on esitetty tulos [128], jonka nojalla tdssd mainitut epétriviaali
kommunikaatiokompleksisuus, rajoitteet epélokaalille laskennalle tai lokaali ortogo-
naalisuus eivit kykene méairittelemadn kvanttijoukkoa. Kyseisessé artikkelissa [128]
rakennetaan korrelaatioiden joukko Q O K’ , jota kutsutaan ’lihes kvanttimekaa-
nisiksi’ korrelaatioiksi. Joukon Q elementtien osoitetaan toteuttavan ko. kriteerit.
Q:lla on muitakin operationaalisesti "haluttavia’ ominaisuuksia; sen elementteji ei
voi kytked, ts. yhdistdéd lokaalisti prosessoimalla tai ketjuttamalla toisistaan riip-
pumattomia laatikkopareja -tai parvia perédkkain laatikoiksi jotka olisivat joukon

ulkopuolella eli se on ’suljettu’ kytkentojen suhteen [121, 129]. Tdtd vaaditaan milta
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tahansa fysikaalisesti konsistenttejd korrelaatioita edustavalta joukolta. Nimittéin
fyysikolla oletetaan omassa laboratorioissaan olevan vapaus syottdd haluamaansa
laatikkoon miten tahansa, erityisesti mahdollisien muiden laatikoiden tulosteista ge-
neroitu symboli. Perusjoukot B, K ja § ovat esimerkkeja kytkentojen suhteen sulje-
tuista joukoista [121]. My6s makroskooppisesti Bell-lokaali K on osoitettu suljetuksi
[111].

Vaikuttaa siltd, ettd ainoat tdhin mennessi esitetyt periaatteet, joiden ei ole
todistettu toteutuvan kaikille lihes kvanttimekaanisille korrelaatioille Q, ovat in-
formaation kausaalisuus ja usean laatikon Bell-lokaalisuus. Viittessd [128] annettiin
kuitenkin joitakin numeerisia todisteita sille, etta Q:n elementit toteuttaisivat IK:mn.
Saattaakin olla, ettd suuressa skaalassa laatikkotason fysikaalisten periaatteiden ha-
ku suppenee kohti jotakin korrelaatioiden joukkoa (ehkéa Q), joka ei taysin vastaa
kvanttimekaanisia korrelaatioita. Toisin sanottuna ainakin tdh&n mennessé esitetyt
fysikaaliset korrelaatioita rajoittavat periaatteet saattavat jattai tilaa kvanttiteo-
riaa yleisemmille teorioille, joita voitaisiin testata koko kvanttirakennetta vastaan
esim. yleistetyilld Tsirelsonin epayhtélsilld, tai NPA:n syvemmilld askelilla. Ehké
joku péiva loydetddankin kvanttiteoriaa yleisempi fysikaalisesti mielekés malli, jon-
ka ennustamat laatikot ovat kvanttijoukon ulkopuolella. Laatikoista on kuitenkin
matkaa valmiisiin teorioihin.

Huomautetaan myos signaalilokaaleihin korrelaatioihin ja vastaaviin liittyvien
seikkojen selvityksestd jota on tehty paljon yleistettyjen todennékoisyysteorioiden
viitekehyksessé [22, 130]. Joitakin yleisid signaalilokaalien teorioiden ominaisuuk-
sia -tdméan tutkielman tarkastelua tdydentavésti- 16ytad esim. viittestd [131]. GPT-
viitekehyksessd on 16ydetty lukuisia ei-klassisiin korrelaatioihin, signaalilokaalisuu-
teen, Tsirelsonin rajaan ym. liittyvid merkittavia yhteyksid teorian muihin raken-
teisiin, ja tehtaviin. Viimeaikainen tulos on néyttéanyt, ettd ldhes kvanttimekaaniset

korrelaatiot @ eiviit toteuta yleensd oletettua nk. ei-rajoitteita hypoteesia (engl.



91

no restriction hypothesis) [132], joka karkeasti takaa, etté kaikilla matemaattisesti
méariteltavissa olevilla mittauksilla on fysikaalinen realisaatio. Téalta nakokulmalta
joukko @ ei ehké edusta yleisinti fysikaalisesti mielekisté teorian sallimaa joukkoa,
nimittdin ei-rajoitteita hypoteesin toteuttavan teorian sallimien korrelaatioiden tu-
lisi olla vield voimakkaammin rajoitettuja. Tulos tarkoittaa kiinnostavasti myos etta
ei-rajoitteita -hypoteesin asettaminen rajaa yleisen teorian sallimaa korrelaatioiden
joukkoa jotenkin, joten myos se implikoi periaatteessa kokeellisesti testattavia Bell-
tyyppisia kriteereita.

Tehd&dan lopuksi viel4 huomio informaation kausaalisuudesta teorian ndkokulmas-
ta. Tarkastelussa néhtiin, ettd mikéli teoria sallii yleistetyn keskinéisinformaatiolau-
sekkeen I, joka toteuttaa nelji ehtoa (E1-E4), niin IK toteutuu. Tuloksen joh-
dossa oletettiin myos tiettyjen, véitetysti mielekkéiden, lokaalien kuvauksien ole-
van sallittuja tarkasteltavassa teoriassa. On huomionarvoista, ettd ehdot E1, E3-
E4 koskevat ainakin ensisijaisesti teorian staattisia rakenteita kuten tiloja kun da-
tankésittelyepayhtalo E2 asettaa eksplisiittisesti joitakin rajoitteita myos dynamii-
kalle.

Argumentin vuoksi voidaan edellisid huomioita verrata esimerkiksi johdannossa
mainittuihin tuloksiin kvanttiteorian epélineaarisista laajennuksista. Jotkin epéline-
aariset kuvaukset, kuten vaikka kvanttikloonaus, mahdollistaisivat kietoutumisen
kédyttamisen viestintddn ja tdten myos IK:n rikkomisen. Kvanttiteorian epélineaariset
laajennukset jakavat muut teorian perusrakenteet, kuten tila-avaruuden, joten tassa
yhteydessé voitaisiin ndhda epélineaaristen kuvausten rikkovan datankésittelyepéyh-
talod. Yleisemmin laatikkotason IK kriteeri ndhddan minimiehtona ehdot E1-E4 to-
teuttavan keskinéisinformaatiolausekkeen olemassaololle. Tarkemmin jos IK rikkou-
tuu, niin joko teoria ei salli ehtoja E1-E4 toteuttavaa keskinéisinformaatiolauseketta
tai jotkin IK:n todistamisen yhteydessa oletetuista operationaalisesti mielekkéistéa

kuvauksista eivit ole sallittuja kyseisesséa teoriassa. Ehdot E1-E4 toteuttavan lausek-
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keen oleamassaolo voi rajata sallittuja teorioita tai teorian sallimia tehtévid huo-
mattavasti voimakkaammin, kuin pelkké laatikkotason mahdollisten korrelaatioiden
selvittdmiseen keskittynyt tarkastelu antaa ymmértéa.

Yleistettyjen todennikdisyysteorioiden keskindisinformaatio -ja entropialausek-
keiden ominaisuuksen yhteyttéd informaation kausaalisuuteen yms. on sittemmin sel-
vitetty useammassa eri yhteydessi esim. [133-136]. Niissi selvityksissd ehtoja E1-E4
on mm. korvattu entropisilla versioilla, ja IK:n johtamiseen vaadittavia oletuksia on
selvennetty. Voidaan pitdd hammaéstyttavanikin sitd, kuinka paljon rakennetta seu-
raa signaalilokaalisuuden ja informaation kausaaalisuuden takaavista entropia -tai
keskin#isinformaatiolausekkeista. Viittessd [133] on ehdotettu, ettd Von-Neumann
-entropian kaltaisen mukavasti kayttaytyvan entropialausekkeen olemassaolo saat-
taisi olla jopa kvanttiteorian méadradva piirre. Toiselta ndkokulmalta herdd myos
houkutus harkita IK:n, tai sen takaavien entropisten ehtojen yhteyksisté termody-
namiikkaan. Johdannossakin mainittiin tulos, jossa epélineaarisuudet kvanttimeka-
niikassa saattavat johtaa paitsi mahdollisuuteen kommunikoida ylivalonnopeuden,
myo6s termodynamiikan toisen padsddnnon rikkoutumiseen [19]. Informaatioon ja
termodynamiikkaan liittyvat kysymykset on puolestaan tunnistettu keskeisiksi ylei-
sen suhteellisuusteorian ja kvanttiteorian rajamaastossa [14, 137]. Ei-klassisten kor-
relaatioiden olemassaolo, signaalilokaalisuus ja informaation kausaalisuus néayttavat

olevan kytkoksissa valtaosaan modernin fysiikan perusrakenteista.
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Y hteenveto

Bellin teoreemaa voidaan pitéda erdéné teoreettisen fysiikan syvéallisimmista tuloksis-
ta. Bellin epéayhtélot tekivit mahdolliseksi testata kokeellisesti alunperin ndennéisesti
metafysikaalista kysymystd mahdollisuudesta selittédd kvanttiteoriaa klassisesta fy-
siikasta tutuilla késitteilld. Vuosikymmenten aikoina on raportoitu Bellin epayht&aloi-
den rikkoutumista ja kokeellisesti paikanluonteisestikin suoritetuille mittauksille to-
dennettu kvanttiepalokaalisuus on otettu konkreettisena todisteena ei-klassisten re-
surssien olemassaolosta.

Bellin epayhtéloiden rikkoutuminen on sinénsé kvanttiteoriasta riippumaton piir-
re, vaikka kvanttiteorian rakenne ja késitteet kuten kietoutuminen yms. ovat aika-
naan olleet suuresti motivoimassa l6ydosta. Téassa mielessa vaikka kvanttiteoria kor-
vattaisiinkin tulevaisuudessa vaihtoehtoisella mallilla, on ko. teorialla oltava selitys
Bell-epélokaaleille korrelaatioille.

Signaalinopeuden &dérellisyys on suhteellisuusteorian kausaalisuusperiaatteen mi-
nimivaatimus. Vaikka kvanttiteoria sallii ei-klassisia korrelaatioita, se ei salli niiden
kéayttamista viestintddn. Yleinen mielipide lienee se ettd minké tahansa kvantti-
teorian kenties tulevaisuudessa korvaavan teorian tulisi paitsi sisdltda selitys Bell-
epélokaaleille korrelaatioille sen tulisi olla myos signaalilokaali.

Kvanttiteorialle tyypilliset satunnaisuus, korrelaatioiden yksiavioisuusrelaatiot,
ei-kloonausta teoreema ja rajoitukset yhteismittaavien laitteiden olemassaololle voi-
daan indentifoida yhteiseksi kaikille yleisille signaalilokaaleille teorioille. Voidaan sa-
noa, ettd mainitut piirteet eivét ole kvanttiformalismin 'vahinkoja’ vaan valttadméatto-
mié seurauksia Bell-kokeissa havaitttujen kayttaytymisten selittdmiselle. Namé huo-
miot osaltaan korostavat signaalilokaalisuuden merkitysta fysikaalisen teorian perus-
periaatteena.

Kaytéannollisemmaéltd ndkokannalta Bellin epédyhtiloiden rikkoutuminen ja sen

implikoimat ei-klassiset ominaisuudet toimivat perustana laiteriippumattomille in-
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formaationprosessointiprokollille. Laiteriippumattomuuden etu on se, etta protokol-
lan toimivuuden varmistamista voidaan tehd&d ainoastaan mittausdataan nojaten,
tekemétté oletuksia fysikaalisista implementoinneista tai oikeastaan edes kvanttira-
kenteesta. Esimerkiksi kuuluisa BB84 kvanttisalausavaimenjakoprotokolla [138] no-
jaa implisiittisesti oletukseen siitd, ettd protokollassa kiytetdan kubittisysteemeita
[139]. Bellin epdyhtilsiden rikkoutumiseen perustuvissa, laatikkotasolla muotoilta-
vissa olevissa versioissa voidaan hollentéda néité oletuksia. Toki, kryptografiassa pitéa
silti varmistua siité, ettd informaatiota ei vuoda laboratoriosta ulos muita reitteja.
Kaytdnnossa Bell-epéilokaalien laatikoiden rakentaminen ei ole helppoa ja perus-
tuu nykyisin ymmérrykseen kvanttimekaniikasta; niiden jotka rakentavat laatikoi-
ta tulee osata generoida kietoutumista ja ymmaértaa kaytannolliset mahdollisuudet
implementoida laatikot. Laiteriippumattomat kédytdnnon sovellutuksien selvitykset
ovat viimeisen vuosikymmenen aikana olleet aktiivisen tutkimuksen aiheita ks. esim.
katsaukset [35, 140].

Tsirelsonin varhaiset selvitykset kvanttikorrelaatioiden rajoista, sekd myohemmaét
Popescun ja Rohrlicin huomiot osoittivat, etté ainakin periaatteessa voisi olla Bell-
kokeita, joissa havaitaan kvanttiteoreettisen kuvauksen ulkopuolella olevia korrelaa-
tioita ilman ettd signaalilokaalisuus rikkoutuisi. Sittemin on k&ynnistynyt valtavasti
kasvanut selonteko paitsi Bell-epélokaalien ja kvanttiteoreettisten korrelaatioiden ja-
kolinjasta, myos kvanttimekaanisten ja erityisesti kvanttiteorian ulkopuolisten, mut-
ta signaalilokaalien korrelaatioiden reunasta.

On esitetty lukuisia teoriasta riippumattomia periaatteita, tavoitteena loytad in-
tuitiivinen, fysikaalisesti mielekés syy sille, miksi luonnossa ei esiintyisi kaikkia ylei-
sempié signaalilokaaleita korrelaatioita. Voidaan pitdd hadmmastyttavandkin sita,
ettd useat ndennéisesti kvanttimekaniikasta tdysin riippumattomat periaatteet, ku-
ten rajoitukset epélokaalille laskennalle ja informaation kausaalisuus pystyvét esi-

merkiksi palauttamaan kvanttimekaanisen Tsirelsonin rajan CHSH-Bell -epayhtélolle.
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Kvanttiteorian alkuperdinen konteksti on kuitenkin atomisen fysiikan ilmididen se-
littémisessa ja vaikuttaisi olevan lahtokohtaisesti kaukana em. tehtévista.

Se, ettd monet intuitiiviset periaatteet pystyvét palauttamaan kvanttikorrelaa-
tioiden joukon reunaa osoittaa ettéd ainakin osa kvantti- ja superkvantti laatikoiden
rajapinnasta edustaa luonnollista kynnysté, jonka toisella puolella tarvittaisiin ra-
dikaaleja muutoksia fysiikan perusteissa tai maailmankuvassa. Téatd voidaan pitda
myos osoituksena kvanttiteorian erityisyydestd [141]. Téhdn paivain mennessi ai-
nutkaan esitetty fysikaalinen periaate ei ole kuitenkaan todistetusti rajannut ko-
ko kvanttijoukkoa. Haasteita yleiseen tarkasteluun tulee mm. nopeasti kasvavas-
ta kompleksisuudesta ja siitéd, ettd jo yksinkertaisimmassa CHSH-koejérjestelyssi
kvanttijoukon geometria on monimutkainen.

Saattaa olla, etté laatikkotason periaatteet eivit suppenekkaan kohti kvanttime-
kaanisten korrelaatioiden joukkoa, vaan jotakin aidosti isompaa, mutta osia reunasta
jakavaa joukkoa. Tédmé& mahdollisuus jéattaa tilaa kvanttiteoriaa yleisemmaélle mal-
lille. Joitakin luonnollisia laatikkotasolla esitettdavissé olevia periaatteita voitaisiin
kayttdd mahdollisen tulevan mallin rakentamisen ohjenuorana, jos ei aksioomana.
Esimerkiksi informaation kausaalisuus signaalilokaalisuuden yleistyksend implikoi
lukuisia kvanttiteoriallekkin identifioitavissa olevia piirteitd. Lisdksi informaation
kausaalisuuden yhteys tietynkaltaisten keskinéisinformaatio - ja entropialausekkei-
den olemassaoloon viittaa myos ei-klassisten korrelaatioiden rajojen ja teorian sal-
liman dynamiikan mahdollisesta yhteydestd termodynaamisiin periaatteisiin.

Ei-klassisten korrelaatioiden olemassaolo, signaalilokaalisuus ja informaation kau-
saalisuus asettuvat suhteellisuusteorian, kvanttiteorian sekd mahdollisten informaa-
tionprosessointitehtdvien rajamaastoon ja saattavat olla lihes kaiken tunnetun fy-

sitkan perusrakenteiden méaérittelevéssa roolissa.
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A Yksiavioisuusrelaatiot ja kvanttikloonaus

Tehdédéan vield tarkastelu kvanttikloonauksen tai ldhettdmisen yhteydestd yleisiin
yksiavioisuusrelaatioihin. Jos Hp ~ C? on d-ulotteinen Hilbertin avaruus, jonka
eréis ortogonaalinen kantavektorijoukko on {¢;} niin on olemassa d*mn alkion jouk-
ko tiloja o € S(Hy) jotka kelpaavat itseadjungoitujen jalkiluokkaoperaattorien vek-
toriavaruuden 7;(H,) kannaksi. Tamén voi ndhdé esim. toteamalla ettd d:n alkion
joukko |p;) (¢;| on lineaarisesti riippumaton joukko puhtaita tiloja. Edelleen muotoa

[h()) (¥(a)|, missd (o) = E(gol +€"p; j4i), olevat tilat ovat lineaarisesti riippu-

mattomia toisistaan ja esitetystd d:n alkion joukosta. Koska tiloja [1(«)) (¢ (a)| on
d(d — 1) kappaletta, ndhddan ettd joukkojen unioni {|¢(«)) (¥ ()|} U {|wi) (il } on
d+ d* — d = d*mn alkion joukko lineaarisesti riippumattomia tiloja. Taten mik4 ta-
hansa jélkiluokkaoperaattori voidaan antaa tilojen lineaarikombinaationa. Toisaalta
koska tiloille tr[p] = 1 ja p = o* ndhdéén, etté erityisesti jokainen tila on annetta-
vissa jopa affiinikombinaationa lineaarisesti riippumattomia tiloja. Huom. kuitenkin
ettéd kaikki affiinikombinaatiot tiloja eivat ole tiloja.

Seuraavaksi ndytetdan etti jos Petri kiyttaa kloonauskonetta omalla puolellaan,
on yhdistettyjen systeemien (ABj),(ABs) kidyttdytymiset annettavissa, tiettyjen
oletusten alla, hyvin spesifissi muodossa. Oletetaan sitten, ettd Petrin kloonaus-
kone K : S(Hp) — S(Hp ® Hp) toimii siten, ettd jokaiselle joukon V' C S(H,)
alkiolle pp € V kuvaus gp — 0p,B, on sellainen ettd yksittédisten kopioiden tilat

1 —
ovat muotoa g, , = Ni(2)0B + MI p. Tama oletus sisdltdd ajatuksen siité,

ettd yksittaiset kopiot ovat aidosti approksimaatioita alkuperiiselle tilalle; konvek-
sikombinaation jalkimmainen termi voidaan nédhdé kloonausoperaatioon liittyvana
satunnaisena meluna ja luku 7,2 € [0, 1] kloonauksen laatua kuvaavana hyvyyslu-
kuna. Vaatimus osajoukolle V' taas sisdltdé ajatuksen siité, ettd kloonauskoneen -tai
ldhetyskoneen ei tarvitse olla tdydellisen universaali. Parametria 1 kutsutaan joskus

my6s nk. Bloch-vektorin kutistustekijéksi, silla Blochin esityksessé ks. esim. [29, kpl

- I 1 -
2.1.3] Z([b +7-F)+(1— n)FB = E(IB +ni’ - F'). Esitetty kuvaus on symmetrinen

eli kloonit ovat samanlaatuisia) jos 71 = 7, ja asymmetrinen muulloin.

Seuraavaksi johdetaan nailld oletuksilla laatikkomaailman yksiavioisuusrelaatiois-
ta epétriviaali ylaraja kloonien laatua kuvaavalle parametrille 7).

Aikaisempien toteamuksien nojalla, yleisin mahdollinen Aliisan ja Petrin kvant-
timekaaninen lahtotila, mukaanlukien kietoutuneen lahtotilan mahdollisuus, on an-
nettavissa affiinikombinaationa ZZ ;i Cij Qf@@f , missi on oletettu, ettd {2} on line-
aarisesti riippumaton (kanta)tilajoukko Aliisan systeemin avaruudelle S(#H4) (vast.
{55} Petrille); Aliisan ja Petrin kantatilojen tensoritulot ovat kanta yhdistetyn sys-
teemin tila-avaruudelle. Erityisesti jos ldhtotilanne on muotoa

oA =Y _cijol ®of, (14)

Z‘?j
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missa Q}B € V kaikilla summassa olevilla 7, niin kloonauksen jélkeen

04B,B, = (14 ® K)(Z cij0f © 0f) = Z cijof ® 0"

] %,J

ja kopioiden muotoon liittyneiden oletusten nojalla

(1 —112)
OABy (5 = Z Ci,j@? & <Th(2)@;B =+ T()IB

1,

1=
= 11(2)0AB T E Cij(%dl(m)Q?@[B.
tj

Todetaan, ettd tdmé on konveksikombinaatio yleisesti ottaen kietoutunutta ldhtotilaa,
ja separoituvaa tilaa. Laatikkotasolla tdménkaltaisen kloonauskuvauksen tuottamat
kopiot voidaan ndhdé siis konveksikombinaationa, kloonin hyvyytté kuvaavalla ker-
toimella 7, kvanttimekaanista -ja Bell-lokaalia laatikkoa. Tamé yhteys mahdollistaa
kloonausparametrin 7 epétriviaalin yldrajan etsimisen yksiavioisuusrelaatioista. Ol-
koon sitten P(a,b|X,Y’) kvanttimekaaninen lahtétilanne, jolle C(A, B)[P] = Q > 2
ja P'(a,b|X,Y) Bell-lokaali laatikko C'(A, B)[P'] = E € [—2,2]. Oletetaan etté kloo-
nit ovat symmetrisié, eli C(4, B') = C(A, B%) = nQ+ (1 —n) E. CHSH-lausekkeiden
yksiavioisuusrelaatioiden nojalla saadaan sijoittamalla

Q _ICABY _mQ+10-nkl _2
Q Q Q Y
Oletuksen C'(A, B) > 0 nojalla voidaan vaatia C(A, B') > 0 (huom. ettd timi to-

teutuu aina kun n > 3 jota voidaan pitdd perusteltuna vaatimuksena), silla kopion

tulisi matkia alkuperdistd kéayttdytymistd mahdollisimman hyvin. Téten voidaan
pudottaa ylldolevasta itseisarvot. Tamén rajoituksen voidaan néhdéa olevan erds mi-
nimiehto sille, ettd kopio kiyttaytyy mahdollisimman hyvin kuten alkuperdinen. Nyt
siis maksimoidaan ylldolevasta epayhtélosta n ehdoilla2 > E > —2jan € [%, 1]. Saa-

2—-F

Q—-F
< 1. Erityisesti jos lahtotilanne saavuttaa Tsirelsonin rajan Q = 2v/2

2

142
kloonien muodosta, ottamatta kantaa tdsmélleen esim. kloonattavan joukon muihin
yksityiskohtiin kuten symmetrioihin, kokoon tai systeemien tdsmaéllisiin dimensioi-
hin. Jos jokin kloonauskone saavuttaa ko. kutistustekijan, voidaan heti todeta ko.
koneen optimaalisuus. Yleenséd optimaalisuustodistukset ovat tyolédita, joten tdssa
suhteellisen vahélla vaivalla saatu ylaraja voi osoittautua katevéksi.

— Z antaa epitriviaalin ylarajan kaikilla F € [-2,2],2v/2 >

daan epéayhtalo n < . Tastd ndhdéan, ettd n» on suurimmillaan kun £ = —2

) 1
ell =
T=0+2

patee "% =

T&amé epétriviaali ylaraja on saatu minimaalisilla oletuksilla

Epéayhtalo n <

@ > 2. Téassé ei koeta tarpeelliseksi selvittdda mahdollisuuksia rajoittaa F:ta yleisesti
ottaen. Huomautetaan kuitenkin, ettd mikali kloonauskonetta on kéytetty kubitti-
systeemiin, niin voidaan vaatia myos ettd £ = 0. Nimittdin yldrajan on padettava
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kaikille kuviteltavissa oleville mittauksille, ja erityisesti projektiiviset mittaukset se-
1
koitetulle tilalle 5] (Petrin puolella) antavat uniformisti jakautuneita mittaustulok-

sia +1. Huom. myds viitteen [142, kpl. 5.1] tuloksen nojalla projektiiviset mittaukset
ovat optimaalinen valinta kun CHSH-epéyhtaloa yritetddn rikkoa maksimaalisesti.

Téaten saadaan kubiteille ylaraja n < —.

V2

1
Esimerkki ylarajan n = 7 saavuttavasta kloonaajasta on olemassa. Nk. vaihe-

kovariantti kloonaaja [90]. Vaihekovariantille kloonaajalle on tyypillisté, ettd Bloc-
hin pallon péivintasaajaa vastaavat puhtaat tilat ts. muodossa [1(¢)) (1)(¢)| annet-
tavat tilat kopioutuvat yhtd hyvin ylldesitetyn joukon V mielessé ks. esim. [143, kpl.

D.2]. Tissi ¥(6) — %(T 4% 1) ja 6 € [0, 2n].

Vertailun vuoksi symmetriselle universaalille kubittien kloonaajalle eli. nk Buzek-

2 1
Hillery -kloonaajan op — 0p,B, yksittiisille kopioille pitee o, = 05, = §‘QB + 5]
2 1
elin = 3 < E Tamé (tunnettu) ero kloonien laadussa luetaan siten, ettd mikali

rajoitutaan kloonaamaan Blochin pallon péivantasaajaa vastaavia tiloja, vaihekova-
riantti kloonaaja on parempi vaihtoehto.

Tehty tarkastelu vihjaa ettd kloonattavien tai ldhetettévien tilojen joukon V'
ja kyseisten joukon alkioiden avulla yhtdlén (14) mukaisesti ilmaistavissa olevien
yvhdistetyn systeemin tilojen Bellin epédyhtéloiden rikkoutumisen vélilla on yhteys;
taydellisen ldhettdmisen tai kloonauksen mahdollisuus impikoi etté kyseisilld tiloil-
la ei voida esittdd CHSH-epéyhtiloa rikkovia kietoutuneita tiloja huolimatta siité,
miké on asioiden laita ts. mité tiloja kdytetdén toisen osapuolen luona. Esimerkiksi
voidaan sanoa, edellisen tuloksen nojalla, ettd mikéli rajoittauduttaisiin kloonaa-
maan Blochin pallon péivintasaajaa pienempéé joukkoa, niin joko uudelle joukolle
suunniteltu kloonauskone ei voi ainakaan tuottaa parempia klooneja, tai rajoituk-
sen jilkeen yht#lon (14) mukaisesti esitetyilld yhdistetyn systeemin tiloilla ei voida
rikkoa CHSH-epéayhtalod samalla tavalla.

Jos {o? ?fl on joukko ortogonaalisia tiloja Petrin luona ja {o? i‘l miké tahansa
Aliisan kantatilajoukko, niin yleiset ndiden avulla kirjoitetut yhdistetyn systeemin
o4p tilat ovat affiinikombinaatioita

a4
Sap =Y cjof @0of = (enof +.. 4 e@nop) @ ol + ...+ (D ciay0l') @ 0F,.
6. i=1

Positiivisuuden takaamiseksi on oltava ettd Vj ). cijoft ovat positiivisia ja tilo-
ja, eli timéankaltaiset yhdistetyn systeemin tilat & 45 voidaan identifioida konvek-
sikombinaatioksi, eli ei-kietoutuneiksi tiloiksi. Néin ollen epétriviaali teoreettinen

ylaraja 'vhtd hyvin’ kloonautuvan joukon V' kloonien laadulle voi péated

ainoastaan jos joukko V' siséltdéd epdortogonaalisia puhtaita tiloja (silla oletettiin
(Q > 2). Tama huomio vastaa toteamusta siité, ettd keskenéén ortogonaalisen tila-
joukon téydelliselle kloonaamiselle ei ole rajoitteita. Jos oletetaan joukon V' olevan
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lahetettévissé, niin yhtéalon (14) mukaisesti kirjoitetuilla tiloilla p4p ei voida rikkoa
CHSH-epéyhtiloa. Viitteen [98] tuloksen nojalla samanaikaisesti 1ahetettévissi ole-
vat tilat kommutoivat keskendén. Koska kommutoivat matriisit ovat samaan aikaan
diagonalisoitavissa, nihd&édn, ettd jokainen joukon V' alkio voidaan esittdéd ortogo-
naalisten tilojen {o? }ffl konveksikombinaationa. Téaten, ldhetettavan joukon V ele-
mentteja kayttamalla ei voida rakentaa yhdistetyn systeemin kietoutuneita tiloja,
nimittiin yhdistetyn systeemin hajotelman voidaan kertoimien kokoamisen jélkeen
nihdé vastaavan esitettyd separoituvaa tilaa G 4p.

Yleisesti ottaen kvanttimekaniikassa protokollaan hyodyllisin tai tilanteeseen so-
pivin kloonauskone tms. valitaan ongelman asettelun, mukaan lukien ldhtétilajoukon
mukaan. Téssa esitetyt yleiset tulokset antavat erddn menetelmén, jonka hyodyllisyyt-
téd voidaan toki kyseenalaistaa useastakin syysté, etsiéd yldraja tilanteeseen sopivim-
malle kloonaajalle (tai lahetyskoneelle).

Vaihekovariantin kloonaajan kutistustekijéan yhteys Tsirelsonin rajaan huomat-
tiin viitteessd [90]. Kyseisessa viittessd todetaan (oleellisesti), ettd mittauksilla singlet-
titilalle voidaan sanoa F = 0 ja ndhd&én laatikkotason implikoima tulos (ts. simi-
laarisesti kuin téssi). Viittesséd yleisemméssé tapauksessa [94] kutistustekijiksi kut-
sutaan kloonin ja ldhtolaatikon Bell-lausekkeiden suhteellista rikkoutumista 7, =
B(A, BY)

B(A, B)
selvad, ettéd talla tavoin médritelty kutistustekija voidaan yleisesti ottaen suoraan
liittad kvanttimekaniikan Bloch-vektorin kutistustekijain edes CHSH-tapauksessa.
Nimittéin ei ole (tai tutkielmantekijé ei née) itsestééinselvad syytd miksi voitaisiin
yleisesti vaatia I/ = 0 esim. tilanteissa joissa kloonattavien systeemien dimensioi-
ta kasvatetaan. Jokatapauksessa em. Bell-lausekkeiden suhteellinen rikkoutuminen

antaa yleisen menetelmén arvioida kloonien laatua, samoin kuin CHSH-epéayhtalon
/ 1

suhteellinen rikkoutuminen — tai —.

Q

. Tamén tarkastelun, esim. yhtdlon (14) nojalla ei kuitenkaan ole itsestdin-
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