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Tamaén tutkimuksen keskidssi oli toistaiseksi vahén tutkittu rajaamaton lukusuoratehtéva, jossa
oppilasta pyydetdan merkitsemédn rationaaliluku lukusuoralle, jolle on jo merkitty 0 ja jokin toinen
rationaaliluku. Tutkimuksen pédtavoitteina oli selvittdd, millaista osaamista yhdeksésluokkalaiset
osoittivat rajaamattomassa lukusuoratehtivissé, seké tutkia rajaamattoman lukusuoratehtdvian
yhteyksid muihin rationaalilukutehtéviin. Erityisesti oltiin kiinnostuneita siité, voidaanko
rajaamattoman lukusuoratehtivin avulla mitata joustavaa rationaalilukukésitettd. Joustavalla
rationaalilukukdsitteelld tarkoitetaan hyvin kehittynytti tietoverkkoa rationaaliluvuista, niiden
ominaisuuksista ja niiden vélisistd suhteista, ja sen ajatellaan mahdollistavan joustavan
asiantuntijuuden matematiikassa. Seké joustavaa asiantuntijuutta ettd hyvaa rationaalilukuosaamista
pidetddn matematiikan opetuksessa térkeini, mutta vaikeasti saavutettavina tavoitteina.

Tassé tutkimuksessa kéytettiin valmista aineistoa, joka oli kerdtty vuoden 2020 tammikuussa.
Osallistujat olivat floridalaisia yhdeksésluokkalaisia (N=95, 48 % naisia). Aineisto oli kerétty
tehtdvdlomakkeella, joka koostui joustavaa rationaalilukukasitettd mittaavista
lausekkeentuottamistehtévistd, rutiiniosaamista rationaaliluvuilla mittaavista lasku-, muuntamis- ja
jarjestamistehtdvistd seka rajatuista ja rajaamattomista lukusuoratehtivisti. Tilastomenetelmina
kaytettiin aineiston kuvailuun kéytettdvien perusmenetelmien lisdksi varianssianalyysia,
konfirmatorista faktorianalyysia ja hierarkkista regressioanalyysia.

Kun rajaamattomia lukusuoratehtévia tarkasteltiin, huomattiin, ettd keskimédéarin tehtdvien vastaukset
olivat varsin tarkkoja. Vastauksissa oli kuitenkin paljon hajontaa, ja osallistujien vastaustarkkuus
vaihteli paljon tehtidvisté toiseen. Rajaamattomissa lukusuoratehtivissd menestymisen todettiin olevan
positiivisesti yhteydessd edelliseen matematiikan arvosanaan, ja korkeimman ja alimman
arvosanaryhmén ryhmékeskiarvot olivat tilastollisesti merkitsevasti toisistaan poikkeavat.

Rajaamattoman lukusuoratehtdvén kayttdd joustavan rationaalilukukésitteen mittaamisessa tutkittiin
konfirmatorisen faktorianalyysin avulla. Analyysin perusteella ei voida olettaa, etti rajaamatonta
lukusuoratehtdvaa voitaisiin kdyttda joustavan rationaalilukukésitteen mittaamiseen
lausekkeentuottamistehtdvien rinnalla. Lausekkeentuottamistehtavét eiviat myoskaan selittdneet
rajaamattomien lukusuoratehtévien vastaustarkkuuden vaihtelua tilastollisesti merkitsevésti sen
jélkeen, kun rutiinitehtdvien vaikutus oli kontrolloitu. Rutiinitehtdvistd muuntamis- ja
jarjestamistehtavilla oli tilastollisesti merkitseva yhteys rajaamattomissa lukusuoratehtavissi
menestymiseen.

Vaikka tutkimuksessa ei saatukaan tukea ajatukselle siité, ettd menestys rajaamattomassa
lukusuoratehtivissd olisi hyva mittari joustavalle rationaalilukukésitteelle, saatiin tutkimuksessa
kuitenkin paljon uutta tietoa rajaamattomista lukusuoratehtivistd yleensa. Erityisesti tulos
matemaattisen kompetenssin ja rajaamattoman lukusuoratehtdvén yhteydesté on uusi ja viittaa siihen,
ettd tdimd lukusuoratehtavatyyppi voi olla yhtd monipuolinen matemaattisen osaamisen mittari kuin
paljon tutkittu ja kdytetty rajattu lukusuoratehtiva. Lisdksi tutkimustulokset vahvistavat aiempaa tietoa
siitd, ettd joustava rationaalilukukésite vaatii ratkaisijaltaan erilaista osaamista kuin rutiinitehtévét
rationaaliluvilla.

Avainsanat: joustava asiantuntijuus, joustava rationaalilukukésite, lukusuoratehtévét, rationaaliluvut
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1 Johdanto

Matemaattista joustavuutta ja hyvid rationaalilukutaitoja pidetdin matematiikan opetuksen
kannalta tirkeind tavoitteina. Matemaattisen joustavuuden ajatellaan edistdvin matematiikan
hy6dyntdmistd myos koulun ulkopuolella, ja rationaalilukujen hallinnan on todettu
ennustavan tulevaa matematiikan osaamista (Hatano, 2003; Siegler ym., 2012). Koska
matemaattinen joustavuus ja rationaalilukutaidot ovat matematiikan osaamisen kannalta
tirkeitd, on myds tirkedd pyrkid ymmartimééan niiden luonteesta ja kehittymisestd
mahdollisimman paljon. Téssd tutkimuksessa matemaattista joustavuutta ja
rationaalilukuosaamista tarkastellaan niitd taitoja mittaavien tehtidvien valossa. Erityisen
kiinnostuneita ollaan rajaamattomasta lukusuoratehtavésti, sen ominaisuuksista ja sen

yhteyksista rutiini- ja joustavaan asiantuntijuuteen.

Matemaattinen joustavuus médritellddn téssa tutkimuksessa joustavan asiantuntijuuden
késitteen kautta: henkild on matemaattisesti joustava, jos hin kykenee hyddyntdmaén
osaamistaan tutuissa tilanteissa ja soveltamaan osaamistaan joustavasti myds uusissa
tilanteissa (Hatano, 2003). Tassé tutkimuksessa keskitytddn matemaattisen joustavuuden
alakésitteeseen, joustavaan rationaalilukukésitteeseen. Joustavalla rationaalilukukisitteelld
tarkoitetaan hyvin kehittynytté tietoverkkoa rationaalilukujen ominaisuuksista ja niiden
vilisistd suhteista, ja sen avulla voidaan esimerkiksi 10ytdd osaamiseroja myos sellaisten

oppilaiden vilill4, joilla on jo hyvét perustaidot matematiikassa (McMullen ym., 2020).

Rationaaliluvuilla tarkoitetaan kaikkia positiivisia ja negatiivisa kokonaislukuja, murtolukuja,
prosenttilukuja seki padttyvid ja sarjallisia desimaalilukuja. Rationaalilukuosaamisella
viitataan tissd tutkimuksessa yleisesti rationaalilukuihin liittyviin taitoihin. Joustavan
rationaalilukukdsitteen lisdksi ollaan kiinnostuneita erityisesti erilaisten
rationaalilukunotaatioiden (murto- ja desimaalilukujen) vélisestd osaamisesta,
rationaalilukujen suuruusosaamisesta sekd rationaalilukuaritmetiikan osaamisesta. Erityisesti
notaatioiden vélisen osaamisen ja suuruusosaamisen on todettu olevan rationaalilukutaitojen
kehittymisen kannalta tirkeitd, ja rationaalilukujen suuruusosaaminen on edellytys
rationaalilukuaritmetiikan osaamiselle (Braithwaite ym., 2022; Schiller & Siegler, 2023; Van

Hoof ym., 2018). Edelld mainittuja taitoja mitataan tdssi tutkimuksessa omilla tehtdvilldén.

Rationaalilukukisitteen kehittymistd ja murtolukuosaamisen kehittymisen tukemista

kasittelevisséd tutkimuksissa on kdytetty paljon lukusuoratehtévid (esim. Kim, 2024; Schneider



ym., 2018). Lukusuoran vahvuutena pidetddn erityisesti sitd, ettd sen avulla voidaan vahvistaa
késitysté siitd, ettd murtoluvuilla on yksikésitteinen suuruus (Cramer ym., 2019). Lukusuorat
my6s mm. mahdollistavat eri notaatioisten rationaalilukujen suuruusvertailun (esim. murto- ja

desimaalilukujen vélinen vertailu).

Tamain tutkimuksen keskiosséd on erds lukusuoratehtdvin variantti, rajaamaton
lukusuoratehtdvi. Tdmin tyyppisten lukusuoratehtévien ratkaisemiseen tarvitaan Cramerin ja
kumppaneiden (2019) mukaan lukujen ominaisuuksien ja lukujen vilisten suhteiden
tuntemusta (Cramer ym., 2019). Rajaamattomat lukusuoratehtévit vaativat siis ratkaisijaltaan
samankaltaisia taitoja kuin joustava rationaalilukukésite. Tdmén tutkimuksen tavoitteena
onkin selvittdd, voitaisiinko rajaamattomia lukusuoratehtivia kéyttda joustavan

rationaalilukukdésitteen mittaamiseen.

Sen liséksi, ettd tdssd tutkimuksessa selvitetddn rajaamattoman lukusuoratehtévin
soveltuvuutta joustavan rationaalilukukisitteen mittaamiseen, halutaan tutkimuksen avulla
my0s saada lisdi tietoa rajaamattomasta lukusuoratehtdvésti tehtdavityyppind. Rajaamatonta
lukusuoratehtdvii ei nimittdin ymmairrykseni mukaan ole aiemmin tarkasteltu maéréllisesti
tadmén tutkimuksen mittakaavassa. Tdmin tutkimuksen tavoitteena on tutkia rajaamatonta
lukusuoratehtivaa tarkemmin, ja selvittdd, kuinka hyvin tehtdviin osataan vastata, ja ovatko
kéytetyt tehtdvit vaikeusasteeltaan samankaltaisia. Lisdksi tutkitaan rajaamattoman
lukusuoratehtdvén ja matematiikan arvosanan viélistd yhteyttd. Tutkimuksen avulla halutaan
myos selvittdd, kuinka hyvin joustava rationaalilukukésite selittdd rajaamattomassa
lukusuoratehtivédssd menestymistd sen jdlkeen, kun rutiinitehtdvissd menestyminen on

kontrolloitu.

Tédmai johdantoluku rakentuu seuraavasti: Ensimmaiseksi paneudutaan joustavaan
asiantuntijuuteen matematiikassa, ja esitellddn matemaattisen joustavuuden méadritelmid seka
tdmén tutkimuksen ensimmaéinen péékésite, joustava rationaalilukukésite. Taémén jélkeen
kerrotaan tarkemmin rationaalilukuosaamisesta ja sen roolista matemaattisessa osaamisessa.
Lopuksi esitellddn lukusuoratehtdvid osana matematiikan oppimisen ja opetuksen tutkimusta,
pyritddn luokittelemaan lukusuoratehtévid ja niiden tutkimusta seké kerrotaan erityisesti
tdmén tutkimuksen péadasiallisena kiinnostuksen kohteena olleesta rajaamattomasta

lukusuoratehtévityypista.



1.1 Joustava asiantuntijuus matematiikassa

Matemaattista joustavuutta pidetdén matematiikan opetuksen kannalta tirkedna tavoitteena
muun muassa siksi, ettd sen ajatellaan mahdollistavan matematiikan hyddyntdmisen myds
koulumaailman ulkopuolella. Matemaattiselle joustavuudelle ei kuitenkaan ole yhté
vakiintunutta madritelmaé, vaan eri tutkijat kéyttavat kasitettd merkitseméén hieman eri
asioita tutkimuksen siséllostd riippuen. Lahtokohtaisesti joustavalla osaamisella viitataan
kuitenkin toimintaan, joka on ainakin joko tilanteeseen sopivaa tai olemassa olevaa tietoa
soveltavaa. (Greer, 2009; Hong ym., 2023; Nunes ym., 2016; Verschaffel ym., 2009.) Téssa
luvussa matemaattista joustavuutta l1ahestytdan seuraavasti: ensin kerrotaan strategisesta
joustavuudesta, jonka tutkimus on korostuneen suuressa roolissa joustavan matematiikan
kentéll4, jonka jélkeen palataan matemaattisen joustavuuden késitteen juurille joustavaan
asiantuntijuuteen. Vasta viimeiseksi késitelldédn tassd tutkimuksessa kaytettavia

matemaattisen joustavuuden maéritelmaa, joustavaa lukukésitetta.

Sen lisdksi, ettd matemaattiselle joustavuudelle ei ole yhtéd vakiintunutta méaéritelmaa, eivat
kaytettivat kasitteetkddn ole vakiintuneet. Englanninkielisessé tutkimuskirjallisuudessa
kaytetddn sekd termid “flexible” ettd “adaptive” kuvaamaan joustavuutta matematiikassa.
Sanoilla saatetaan kirjoittajista riippuen tarkoittaa samaa tai eri asiaa. (Verschaffel ym.,
2009.). Suomenkielisessé kirjallisuudessa taas on vakiintunut kiytt6on sana ”joustava”
kadannoksend molemmille edelld mainituille sanoille, vaikka sanan “adaptive” voisi kdantida
myos esimerkiksi termilld ”adaptiivinen” (Palkki (2022) kayttiadkin tekstissdédn tata
kadnnostd) tai “sopeutuva”, jotka olisivat vililld hyvinkin kuvaavia. Téssé tutkimuksessa
paddyttiin kdyttdméédn termid “joustava”, ja alkuperdinen englanninkielinen termi on lisdksi

mainittu tarpeen vaatiessa.

Tarkasta méaritelmastd tai kdytetyistd termeistd riippumatta joustavat matemaattiset taidot on
laajalti hyvéiksytty matematiikan opetuksen tavoitteeksi (Hong ym., 2023), ja myds Suomen
perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet nostaa esiin laaja-alaisen osaamisen, jota
osataan soveltaa eri tilanteissa (Opetushallitus, 2014, s. 20). Kyky tietojen ja taitojen
soveltamiseen nousee esiin myds opetussuunnitelman matematiikan osuuksissa seké ala- etti

yldkoulussa (Opetushallitus, 2014, s. 234, 374).



1.1.1 Strateginen joustavuus

Matemaattisen joustavuuden synonyyminé pidetdédn useissa konteksteissa strategista
joustavuutta (strategic flexibility), jonka Verschaffel ja kumppanit (2009) ovat médritelleet
seuraavasti: ”Joustavalla strategian valinnalla tarkoitamme tilannetta, jossa yksilo tietoisesti
tai tiedostamattaan valitsee ja kayttdd itselleen mahdollisimman sopivaa strategiaa
matemaattiseen tehtdvédn tai ongelmaan ottaen huomioon myds sen sosiokulttuurisen

kontekstin, jossa henkild toimii.” (Verschaffel ym., 2009, s. 343.)

Strategista joustavuutta on tutkittu paljon, ja tyypillisimmat tutkimusasetelmat selvittivit
erilaisten ratkaisustrategioiden tuntemusta ja kdyttod laskutehtévien ratkaisemisessa (Hong
ym., 2023). Strategisen joustavuuden tutkimuksessa tavoitteena on mm. selvittié tehtdvin
ja/tai ratkaisijan kannalta kaikkein tarkoituksenmukaisimpia ratkaisustrategioita ja tutkia sit4,

kuinka strategisesti joustavia tutkittavat ovat (Hickendorff ym., 2022; Newton ym., 2020).

Vaikka strategisesta joustavuudesta puhutaankin joissain konteksteissa matemaattisen
joustavuuden synonyymina, se ei kuitenkaan anna tiyttd kuvaa joustavasta matemaattisesta
osaamisesta. Esimerkiksi Hickendorff ja kumppanit (2022) kuvailevat edelli esiteltya
Verschaffelin ja kumppaneiden (2009) kidyttimad matemaattisen joustavuuden mairitelmaa ja
muita sen kaltaisia madritelmid kapea-alaisiksi. Tdllaisissa médritelmissd matemaattinen
joustavuus madritellddn tdysin joustavan ratkaisustrategiavalinnan kautta. (Hickendorff ym.,
2022.) Joustava strategiavalinta ei kuitenkaan ole ainoa tutkimuskohde matemaattisen
joustavuuden alalla, ja jopa koko teoria strategiavalinnan kisitteen takana on asetettu

kyseenalaiseksi (McMullen ym., 2016; Threlfall, 2009).

Strategiavalintojen lisdksi matemaattisen joustavuuden sateenvarjon alla on tutkittu
esimerkiksi matemaattisten representaatioiden joustavuutta (Deliyianni ym., 2016; Heinze
ym., 2009). Taméi onkin laajentanut matemaattisen joustavuuden kokonaiskuvaa (Hickendorff
ym., 2022). Matemaattisen joustavuuden kokonaiskuvan laajentamiseen pyrkii myos téssi
tutkimuksessa kdytetty McMullenin ja kumppaneiden (2016) kdyttimi matemaattisen
joustavuuden maédritelma, joustava (rationaali-)lukukésite. Ennen timén kisitteen avaamista

tdytyy kuitenkin késitelld matemaattisen joustavuuden tutkimuksen juuria hieman tarkemmin.



1.1.2 Joustava asiantuntijuus

Matemaattisen joustavuuden tutkimuksen juuret ovat joustavan asiantuntijuuden kisitteessa.
Joustava asiantuntijuus on Hatanon alun perin vuonna 1982 esittelemai késite, jolla
tarkoitetaan kykyd ymmartden soveltaa opittuja toimintatapoja joustavasti ja luovasti seka
uusissa ettd tutuissa tilanteissa. Sen vastakohtana on rutiiniasiantuntijuus, jolla taas
tarkoitetaan kykya ratkaista tuttuja tehtévid nopeasti ja tarkasti ilman vaatimusta
ymmartdmisestd. (Hatano, 2003.) Rutiiniasiantuntijasta poiketen joustava asiantuntija siis
ymmartdd kdyttimansa toimintatavat ja pystyy esimerkiksi selittimédn, miten tai miksi ne
toimivat. Lisdksi hdn pystyy soveltamaan osaamistaan my0s uusiin tilanteisiin. (Hatano,

1988; Hatano & Inagaki, 1984; McMullen ym., 2020.)

Joustavan asiantuntijuuden késitettd on kdytetty useilla eri aloilla esimerkiksi selittimain
eroja alan aloittelijoiden ja eksperttien vélilld (Hatano & Oura, 2003). Matematiikan
kontekstissa joustavan asiantuntijuuden késitettd on kdytetty kuvaamaan matemaattista
osaamista, jota osataan soveltaa eri tilanteissa joustavasti (esim. McMullen ym., 2016), ja sité
pidetddn yleisesti tavoiteltavana tuloksena matematiikan opetuksessa (Hatano & Oura, 2003;
Hong ym., 2023; Sievert ym., 2019). Itse pidin joustavaa matemaattista asiantuntijuutta
erddnlaisena matemaattisen joustavuuden ylékisitteend, jonka alle muu tutkimus asettuu.
Kaikki matemaattisen joustavuuden tutkimukset eivét kuitenkaan eksplisiittisesti 1dhesty

teemaa joustavan asiantuntijuuden nidkokulmasta (Hong ym., 2023).

Vaikka joustava asiantuntijuus yleisesti tunnistetaan matematiikan opetuksessa tavoiteltavaksi
lopputulokseksi, sen kehittymisen tukeminen on hankalaa, vaikkakin mahdollista
(Hickendorff ym., 2022). Yleisesti ottaen tutkimuksissa on my0s todettu, ettd suurin osa
oppilaista ei ole kovin matemaattisesti joustavia ainakaan sellaisilla tavoilla, joilla
joustavuutta on tutkimuksissa operationalisoitu (esim. Hickendorff ym., 2022; McMullen

ym., 2019; Palkki, 2022; Pittalis, 2024).

Koska joustavan asiantuntijuuden mééritelméén kuuluu kyky soveltaa osaamistaan uusissakin
tilanteissa, joustavaan matemaattiseen osaamiseen liittyvét ldheisesti rutiini- ja ei-
rutiinitehtdvien kasitteet. Rutiinitehtévilld tarkoitetaan usein sellaisia tehtdvié, jotka voidaan
suorittaa yksinkertaisesti kayttdmalld opittuja proseduureja ilman, ettd osaamista taytyy
soveltaa. Ei-rutiinitehtdvit sen sijaan ovat sellaisia tehtdvié, joissa osaamista tdytyy soveltaa.
(Polya, 1966, s. 126127, viitattu Beghetton (2017) tekstissd) Rutiiniasiantuntija voi olla

todella tehokas ratkaisemaan rutiinitehtivid kayttdmailld tuttuja proseduureja, mutta ei osaa
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soveltaa osaamistaan uudenlaisiin tehtéviin. Joustava asiantuntija taas osaa hyodyntiaa
osaamistaan myos silloin, kun késilld on ei-rutiinitehtéva, joka vaatii tietojen yhdistelemistd ja

soveltamista uudessa kontekstissa. (Hatano, 1988.)

Tassd tutkimuksessa rutiinitehtdviksi kutsutaan tehtédvia, joilla on yksi selvdrajainen vastaus,
ja joiden kaltaisia tehtdvid oppilaat ovat oletettavasti kohdanneet jo aiemmin. Joustavaa
rationaalilukukésitettd mittaavia lausekkeenmuodostamistehtdvid kohdellaan ei-
rutiinitehtdvind, ja rajaamattomien ja rajattujen lukusuoratehtdvien osalta rajanvetoa ei tehda
ennen tulosten analysointia. Erottelu rutiini- ja ei-rutiinitehtéviin on kuitenkin vahvasti
kontekstisidonnaista: tehtévi, joka on yhdelle oppilaalle tuttu ja jonka kaltaisia hin on
harjoitellut aiemmin, saattaa toiselle oppilaalle olla uusi tai esimerkiksi vaatia taitoja, joita
hinella ei vield ole (Jider ym., 2017). On myos tarkedd huomata, ettd esimerkiksi strategisen
joustavuuden tutkimus tarkastelee usein joustavia ratkaisustrategioita tehtavissa, jotka edelld
kuvatun mééritelmin mukaan voitaisiin nimeté rutiinitehtaviksi. Jakolinja rutiini- ja ei-
rutiinitehtdviin ei siis ole selked, silld ensinnékin jakolinja on yksild- eikd tehtidvikohtainen, ja

toisaalta my0s niin kutsuttuja rutiinitehtéivia voi ratkaista joustavasti.

Joustavan asiantuntijuuden kasitteen valossa on mielestdni selvid, ettd pelkédn joustavan
strategiavalinnan keinoin on vaikeaa selittdd kaikkia joustavaan matemaattiseen osaamiseen
liittyvid taitoja ja tavoitteita. Tdmén tutkimuksen padkasite, joustava lukukdsite, pyrkiikin
osaltaan tdydentdmién joustavan strategiavalinnan piirtdiméai kuvaa joustavasta

asiantuntijuudesta.
1.1.3 Joustava (rationaali-)lukukasite

Joustava lukukadsite pyrkii vastaamaan osaltaan kysymykseen siitd, mikd mahdollistaa tiedon
soveltamisen uusissa konteksteissa ja sitd kautta joustavan matemaattisen toiminnan. Joustava
lukukisite (adaptive number knowledge, ANK; kddnnetty aiemmin suomeksi myos
adaptiivinen numerotieto (Palkki, 2022, s. 23)) on McMullenin ja kumppaneiden (2016)
kehittama kasite, jolla tarkoitetaan hyvin kehittynyttd tietoverkostoa lukujen ominaisuuksista
ja niiden vilisistd suhteista (McMullen ym., 2016, s. 172). McMullenin ja kumppaneiden
mukaan joustava lukukésite on olennainen osa niitd kykyjé, joita tarvitaan strategisen

joustavuuden saavuttamiseksi (McMullen ym., 2016).

Joustava lukukisite pohjaa ajatukseen siitd, ettd tilannesidonnaista strategista joustavuutta

selittda laskustrategioiden tuntemisen ohella rikas tietoverkosto luvuista ja niiden vélisista
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ominaisuuksista (McMullen ym., 2016). Threlfall esitteli jo vuonna 2009 kritiikkié vallalla
olleelle teorialle strategiavalinnoista strategisen joustavuuden taustalla. Hinen mukaansa on
epdselvia, valitseeko ihminen todella ongelmanratkaisutilanteessa ratkaisustrategiansa
tuntemiensa strategioiden joukosta ennen ongelmanratkaisun varsinaista aloittamista. Hin
esittelikin idean vihitellen tarkentuvasta ratkaisustrategiasta, joka kylla voidaan jélkikiteen
konstruoida, mutta joka rakentuu aina tilannekohtaisesti uudelleen. Threlfallin teoria
tilanteessa rakentuvista strategioista perustuu ajatukseen siitd, ettd kisilld olevan ongelman
luvut, niiden ominaisuudet ja niiden véliset suhteet ohjaavat ongelmanratkaisuprosessia ja
ratkaisustrategian rakentumista. (Threlfall, 2009.) Joustava lukukasite istuukin hyvin
Threlfallin vihitellen tarkentuvien ratkaisustrategioiden teoriaan. Se antaa mééritelman, joka
auttaa selittdiméén yksildiden vélisid eroja heidén kyvyissddn hyddyntédd lukujen ja niiden

vilisten suhteiden ominaisuuksia ongelmanratkaisussa.

Joustavan lukukaisitteen on todettu olevan rutiiniosaamisesta erillinen osaamisen muoto.
Riittdva rutiiniosaaminen on joustavan lukukisitteen kannalta tarpeellista, muttei yksindén
riitd joustavan lukukisitteen saavuttamiseksi. Joustavan lukukisitteen avulla voidaan siis
erotella osaamista myos niiden oppilaiden vilill4, joilla on vahvat perustaidot. (McMullen
ym., 2016, 2017.) Joustavan lukukisitteen on myds todettu olevan yhteydessé esialgebrallisiin
taitoihin, ja sitd on pystytty kehittimédéin interventioiden avulla (Brezovszky ym., 2019;

McMullen ym., 2017).

Joustavaa lukukdsitettd on tutkittu tihdn mennesséd kohtuullisen kattavasti. McMullen ja
kumppanit esittelivét kdsitteen vuonna 2016, ja sen jdlkeen tutkimuksissa on laajennettu
késitettd kokonaisluvuista rationaalilukuihin, ja joustava rationaalilukukésite esiteltiin vuonna
2020 (adaptive rational number knowledge ARNK (McMullen ym., 2020)). Joustava
rationaalilukukdésite siséltid siis kokonaislukujen lisdksi muut rationaaliluvut, ja heijastelee
hyvin rakentunutta tietoverkkoa rationaaliluvuista, niiden ominaisuuksista ja niiden vélisistad
suhteista. Hyvin kehittynyt joustava rationaalilukukésite vaatii kykyé yhdistdd osaamista
rationaalilukujen esitysmuodoista, rationaalilukuaritmetiikasta seki rationaalilukujen
suuruudesta osaksi yhtéd yhtenéista prosessia. (McMullen ym., 2020.) My0s rationaaliluvuilla
joustavan lukukdsitteen on todettu erottelevan myos rutiinitehtdvissa taitavia oppilaita
toisistaan, ja joustavaa rationaalilukukésitettd on pystytty kehittdméén intervention avulla

(McMullen ym., 2020, 2023).
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Joustavaa rationaalilukukésitetts, kuten joustavaa lukukisitettdkin, on toistaiseksi
operationalisoitu vain yhdella tehtivityypilld, lausekkeentuottamistehtivalla (arithmetic
sencence production task, kts. tarkempi kuvaus luvusta 3.2.1). Peruspiirteissdén tehtdvin
tavoitteena on muodostaa annetuista luvuista mahdollisimman monta uniikkia lauseketta,
joiden arvo on sama kuin tehtdvéssd annettu tavoitearvo. Joustavan rationaalilukukasitteen
teorian vahvistamiseksi olisi tarkedd, ettd onnistuttaisiin kehittdiméén tai 16ytdméén lisda
tehtdvid, jotka pystyisivit erottelemaan joustavaa rationaalilukuosaamista. (McMullen ym.,
2020) Taman tutkimuksen tavoitteena onkin tutkia rajaamattoman lukusuoratehtavén
yhteyksid lausekkeentuottamistehtdavédn ja rutiinitehtiviin rationaaliluvuilla, ja siten tdydentda
joustavan rationaalilukukisitteen mittaamiskeinoja ja ymmarrysté joustavasta

rationaalilukukésitteesti.

Joustavan matemaattisen asiantuntijuuden ja erityisesti joustavan rationaalilukukdésitteen
liséksi tdssd tutkimuksessa keskeisessd roolissa ovat rationaalilukuosaaminen ja
lukusuoratehtdvit. Seuraavaksi esitellddn rationaalilukuosaamista ja sen kehittymistd, seka
esitellddn joustavan rationaalilukukdsitteen rinnalla toinen hyvin kehittyneen
rationaalilukukésitteen mairitelma, integroitunut lukukésite. Tdmén jilkeen kerrotaan vield
tarkemmin lukusuoratehtévistd ja niiden kdytostd oppimispsykologisessa ja

kasvatustieteellisessa tutkimuksessa.
1.2 Rationaaliluvut matematiikan osaamisen avaintekijana

Rationaaliluvut ovat yksi perusopetuksen tarkeimmisté ja vaikeimmista matematiikan
opetussisdlloistd. Rationaalilukuihin luetaan kuuluvaksi positiiviset ja negatiiviset
kokonaisluvut, murtoluvut, paéttyvét ja sarjalliset desimaaliluvut seké prosenttiluvut.
Rationaalilukuosaamista tarvitaan niin matematiikassa edistymisessd kuin monissa véhemmén
suoraan koulumatematiikkaan liittyvissa arjen ja tydeldmén taidoissakin (esim. Lortie-
Forgues ym., 2015; Siegler & Pyke, 2013). Rationaalilukuosaaminen on kuitenkin yleisesti
heikkoa ainakin ldnsimaissa, ja rationaalilukutaitojen oppiminen ja opettaminen on yleisesti

tunnistettu vaikeaksi (Lortie-Forgues ym., 2015).

Yhdessa rationaalilukutaitojen keskeisyys koulussa ja sen ulkopuolella sekd
rationaalilukutaitojen oppimiseen liittyvét vaikeudet tekevét rationaaliluvuista kiinnostavan ja
tarkedn tutkimusaiheen. Rationaalilukutaitojen osaamista ja oppimista onkin tutkittu paljon.
Tutkimus on vahvistanut késitystd rationaalilukujen tirkedsté roolista koulumatematiikassa:

rationaalilukuosaamisen on esimerkiksi todettu olevan yhteydessd yleiseen matemaattiseen
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kompetenssiin (Lortie-Forgues ym., 2015; Schneider ym., 2018) ja ennustavan tulevaa
menestystid matematiikassa (Siegler ym., 2012). Tutkimuksen avulla on myos 16ydetty
lupaavia tuloksia siité, ettd oppilaiden rationaalilukutaitojen oppimista voidaan tukea

opetuksen keinoin (Yu ym., 2024).

Miksi rationaalilukuihin liittyvien sisdltdjen oppiminen sitten on niin hankalaa?
Artikkelissaan ”Why rational number arithmetic is so difficult” Lortie-Forgues ja kumppanit
(2015) kayvat lapi tekijoitd, jotka vaikuttavat rationaalilukutaitojen oppimisen vaikeuteen. He
listaavat seitsemén keskeistd syytd: 1) murto- ja desimaalilukujen merkintdtavat 2) murto- ja
desimaalilukujen suuruusluokkien ymmaérrettivyys 3) peruslaskutoimitusten vaikeaselkoisuus
murto- ja desimaaliluvuilla 4) kokonais- ja rationaalilukujen peruslaskutoimitusten vélisten
suhteiden kompleksisuus 5) rationaalilukujen peruslaskutoimitusten kompleksisuus suhteessa
toisiinsa (vrt. esim. murtolukujen ja desimaalilukujen laskuproseduureja) 6)
vastakkaissuuntaiset vaikutukset kerrottaessa ja jaettaessa positiivisilla rationaaliluvuilla jotka
ovat pienempid tai suurempia kuin yksi 7) rationaalilukujen aritmeettisten operaatioiden

erillisten komponenttien kokonaismaéré. (Lortie-Forgues ym., 2015, s. 206.)

Lortie-Forguesin ja kumppaneiden tarjoama lista rationaalilukutaitojen oppimisessa vaikeista
asioista ei suinkaan ole kattava (Lortie-Forgues ym., 2015), mutta se tarjoaa hyvén
yleiskatsauksen niihin asioihin, jotka tekevét rationaalilukuaritmetiikan oppimisesta vaikeaa.
Kantavana teemana rationaalilukutaitojen oppimisen vaikeudessa vaikuttaa olevan se, etti
rationaaliluvut ja niiden laskutoimitukset poikkeavat monin tavoin kokonaisluvuista. Siegler
ja Pyke (2013) toteavatkin, ettd ainoa kaikkia reaalilukuja yhdistdva asia on se, ettd ne
voidaan kaikki sijoittaa suuruusjérjestykseen (samalle) lukusuoralle. Rationaalilukujen
oppiminen siis haastaa oppilaiden aiempia kasityksié luvuista: luonnollisten lukujen
(positiiviset kokonaisluvut) ominaisuudet eivét ole universaalisti sovellettavissa kaikkiin

lukuihin. (Siegler & Pyke, 2013.)

Oppilailla on kuitenkin taipumus soveltaa luonnollisten lukujen ominaisuuksia myds muihin
rationaalilukuihin. Esimerkiksi murto- tai desimaalilukujen suuruusvertailussa yleinen virhe
on tehdé paatelmid samalla tavalla kuin kokonaisluvuilla. Tdllainen pdételma voisi olla
esimerkiksi, ettd 5/8 on suurempi kuin 3/4, koska 5 ja 8 ovat suurempia lukuja kuin 3 ja 4, tai
ettd 0,42 on suurempi kuin 0,6 koska 42 on suurempi luku kuin 6. Tallaisiin virheisiin
johtavaa ajattelua kutsutaan luonnollisten lukujen harhaksi (natural number bias), ja sitd

pidetdin rationaalilukujen ja niiden laskutoimitusten kompleksisen luonteen rinnalla yhtena
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isoimmista syistd sille, ettd rationaalilukutaitojen oppiminen on niin vaikeaa. (Van Dooren

ym., 2015.)
1.2.1 Rationaalilukuosaamisen kehittyminen

Van Hoof ja kumppanit (2018) tutkivat rationaalilukuosaamisen kehittymista 4—6
luokkalaisilla belgialaislapsilla. He kayttivit tutkimuksessaan testié, joka mittasi kehittymisti
kolmella alueella, joilla luonnollisten lukujen harha erityisesti ndkyy. Ndma alueet olivat
raitionaalilukujen suuruusosaaminen, rationaalilukujen aritmetiikka seké rationaalilukujen
tiheyden ymmaértdminen. (Van Hoof ym., 2018.) Rationaalilukujen tiheyden ymmaértdminen
tarkoittaa sitd, ettd ymmarretdin rationaalilukuja olevan d4reton miira jokaisen kahden, myos
ndenndisesti “perdkkéisen” (esim. 0,71 ja 0,72), luvun vilissd (Vamvakoussi & Vosniadou,

2010).

Van Hoofin ja kumppaneiden (2018) testissé oli eroteltu murto- ja desimaalilukutehtévit
jokaisessa osiossa, ja kysymykset oli rakennettu niin, ettd kayttdmalla kokonaislukujen
logiikkaa tehtdvistd sai vadran tuloksen. Tutkimustulokset antoivat selvid viitteitd siitd, ettd
rationaalilukuosaaminen kehittyy suuruusosaamisesta aritmeettiseen osaamiseen ja
aritmeettisesta osaamisesta tiheyden ymmartdmiseen. Lisdksi jokaisella osa-alueella
desimaalilukuihin liittyvd osaaminen kehittyi ennen murtolukuihin liittyvdd osaamista. (Van
Hoof ym., 2018.) Rationaalilukuosaaminen vaikuttaisi siis seuraavan tietynlaisia

kehitysvaiheita kaikilla oppilailla.

Toinen Van Hoofin ja kumppaneiden tutkimuksen tirked huomio oli, etté tutkittavista
oppilaista vain hyvin pieni osa saavutti matemaattisesti pitevin, rationaalilukujen tiheyden
ymmaértamisen sisdltdvén kdsityksen rationaaliluvuista tutkimuksen aikana. Tdma on
huomattavaa, silld osalla oppilaista tutkimus paéttyi samana kouluvuonna, jona heidin olisi
alueensa opetussuunnitelman mukaan pitinyt saavuttaa tutkimuksessa kiytetyn testin

suorittamiseksi riittdva rationaalilukuosaaminen. (Van Hoof ym., 2018.)

Tutkimuksissa onkin todettu, ettid edes aikuisilla ei valttdmaéttd ole matemaattisesti kovin
kehittynytté rationaalilukukasitettd tai rationaalilukutaitoja, ja ettd luonnollisten lukujen harha
vaikuttaa my0s koulutettujen aikuisten menestykseen rationaalilukutehtévissd (DeWolf &
Vosniadou, 2015). Myos esimerkiksi luokanopettajaopiskelijoiden rationaalilukutaidoissa on

16ydetty merkittdvid puutteita (Tossavainen, 2022; Van Steenbrugge ym., 2014).
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1.2.2 Rationaalilukuosaamiseen vaikuttavia tekijoita

Koska rationaalilukuosaaminen on keskimaérin heikkoa, tutkimuskentélla on luonnollisesti
oltu rationaalilukuosaamisen kehittymisen askelten lisdksi kiinnostuneita siitd, mitké asiat
vaikuttavat rationaalilukuosaamisen kehittymiseen. Tétd on tutkittu interventiotutkimusten
liséksi selvittdmalld, mitka taidot ennustavat myohempéé rationaalilukuosaamista.
Rationaalilukuihin liittyvistd osataidoista erityisesti kahteen on kiinnitetty huomiota viime
vuosina. Nama osataidot ovat rationaalilukujen suuruusosaaminen ja notaatioidenvilinen
osaaminen (Braithwaite ym., 2022; Ching ym., 2024; L. K. Schiller & Siegler, 2023;
Schneider ym., 2017).

Rationaalilukujen suuruusosaamisella tarkoitetaan kykyjad hahmottaa rationaalilukujen
suuruutta suhteessa toisiinsa ja (mentaalisella) lukusuoralla. Késitettd on operationalisoitu
erilaisilla rationaalilukujen vertailu- ja jérjestdmistehtévilld, joista jadlkimmaéisen tyyppinen
tehtdva on kdytossd my0s tdssd tutkimuksessa. Lisdksi rationaalilukujen suuruusosaamista on
mitattu lukusuoratehtavilld, joita tdsséd tutkimuksessa on myos kdytetty runsaasti. (Lortie-
Forgues ym., 2015; Schneider ym., 2018.) Tdman tutkimuksen keskidssi onkin
lukusuoratehtévévariantti rajaamaton lukusuoratehtdvé ja sen yhteydet muihin

rationaalilukuosaamista mittaaviin tehtaviin.

Suuruusosaamisen rinnalla toinen rationaalilukuosaamisen tutkimuksessa merkittavéksi
noussut osa-alue on notaatioidenvélinen osaaminen. Rationaaliluvuille on kdytdssd ainakin
kolme eri notaatiota: murtoluvut, desimaaliluvut ja prosenttiluvut. Notaatioidenvalistad
osaamista on operationalisoitu ainakin tehtdvilld, joissa vertaillaan eri notaatioilla esitettyjen
rationaalilukujen suuruuksia toisiinsa (Braithwaite ym., 2022; Schiller ym., 2024). Téssa
tutkimuksessa notaatioiden vilistd osaamista vaaditaan useammassa tehtévissd. Oppilaiden
tdytyi osata muuntaa murtolukuja desimaaliluvuiksi ja toisin péin, seka ratkaista tehtdvia,

joissa kaytettiin murto- ja desimaalilukuja sekaisin.

Sekéd suuruus- ettd notaatioidenvélisen osaamisen on todettu selittdvin osaamista
aritmeettisissa tehtivissd rationaaliluvuilla myds muiden muuttujien vaikutuksen
kontrolloinnin jilkeen (Braithwaite ym., 2022; Schiller & Siegler, 2023). Erityisen
huomionarvoista on, ettd molempien taitojen on myds todettu olevan yhteydessa yleiseen
matemaattiseen kompetenssiin (Resnick ym., 2023; Schiller ym., 2023; Schiller ym., 2024;
Siegler ym., 2011; Torbeyns ym., 2015). Tama viittaa siihen, ettd rationaalilukuosaamisen

osataidot vaativat sellaista osaamista, joka edistdd myos yleisid matemaattisia valmiuksia.
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1.2.3 Hyvin kehittyneen rationaalilukukasitteen indikaattorit: integroitunut lukukasite

ja joustava rationaalilukukasite

Rationaalilukuosaaminen ja erityisesti rationaalilukukésitteen kehittyminen ovat osa
yleisempad lukukisitteen kehittymisen tutkimusta. Siegler ja kumppanit (2011) ovat
kehittidneet numeerisen kehityksen integroidun teorian, jonka avulla pyritddn hahmottamaan
lukukisitteen kehittymistd. Teoria yhdistdd kokonaislukukisitteen ja kehittyneempien
lukukasitteiden, kuten rationaalilukukésitteen, kehittymisen osaksi samaa jatkumoa.
Numeerisen kehityksen integroidun teorian keskiossd on mentaalinen lukusuora, joka
numeerisen kehityksen myotd kasvaa (suuremmat positiiviset luvut ja negatiiviset luvut) ja
tarkentuu (rationaaliluvut, yhi tarkempi lukujen sijoittaminen), ja suuruusosaaminen nahdaan

lukukésitteen kehittymiselle hyvin olennaiseksi. (Siegler ym., 2011.)

Kun numeerisen kehityksen integroitu teoria esiteltiin vuonna 2011, se oli ainutlaatuinen juuri
siksi, ettd se yhdisti kokonais- ja murtolukukésitteen kehittymisen toisiinsa (Siegler ym.,
2011). Sittemmin teoriaa on laajennettu koskemaan kaikkia rationaalilukuja, ja teoria
lukukésitteen kehittymisestd on syventynyt ja laajentunut (Schiller ym., 2023; Siegler, 2016;
Siegler & Lortie-Forgues, 2014). Nykyiselldén teoria siséltda rationaalilukujen osalta
erillisten notaatioiden ymmartdmisen, sekd olennaisena osana teoriaa notaatioidenvélisen
osaamisen. Schiller ja Siegler my®ds esittelivdt vuonna 2023 kisitteen integroitunut lukukasite
(integrated number sense) kuvaamaan numeerisen kehityksen integroidun teorian mukaista
hyvin kehittynyttd lukukasitettd, joka ndhddin lukukasitteen kehityksen péétepisteend.
(Schiller & Siegler, 2023.)

Integroitunut lukukésite mééritellddn kyvyksi ”sujuvasti muuntaa ja vertailla (lukujen)
suuruuksia notaatioiden sisdlld ja vélilld”, ja sithen kuuluu kolme komponenttia: 1) Tarkkuus.
Kyky esittdd luvun suuruus mahdollisimman tarkasti esimerkiksi lukusuoralla riippumatta sen
notaatiosta. 2) Muuntaminen (translation). Kyky ilmaista annettu luku eri tavalla samassa tai
toisessa notaatiossa, tilanteesta riippuen joko tarkasti tai arvioiden. 3) Vertailu. Kyky vertailla
lukujen suuruuksia keskenéén riippumatta niiden notaatioista. (Schiller & Siegler, 2023, s. 2.)
Schillerin ja kumppaneiden tutkimukset antavat viitteitd siité, ettd isolla osalla
peruskoululaisia ja yliopisto-opiskelijoita lukukésite ei ole riittdvén kehittynyt, jotta sitd
voitaisiin kutsua integroituneeksi. Erityisesti notaatioidenvilinen osaaminen oli molemmilla
ryhmilld heikompaa kuin notaatioiden sisdinen osaaminen. (Schiller ym., 2023; Schiller &

Siegler, 2023.)
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Numeerisen kehityksen integroitu teoria on siis yhtendinen kokonais- ja
rationaalilukukésitteiden kehittymisen teoria, joka painottaa suuruusosaamisen ja
notaatioidenvilisen osaamisen tdrkeytté tédssd kehityksessé. Teoriassa integroitunut lukukésite
ndhdéén kehityksen péitepisteend. (Schiller & Siegler, 2023.) Integroituneessa
lukukisitteessd voidaan néhda piirteitd my0ds joustavasta asiantuntijuudesta: hyvin kehittynyt
suuruusosaaminen esimerkiksi mahdollistaa omien ratkaisujen arvioinnin, ja
notaatioidenvilinen osaaminen taas esimerkiksi joustavan siirtymisen notaatiosta toiseen, ja

siten itselle sopivimman ratkaisustrategian valitsemisen.

Itse ndenkin numeerisen kehityksen integroidussa teoriassa ja tdssd tutkimuksessa kiytetyssé
joustavassa rationaalilukukasitteessi paljon samaa. Kuten jo aiemmin on todettu, joustavalla
rationaalilukukésitteelld tarkoitetaan hyvin kehittynytté tietoverkostoa rationaalilukujen
ominaisuuksista ja niiden viélisistd suhteista, ja sitd kdytetddn kuvailemaan oppilaiden

menestysté aritmeettisessa lausekkeentuottamistehtdvéssd (McMullen ym., 2020).

Joustavan rationaalilukukésitteen on todettu kykenevén erottelemaan osaamista niiden
oppilaiden vilill4, joilla on vahvat taidot rutiinitehtivissd rationaaliluvuilla. Vahva
konseptuaalinen ja proseduraalinen rationaalilukuosaaminen ovat siis vaatimuksia joustavalle
rationaalilukukisitteelle, mutta eivdt yksindéin selitd variaatioita oppilaiden osaamisessa.
Joustavan rationaalilukukdsitteen erityisyys 10ytyykin juuri tisti: se kykenee pddsemiin
késiksi taitoihin, joita rutiinitehtdvét eivét yksindén onnistu mittaamaan. (McMullen ym.,

2020.)

Sen liséksi, ettd joustava rationaalilukukésite erottelee osaamista myd6s oppilailla, joilla on
vahva rutiiniosaaminen rationaaliluvuilla, on sen todettu myds ennustavan myohempai
algebraosaamista. Tamé yhteys saattaa liittyd sithen, ettd joustava rationaalilukukaisite
mahdollistaa joustavan tietojen soveltamisen ja lukujen ominaisuuksien tuntemisen.
(McMullen ym., 2020.) Tulos vahvistaa kdsitystd siitd, ettd joustavan rationaalilukukésitteen

tutkiminen ja kehittymisen tukeminen on tarkeda.

Tutkimuksessa onkin todettu, ettd joustavan rationaalilukukésitteen kehittymiseen pystytddn
vaikuttamaan. Interventiotutkimuksessa havaittiin, ettd joustavaa rationaalilukukasitetta
pystytddn vahvistamaan opetuspelin avulla. Rationaalilukutaitoja ja joustavaa
rationaalilukukasitettd kehittimdin suunniteltua pelid pelanneet oppilaat kehittyivit

rationaalilukutaidoissaan ja joustavassa rationaalilukukasitteessdin kontrolliryhmaa
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paremmin. Lisdksi pelaamisen médrd ja laatu ennustivat taitojen kehittymisti. (McMullen

ym., 2023.)

Palataan sitten takaisin joustavan rationaalilukukésitteen ja integroituneen lukukisitteen
valisiin késitteellisiin samankaltaisuuksiin. Joustavan rationaalilukukisitteen ja integroituneen
lukukisitteen taustat ovat erilaiset: joustavan rationaalilukukésitteen avulla pyritdén tutkimaan
joustavaa asiantuntijuutta matematiikassa, kun taas integroituneen lukukisitteen taustat ovat
lukukdésitteen kehittymisen tutkimuksessa (McMullen ym., 2020; Schiller & Siegler, 2023).
Naéen kisitteissa siitd huolimatta paljon samaa. Molemmat késitteet nimittiin pyrkivét
kuvaamaan pitkille kehittynyttd rationaalilukuosaamista. Liséksi on paljon molempiin
késitteisiin liittyvid taitoja, jotka mainitaan eksplisiittisesti vain toisen kasitteen
madritelméssi, mutta joihin joko viitataan tai joita tarvitaan epasuorasti myds toisen kisitteen
mukaisessa osaamisessa. Taulukkoon 1 on koottu joustavan rationaalilukukisitteen ja

integroituneen lukukésitteen yhtildisyyksié ja eroja.

Esimerkiksi rationaalilukujen suuruusosaaminen ja notaatioidenvilinen osaaminen mainitaan
integroituneen lukukésitteen maédritelméssa (Schiller & Siegler, 2023), mutta taitoja vaaditaan
myos kehittyneessé joustavassa rationaalilukukésitteessd. Aritmeettisessa
lausekkeentuottamistehtidvassd molemmista taidoista on nimittdin hyotya, eika tehtdvéssa
pysty saamaan kovin korkeita pisteitd ilman ndita taitoja (McMullen ym., 2020). Toisaalta
taas tiedon yhdistyneisyyden ja lukujen ominaisuuksien tuntemisen osalta tilanne on
pdinvastainen: molemmat mainitaan eksplisiittisesti joustavan rationaalilukukésitteen
madritelméssd (McMullen ym., 2023), mutta taitoja vaaditaan myds integroituneessa

lukukisitteessd. Esimerkiksi suuruusosaaminen vaatii lukujen ominaisuuksien tuntemista.

Néen joustavalla rationaalilukukaésitteelld ja integroituneella lukukasitteelld monien
yhtenevien ominaisuuksien lisdksi myds kaksi olennaista eroa. Ensinnékin vain joustavaan
rationaalilukukaésitteeseen kuuluu ajatus lukujen vilisten aritmeettisten suhteiden
tuntemisesta. Integroituneen lukukaésitteen mééritelméassé lukujen vilinen vertailu nimittdin
rajoittuu niiden suuruusvertailuun, kun taas joustavaan rationaalilukukasitteeseen kuuluu
olennaisesti lukujenvilisten suhteiden monipuolinen tunteminen. (McMullen ym., 2020;
Schiller & Siegler, 2023.) Toinen ero joustavan rationaalilukukésitteen ja integroituneen
lukukisitteen vililld on niiden vaatima taitotaso. Integroitunut lukukasite vaatii kylld
monipuolista ja kehittynyttd rutiininomaista rationaalilukuosaamista, mutta joustava

rationaalilukukésite erottelee osaamista my0ds niiden oppilaiden vililld, joiden
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rutiiniosaaminen on vahvaa (McMullen ym., 2020), ja ndhdikseni saattaisi jo tayttdd

integroituneen lukukasitteen maaritelmén.

Néenkin tarkednd yhdistda lukukésitteen kehittymisen ja joustavan asiantuntijuuden
tutkimuksen toisiinsa. Joustava asiantuntijuus ja kehittynyt matemaattinen osaaminen
nimittdin voivat hyvinkin tukea ja tiydentda toisiaan. Tutkimus antaa viitteitd siitd, ettd hyva
rutiiniosaaminen tukee joustavan asiantuntijuuden kehittymistd (McMullen, 2014; McMullen
ym., 2020), ja toisaalta taas joustavan asiantuntijuuden kehittimiseen tdhtdévit interventiot

ovat kehittdneet myos osallistujien rutiiniosaamista (McMullen ym., 2023).

Taulukko 1 Integroituneen lukukasitteen ja joustavan rationaalilukukasitteen yhtalaisyyksia ja eroja

Lukukasitteet Integroitunut lukukasite Joustava
rationaalilukukasite
Tausta lukukasitteen kehittyminen | joustava asiantuntijuus
Maaritelma "kyky muuntaa ja vertailla "hyvin kehittynyt
lukuarvoja sujuvasti tietoverkosto
notaatioiden sisalla ja rationaalilukujen
niiden valilla” (Schiller & ominaisuuksista ja niiden
Siegler, 2023, s. 2) valisista aritmeettisista
suhteista” (McMullen ym.,
2023, s. 2)
Osataidot suuruusosaaminen maaritelmassa tehtavissa
notaatioidenvalinen maaritelmassa, vahva tehtavissa
osaaminen korostus
lukujen ominaisuuksien | osittain maaritelmassa maaritelmassa
tunteminen (esim. arviointi- ja
vertailutaito ja
suuruusosaaminen), mutta
vahemman lasna
tiedon yhdistyneisyys seuraa osittain olennainen osa maaritelmaa
maaritelmasta, muttei
suoraan ilmaistu
lukujen valiset puuttuu olennainen osa maaritelmaa
(aritmeettiset) suhteet
Taitotaso hyva osaaminen hyva osaaminen
perustehtavissa, paino perustehtavissa (mukaan
notaatioidenvalisessa lukien notaatioidenvaliset
osaamisessa tehtavat) ei riita, erottelee
hyvia rutiiniosaajia

Schiller ja kumppanit toteavat, etti kaikki eivét suinkaan saavuta integroitunutta

rationaalilukukaésitettd: kehitystd ei ndytd tapahtuvan kuudennelta kahdeksannelle luokalle, ja

yliopisto-opiskelijoista neljdnnekselld ei vaikuttanut olevan integroitunutta

rationaalilukukasitettd (Schiller ym., 2023; Schiller & Siegler, 2023). Joustava
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rationaalilukukaésite voisikin mahdollisesti tiydentdd selitysta sille, miksi lukukasitteen
kehitys osalla pysdhtyy matemaattisesti epétdydelliseen rationaalilukukasitteeseen. On
kuitenkin tarkedd muistaa myos se, ettd joustava asiantuntijuus ei ole taito, jota ldhdetddn
kehittdmaddn sen jélkeen, kun rutiiniasiantuntijuus on saavutettu. Sen sijaan joustava ja
rutiiniasiantuntijuus voivat kehittyd vastavuoroisesti, ja joustavan asiantuntijuuden

kehittymistd voidaan tukea jo varhaisesta vaiheesta ldhtien. (Hickendorff ym., 2022)

Rationaaliluvut ovat siis erittéin tirkeitd yleisen matemaattisen kompetenssin ja arjen taitojen
kannalta. Rationaalilukutaitojen oppiminen on kuitenkin monesta syystd hankalaa, ja yksi
isoimmista syistd on se, ettd monet rationaalilukujen ominaisuudet poikkeavat merkittavésti
kokonaisluvuista. (Lortie-Forgues ym., 2015; Siegler & Pyke, 2013.) Tdma johtaa monilla
oppilailla ja aikuisilla luonnollisten lukujen harhaan (Van Dooren ym., 2015).
Rationaalilukuosaamisen tirkeimpid osataitoja ovat suuruusosaaminen ja notaatioidenvilinen
osaaminen (Braithwaite ym., 2022; Ching ym., 2024; Schiller ym., 2023; Schneider ym.,
2017). Naille kahdelle pohjautuu my6s numeerisen kehityksen integroituneen teorian
mukainen integroitunut lukukisite (Schiller & Siegler, 2023). Joustava rationaalilukukasite on
integroitunutta lukukésitettd laajempi rationaalilukuosaamisen kuvaaja, joka maaritelldan
hyvin kehittyneeksi tietoverkoksi rationaalilukujen ominaisuuksista ja niiden vilisistd
suhteista (McMullen ym., 2020, 2023). Joustavaa rationaalilukukisitettd on kuitenkin
toistaiseksi operationalisoitu vain yhdelld tehtdvélld (McMullen ym., 2020), ja timén
tutkimuksen tavoitteena on selvittdd, voidaanko joustavaa rationaalilukukisitettd mitata

lausekkeentuottamistehtivén lisdksi myos rajaamattoman lukusuoratehtévén avulla.
1.2.4 Rationaaliluvut Floridan matematiikan opetussuunnitelmassa

Tamain tutkimuksen aineisto oli kerétty Yhdysvalloissa, Floridassa. Yhdysvalloissa ei ole yhta
yhtendistd opetussuunnitelmaa, vaan jokainen osavaltio laatii oman opetussuunnitelmansa
(U.S. Department of Education, ei pdivimddrad.). Maassa on olemassa myds yhteiset
standardit osaamiselle matematiikassa ja englannin kielessd, nimeltddn Common core
standards, johon iso osa osavaltioista on sitoutunut. Florida kuuluu kuitenkin siithen pieneen
osaan osavaltioita, joka ei ole sitoutunut yhteisiin opetuksen standardeihin. (“Common Core,”
2024.) Sen sijaan osavaltiolla on omat opetussuunnitelmansa. Matematiikan osalta
opetussuunnitelma on nimeltéén Florida’s B.E.S.T. Standards for Mathematics (Florida

Department of Education, 2024).
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Floridassa rationaalilukujen opetus alkaa ensimmadiselld luokalla (6—7-vuotiaat) kuvioiden
osiin jakamisella ja osien nimeédmiselld. Kolmannella luokalla esitelldédn murtolukujen
kirjallinen esitystapa ja harjoitellaan samannimisten murtolukujen suuruusvertailua.
Neljannelld luokalla esitellddn desimaaliluvut. Tdmén jilkeen eksplisiittinen rationaalilukujen
opetus jatkuu vihitellen syventden seitseménnelle luokalle (12—13-vuotiaat) asti, jolloin
tavoitteena on ymmartdd murto- ja desimaalilukujen olevan rationaalilukujen esitysmuotoja ja
varmistaa peruslaskutoimitusten sujuvuus rationaaliluvuilla. (Florida’s B.E.S.T. Standards:

Mathematics, el padivimaaraa.)

Tadmén tutkimuksen osallistujat olivat tutkimushetkelld yhdeksédsluokkalaisia, joten
eksplisiittinen opetus liittyen rationaalilukuihin oli heidén osaltaan péattynyt. Oppilailla
voidaan siis olettaa olevan riittavét tiedot ja taidot tutkimuksessa kiytettyjen tehtivien
ratkaisemiseksi. Toisaalta kulunut aika erillisesté rationaalilukuihin liittyvésti opetuksesta

saattaa osaltaan vaikuttaa siihen, ettd taidot ovat osalla paésseet jo unohtumaan.

Rationaaliluvut ovat tirked oppimistavoite myds Suomessa, ja opetussuunnitelman sisillot
ovat hyvin samankaltaisia, joskin vihemmaén tarkasti méaariteltyja kuin Floridassa. Floridaan
verrattuna Suomessa kuitenkin edetéén siséltdjen kanssa hieman hitaammin. Esimerkiksi
murtolukujen jakaminen murtoluvuilla kuuluu vasta yldasteen sisdltdihin (Opetushallitus,
2014, s. 909), ja sujuvat rationaalilukujen peruslaskutoimitukset ovat osa péaéttdarvioinnin
arvosanan 8 kriteereitd (Opetushallitus, 2014, s. 920), kun ne Floridassa asetetaan tavoitteeksi

jo Suomalaisten kuudesluokkalaisten ikdisille oppilaille.
1.3 Lukusuoratehtavat matematiikan oppimisen ja opetuksen tutkimuksessa

Lukusuoratehtdvid on kdytetty paljon matematiikan oppimisen ja osaamisen tutkimuksessa
(Schneider ym., 2018). Lukusuoratehtdvid pidetddn tehokkaana vilineena erityisesti
murtolukujen oppimisessa, silld ne auttavat esimerkiksi vahvistamaan kisitystd murtoluvuista
lukuina, joilla on yksiselitteinen suuruus. Lisdksi tehtdvien ajatellaan vahvistavan ja
syventdvin murtolukuosaamista, silld lukusuorat tarjoavat uuden mallin, jolle siirtdd aiempaa
osaamista. (Cramer ym., 2019) Tamin tutkimuksen pditavoitteena on tutkia erdstd joustavan
lukukisitteen tutkimuksessa jo hieman kéaytettyéd rajaamatonta lukusuoratehtdavityyppid ja sen
yhteyksid joustavuutta ja rutiiniosaamista mittaaviin rationaalilukutehtéviin. Tutkimuksessa
on lisdksi kdytossd enemmaén tutkittu rajattu lukusuoratehtidvityyppi. Ennen nédiden
nimenomaisten lukusuoratehtdvien ja niihin liittyvan tutkimuksen tarkempaa esittelyd on

tarpeen kéyda 14pi lukusuoratehtdvié ja niiden tutkimusta hieman yleisemmaéll4 tasolla.
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Lukusuorat ovat olennainen osa kehityspsykologista lukukasitteen kehittymisen tutkimusta, ja
esimerkiksi aiemmin késitellyn integroidun lukukisitteen tutkimuksessa on kéytetty
lukusuoratehtivié (Schiller ym., 2024). Tamin kaltaisessa kontekstissa lukusuoratehtédvien
ajatellaan antavan tietoa esimerkiksi murtolukujen ymmartamisesta ja sisdisestd lukusuorasta
(Siegler & Lortie-Forgues, 2014). Lukukisitteen kehittymisen tutkimuksen lisdksi
lukusuoratehtévid kiytetdin myos osana koulutuspainotteisempaa matematiikan oppimisen
tutkimusta (esim. Kim, 2024). Téssé tutkimuksessa kiytettdvi rajattuja lukusuoratehtdvid on
aiemmin kdytetty lukukésitteen kehittymisen tutkimuksessa, kun taas rajaamattomia

lukusuoratehtivid on kdytetty erityisesti opetuskokeiluissa.

Varmasti johtuen siitd, ettd eri tutkimussuuntaukset kayttavit lukusuoratehtévii osittain
erilaisten tavoitteiden saavuttamiseksi, on erilaisten lukusuoratehtédvien mairitteleminen ja
keskindinen vertailu tutkimuskentdlld varikastd, eivatkd kaikki lukusuoratehtdvien variaatiot
mahdu samojen mééritelmien sisddn. Lukukaésitteen kehittymisen tutkimuksessa on kédytossa
jaottelu rajattuihin ja rajaamattomiin lukusuoratehtiviin. Oppimisen tukemisen ndkdkulmasta
tehdyssa tutkimuksessa lukusuoratehtdvit on taas jaoteltu esimerkiksi tehtdviin, joissa
yksikkd on annettu valmiiksi ja tehtdviin, joissa yksikko tdytyy itse konstruoida. (Vrt. esim.

Cramer ym., 2019; Schneider ym., 2018.)

Esimerkiksi Qin ja kumppanit (2024) pyrkivat tutkimuksessaan rakentamaan kattavan
lukusuoratehtdvien taksonomian, joka perustuu rajattu-rajaamaton-jaotteluun ja ottaa
huomioon useita muitakin lukusuoratehtévien varioitavissa olevia elementtejd (Qin ym.,
2024). Tamén taksonomian sisdén on kuitenkin vaikeaa sijoittaa esimerkiksi tdssi
tutkimuksessa kéytettyd rajaamatonta lukusuoratehtdvi, joten se on sellaisenaan riittimaton

kaikkien tutkimuskentélld kaytettdvien lukusuoratehtdvien méadrittelyyn.

Esittelenkin seuraavaksi toisenlaisen lukusuoratehtdvien perustaksonomian, joka voisi
palvella laajemman tutkimuskentdn tarpeita lukusuoratehtdvien luokittelemisessa. Kuvassa 1
kuvattu taksonomia sisdltdd perustason variaation tehtdvien vililla, ja sithen on lisdksi
sijoitettu tarkennuksineen tdssd tutkimuksessa kiytetyt lukusuoratehtivét, seké yleisesti

kiytossd olevan madritelmin mukaiset rajaamattomat lukusuoratehtivit.

Perustason erotteleva piirre erilaisten lukusuoratehtdvien vililla on ndhdékseni lukusuoralle
valmiiksi merkittyjen pisteiden sijainti. Merkittyjd pisteitd tulee olla vahintdén kaksi, jotta
lukusuoralla olisi mittakaava (Witherspoon, 2019), ja ndma pisteet voi sijoittaa: lukusuoran

molempiin pdihin (1), toisen pisteen lukusuoran pddhén ja toisen muualle lukusuoralla (2), tai
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molemmat pisteet muualle kuin lukusuoran pdihin (3). Lisdksi vaihtoehdossa (2) on

mielestdni oleellisesti eri asia, onko lukusuoran paistd merkitty vasen (2a) vai oikea (2b).

Lukusuoralle valmiiksi sijoitettujen lukujen sijainnin liséksi lukusuoratehtévid voidaan
varioida myds monin muin tavoin, esimerkiksi tehtdvassa kéytettyjen lukujen tyypin
(kokonais-, murto- tai rationaaliluvut, symbolinen tai ei-symbolinen merkintitapa) tai
yliméddréisten tuki- tai haméaysviivojen avulla. Liséksi ainakin rajatusta lukusuoratehtévisti on
kirjallisuudessa esitelty tuottamis- ja havainnointiversiot, joista ensimmaisessi pyydetidin
sijoittamaan annettu luku lukusuoralle, ja jilkimmaéisessd sen sijaan pyydetddn nimeidmé&an
lukusuoralle jo merkitty luku. (Schneider ym., 2018) Tassé tutkimuksessa kaytetyt
lukusuoratehtévit olivat kaikki tuottamistehtivid, ja niissa kaytettiin symbolisia
rationaalilukuja. Kuvan 1 taksonomia ei sisélld kaikkia mahdollisia lukusuoratehtévien

variointikeinoja, vaan lukusuoratehtévien tirkeimmaét variantit.

Tassé tutkimuksessa kéytettiin kahta lukusuoratehtavétyyppié: tehtivas, jossa lukusuoran
molemmat pdit oli nimetty kokonaisluvuilla (rajattu lukusuoratehtdvi), ja tehtdvai, jossa
lukusuoran vasen péé oli nimetty, ja lukusuoralle oli merkitty jokin rationaaliluku (rajaamaton
lukusuoratehtéva) (kts. kuva 1). Molemmissa tehtivissd lukusuoran vasempaan laitaan
merkitty luku oli 0, ja sijoitettavat luvut olivat rationaalilukuja. Seuraavaksi esitelldan téssa

tutkimuksessa kaytetyt lukusuoratehtdvit sekd niihin liittyvaa tutkimusta tarkemmin.



Lukusuoratehtavat

|
| |
Molemmat paat Toinen paa nimetty
nimetty (1) (2)
| |

Ei nimettyja paita
(3)

Merkityt luvut |

kokonaislukuja

1 Vasen paa nimetty (2a)

Vasen pda 0

Oikea paa nimetty (2b)

Vasen paa 0 I I

Perinteiset rajatut
lukusuoratehtavat

sijoitettavat luvut >1 luvut merkityn luvun

Toinen merkitty luku
Toinen merkitty luku 1 ja rationaaliluku, sijoitettavat
molemmin puolin

Perinteiset rajaamattomat
ukusuoratehtavat (Cohen
Blanc-Goldhammer 2011)

Yksikén konstruointitehtavat (Cramer ym., 2019)
ja tdman tutkimuksen rajaamattomat
lukusuoratehtavat

Kuva 1 Lukusuoratehtavien taksonomia. Punaisella merkitty tdssa tutkimuksessa kaytetyt tehtavatyypit.

24
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1.3.1 Rajatut lukusuoratehtavat

Tutkimuskirjallisuudessa runsaasti esiintyva lukusuoratehtavityyppi on rajattu
lukusuoratehtivé, jossa lukusuoran vasempaan laitaan on merkitty 0, ja oikeaan laitaan jokin
positiivinen kokonaisluku, tyypillisesti esimerkiksi 1, 5, 10, 100 tai 1000. Rajattuja
lukusuoratehtévid on viime vuosikymmenini kdytetty erityisesti lukukédsityksen kehitykseen
liittyvassd tutkimuksessa, mutta myds opetuksen ja oppimisen tutkimuksessa. Tehtdvén on
ajateltu mittaavan lukujen suuruuden arviointikykyd, ja siten heijastelevan lukukasitteen
kehittymistd. Tuoreemmat tutkimustulokset viittaavat kuitenkin siihen, ettd rajattu
lukusuoratehtévé ei mittaa puhtaasti lukujen suuruuden arvioimiskykyéd, vaan ennemmin

monipuolisempaa valikoimaa matemaattisia taitoja. (Schneider ym., 2018.)

Kiinnostus rajattua lukusuoratehtévii kohtaan onkin kasvanut entisestddn, kun siind
menestymisen on todettu heijastelevan kapea-alaisen lukujen suuruuden arvioimiskyvyn
liséksi yleistd matemaattista kompetenssia. Tatd yhteytti on pyritty selittimain monin eri
tavoin. Selityksend on kdytetty lukujen suuruuskdsityksen mittaamisen lisdksi myos ainakin
suhteellisen pééttelyn kykyjen mittaamista. Ndiden kahden lisdksi selityksid rajatun
lukusuoratehtdvin ja matemaattisen kompetenssin véliselle yhteydelle on haettu myds

esimerkiksi avaruudellisesta hahmotuskyvystd, laskustrategioista ja dlykkyydesta. (Schneider

ym., 2018.)

Tutkimuskentilld esiintyykin titd nykya erilaisia mielipiteitd siitd, mité taitoja rajattu
lukusuoratehtivé heijastelee. Joka tapauksessa tehtidvatyyppi vaatii suorittajaltaan ainakin
taitoja pyoOristdmisessd, laskemisessa ja suhteellisessa paittelyssd. Koska nama kaikki vaativat
ainakin jonkinlaisia mielensisdisid lukujen kokoluokan kuvauksia, voidaan rajatun
lukusuoratehtivén edelleen ajatella mittaavan myos lukujen suuruuskasitystd. (Schneider ym.,

2018.)

Vaikka yhteyttid ei1 vield osatakaan tdysin selittdd, viittaa rajatun lukusuoratehtdavin vahva
korrelaatio yleisen matemaattisen kompetenssin kanssa joka tapauksessa siithen, ettd tehtavin
avulla paéstidn kdsiksi ainakin johonkin matemaattisen kompetenssin keskeiseen osa-
alueeseen. Tdmén tutkimuksen kannalta on erityisen kiinnostavaa, ettd rajatun
lukusuoratehtidvén yhteyden matemaattiseen kompetenssiin on todettu olevan vahvempi, kun
tehtévissd on pyydetty sijoittamaan lukusuoralle rationaalilukuja kokonaislukujen sijaan.

(Schneider ym., 2018.)
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Rajattua lukusuoratehtivdd on kéytetty aiemminkin myds joustavan lukukésitteen
tutkimuksessa. Tehtdvéa on silloin kdytetty osana lukujen suuruusosaamista mittaavia
rutiinitehtavid. (Esim. McMullen ym., 2020, 2023.) Téssd tutkimuksessa rajattuja
lukusuoratehtivié kasitellddn kuitenkin rutiinitehtdvista erillisend tehtidvakategoriana, koska
rajattujen lukusuoratehtévien suora yhteys matemaattiseen kompetenssiin on niin selvd. Tdma

mahdollistaa my0s rajattujen ja rajaamattomien lukusuoratehtivien keskinéisen vertailun.
1.3.2 Rajaamattomat lukusuoratehtavat

Rajattujen lukusuoratehtdvien lisdksi tdssa tutkimuksessa kdytetdin rajaamattomia
lukusuoratehtévid, joita on aiemmin kdytetty osana joustavan rationaalilukukasitteen
kehittdmiseen tdhtddvai interventiota. Tdmén tutkimuksen puitteissa tehtdvaa itsedén ei ole
tarkasteltu tarkemmin. (McMullen ym., 2023.). Liséksi vastaavia tehtivid esiintyy osana
matematiikan oppimisen ja opettamisen tutkimusta, mutta nimé tutkimukset ovat olleet
tyypillisesti laadullisia, ja niissa kéytetty aineisto on ollut pieni (esim. Cramer ym., 2019;
Witherspoon, 2019). Tdma tutkimus onkin tiettdvasti ensimméiinen, jossa kiytettya

rajaamatonta lukusuoratehtavétyyppii tarkastellaan laajasti méadrillisin menetelmin.

Tassé tutkimuksessa kéytetyissd rajaamattomissa lukusuoratehtévissi lukusuoran vasempaan
laitaan on merkitty 0, ja lukusuoralle merkitty jokin rationaaliluku. Lukusuoralle sijoitettava
luku saattaa olla merkittyd lukua pienempi tai suurempi, ja merkitty ja sijoitettava luku ovat

vililld samaa ja valilld eri notaatiota keskendin (murto- ja desimaalilukunotaatiot).

Edella kuvattua rajaamatonta lukusuoratehtivatyppié on kirjallisuudessa kutsuttu myos
yksikon uudelleenkonstruointitehtivéksi (reconstructing the unit task, Cramer ym., 2019;
Tung-Pekkan, 2015). Tehtévin nimi tulee sen alavariantista, jota Tung¢-Pekkan ja kumppanit
(2015) kayttivat. Téassd variantissa tehtdvand on aina ilmoittaa kokonaisen yksikon (numeron
1) sijainti lukusuoralla. On kuitenkin paljon tehtévid, joissa yksikon uudelleenkonstruointi ei
ole tarpeellista tehtidvan suorittamiseksi (esim. erds tehtava tdssd tutkimuksessa: annetut luvut
0ja 2/3, sijoita 1 1/3). Téllaisia tehtévid kdyttivit myos esimerkiksi Cramer ja kumppanit
(2019) sekd McMullen ja kumppanit (2023) (Cramer ym., 2019; McMullen ym., 2023).
Koska tdssi tutkimuksessa kdytettdvisti rajaamattomista lukusuoratehtdvisti vain yhdesséi
todellisuudessa pyydetddn vastaajaa uudelleenkonstruoimaan yksikkomitta, kutsutaan
tehtévityyppid yksinkertaisesti rajaamattomaksi lukusuoratehtdvéksi. Sana toimii myos

selkedna vastinparina rajatuille lukusuoratehtiville.
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Tutkimuksen mukaan rajaamattomien lukusuoratehtévien ratkaisemisessa tarvitaan
monenlaista osaamista. Tarvittavia taitoja ovat muun muassa yksikkomurtoluvun (1/n)
l6ytdminen, yhta suuriin osiin jakaminen sekd lukujen vélisten suhteiden hyodyntdminen.
(Cramer ym., 2019; McMullen ym., 2023.) McMullenin ja kumppaneiden (2023)
tutkimuksessa myo0s todettiin, ettd matematiikkapeli, jossa kéytettiin muun muassa
rajaamattomia lukusuoratehtivié, kehitti osallistujien joustavaa rationaalilukuosaamista ja
rutiiniosaamista rationaaliluvuilla (McMullen ym., 2023). Koska rajaamaton lukusuoratehtiva
vaatii ratkaisijaltaan samankaltaisia taitoja, joita kdytetdédn kuvaamaan joustavaa
rationaalilukukésitettd, ja koska tehtdvan on my0ds osaltaan todettu kehittdvin joustavaa
rationaalilukukésitettd, on mahdollista, ettd tehtdva itse heijastelisi joustavaa
rationaalilukukésitettd. Tdmén yhteyden tutkiminen onkin yksi timén tutkimuksen

paitavoitteista.

Vaikka tdssi tutkimuksessa rajaamattomilla lukusuoratehtévilla tarkoitetaan kaikkia sellaisia
tehtdvid, joissa lukusuoran vasempaan laitaan on merkitty O ja lukusuoralle jokin
rationaaliluku, kirjallisuudessa rajaamattomalla lukusuoratehtdvilla tarkoitetaan yleensa
suppeampaa tehtdvivarianttia. Cohen ja Blanc-Goldhammer esittelivit rajaamattoman
lukusuoratehtdvin nykyisin tunnetuimman muodon vuonna 2011. Heidén tavoitteenaan oli
luoda lukusuoratehtivé, joka olisi rajattua lukusuoratehtdavdd parempi heijastelemaan aitoja
kokonaislukujen suuruusarvioita suhteellisen arvioinnin sijaan. Tdssd rajaamattomassa
lukusuoratehtivéssd lukusuoralla annetaan aina luku yksi yksikkdmitan merkiksi, ja
arvioitavat luvut ovat yhti suurempia kokonaislukuja. (Cohen & Blanc-Goldhammer, 2011,

kts. my0s kuva 1)

Vuonna 2021 julkaistussa rajaamattomien lukusorien systemaattisessa
kirjallisuuskatsauksessaan Reinert ja Moeller vahvistavat Cohenin ja Blanc-Goldhammerin
vditteen siité, ettd heiddn kehittdménsa rajaamaton lukusuoratehtivé saattaa todella olla
rajattua tehtdvéversiota parempi arvioimaan puhtaasti lukujen suuruuden arvioimiskykya
(Reinert & Moeller, 2021). Toisin kuin rajatulla lukusuoratehtivélla, Cohenin ja Blanc-
Goldhammerin rajaamattomalla lukusuoratehtivélla ei ole todettu olevan merkittdvad yhteyttd
yleiseen matemaattiseen kompetenssiin (Schneider ym., 2018). Timé vahvistaa taas osaltaan
teoriaa siitd, ettd Cohenin ja Blanc-Godlhammerin rajaamaton lukusuoratehtéva olisi rajattua
versiota puhtaammin lukujen suuruusarviointia mittaava tehtévé, ja siten kapea-alaisempia

matemaattisia taitoja vaativa.
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On tarkedd huomata, ettd Cohenin ja Blanc-Goldhammerin rajaamattomassa
lukusuoratehtévissé kiytetddn vain kokonaislukuja. Koska Schneiderin ja kumppaneiden
(2018) meta-analyysi antoi viitteitd siitd, ettd rajatun lukusuoratehtdvan murtolukuversio olisi
vield kokonaislukuversiota vahvemmassa yhteydessi yleiseen matemaattiseen kompetenssiin
(Schneider ym., 2018), voidaan pitdd mahdollisena, ettd myos rajaamattomien
lukusuoratehtévien yhteys matemaattiseen kompetenssiin olisi vahvempi silloin, kun

tehtévissa kaytetddn kokonaislukujen liséksi myds muita rationaalilukuja.

Luvussa 1.2.2 puhuttiin siitd, kuinka viime vuosina on saatu todisteita siitd, ettd
notaatioidenvilinen osaaminen olisi yksi vahvimmin tulevaa matematiikan osaamista
ennustava tekija (esim. Schiller & Siegler, 2023). Toisin kuin Cohenin ja Blanc-
Goldhammerin rajaamaton lukusuoratehtiva, tassé tutkimuksessa kéytetty
lukusuoratehtdviversio mahdollistaa notaatioidenvilisen osaamisen harjoittelun ja
mittaamisen, silld lukusuoralle merkitty luku voi olla eri notaatiota kuin sijoitettava luku.
McMullen ja kumppanit (2023) hyddynsivétkin titd ominaisuutta tutkimuksessaan
(McMullen ym., 2023, s. 5, Figure 1c). Notaatioidenviliseen osaamiseen liittyvit
tutkimustulokset vahvistavat osaltaan teoriaa siitd, ettd tissa tutkimuksessa kaytetty
rajaamaton lukusuoratehtivé saattaa olla yhteydessd yleisempdin matemaattiseen

kompetenssiin.

Téssd tutkimuksessa haluttiin tutkia sitd, miten uusi rajaamaton lukusuoratehtéva sijoittuu
suhteessa aritmeettiseen tuottamistehtdvain (joustava rationaalilukukisite), rutiinitehtéviin
rationaaliluvuilla sekd rajattuun lukusuoratehtaviain. Seuraavaksi kdydaén lépi tutkimuksen

tutkimuskysymykset ja mahdolliset hypoteesit.
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2 Tutkimuskysymykset

Tamain tutkimuksen keskiossé oli rajaamaton lukusuoratehtdvd. Rajaamatonta
lukusuoratehtévid haluttiin tutkia tarkemmin méaréllisin keinoin, silld aiempi tutkimus
rajaamattomaan lukusuoratehtéviin liittyen on ollut joko laadullista tai hyddyntinyt tehtavai
osana interventiota. Lisdksi haluttiin selvittdd rajaamattoman lukusuoratehtdvén yhteyksia
muihin tutkimuksessa kdytettyihin tehtdvétyyppeihin ja yleiseen matemaattiseen
kompetenssiin. Alta 16ytyviin tutkimuskysymyksiin on merkitty se, oliko kysymys
eksploratiivinen vai konfirmatorinen. Konfirmatoriset tutkimuskysymykset oli
ennakkorekisterdity ja samassa yhteydessi esitetty niille hypoteesit, kun taas eksploratiivisia
tutkimuskysymyksid ei oltu ennakkorekisterdity. Ennakkorekisterdinnisti kerrotaan

tarkemmin seuraavan luvun alussa.
Tutkimukselle asetettiin seuraavat tutkimuskysymykset:

1. Millaista on yhdeksdsluokkalaisten osaaminen rajaamattomassa lukusuoratehtdvéssa,
ja ovatko rajaamattomat lukusuoratehtivit keskendin samankaltaisia

vaikeusasteeltaan? (eksploratiivinen kysymys)

2. Onko matematiikan arvosana yhteydessd menestykseen rajaamattomassa

lukusuoratehtdvissa? (eksploratiivinen kysymys)

Niéihin kysymyksiin etsittiin vastauksia tilastollisten tunnuslukujen ja varianssianalyysin

avulla.

3. Mittaako rajaamaton lukusuoratehtdvd samoja latentteja piirteitd kuin

lausekkeentuottamistehtdva? (konfirmatorinen kysymys)

Kolmatta tutkimuskysymysta tutkittiin konfirmatorisen faktorianalyysin keinoin. Hypoteesina
oli, ettd faktorimallit, joissa rajaamattomat lukusuoratehtévit ja lausekkeentuottamistehtévit
latautuivat samalle faktorille, olisivat parhaiten sopivia, silld tehtdvétyyppien oletetaan
vaativan ratkaisijaltaan samantyyppisia taitoja, kuten notaatioiden vélistd osaamista, lukujen
suuruusosaamista sekd lukujen vélisten suhteiden osaamista (Cramer ym., 2019; McMullen
ym., 2020). Tdmaén liséksi oletettiin, etteivét rajatut ja rajaamattomat lukusuoratehtévit
parhaiten sopivissa faktorimalleissa latautuisi samalle faktorille, silld rajaamattoman

lukusuoratehtévin oletettiin olevan rajattua versiota monipuolisempi tehtdvityyppi.
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4. Selittddako lausekkeentuottamistehtdvissd menestyminen menestystd rajaamattomissa
lukusuoratehtévissd sen jalkeen, kun rutiinitehtdvien vaikutus on kontrolloitu?

(konfirmatorinen kysymys)

Neljanteen tutkimuskysymykseen vastattiin hierarkkisen regressioanalyysin avulla.
Rajaamattomien lukusuoratehtivien oletettiin vaativan vastaajaltaan rutiinitehtdavia
joustavampaa matemaattista osaamista, joten hypoteesina oli, ettd rutiinitehtévat eivét riitd
selittdméddn menestysti rajaamattomissa lukusuoratehtévissd. Koska
lausekkeentuottamistehtivit mittaavat matemaattisen joustavuuden alakésitettd joustavaa
rationaalilukukasitettd, epdiltiin, ettd niissd menestyminen saattaisi selittdd rajaamattomissa

lukusuoratehtdvissd menestymisté sen jilkeen, kun rutiinitehtidvien vaikutus oli kontrolloitu.
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3 Tutkimuksen toteutus

Tama tutkimus toteutettiin madréllisend tutkimuksena, jossa hyddynnettiin McMullenin
vuoden 2020 alussa kerddméaa valmista aineistoa. Aineisto koostui floridalaisten lukiolaisten
vastauksista erilaisia rationaalilukutehtivié sisdltineeseen tehtdvilomakkeeseen. Aineiston
analyysia varten alkuperdinen aineisto koodattiin ja tehtdvistd muodostettiin summamuuttujia,
joita sitten kéytettiin tilastollisten analyysien perustana. Pddasiallisina analyysimenetelmina
tutkimuksessa kaytettiin konfirmatorista faktorianalyysia ja hierarkkista regressioanalyysia, ja

tilastoanalyysit suoritettiin IBM SPSS Statistics 29 ja Mplus 8.4 tilasto-ohjelmilla.

Suunnitelma tissa tutkimuksessa kdytetyisti analyysimetodeista ennakkorekisterditiin ennen
aineiston analysoinnin aloittamista. Ennakkorekisterdity suunnitelma 16ytyy Center for Open
Sciencen ylldpitiméastd OSF-palvelusta osoitteesta: https://doi.org/10.17605/OSF.IO/9TWFD.
Ennakkorekisterdinti on tiedeyhteisossd yleistyméssi oleva tapa, jonka tavoitteena on lisiti

tieteen tekemisen avoimuutta ja luotettavuutta (Nosek ym., 2018).

Tamain tutkimuksen tutkimuskysymykset on ennakkorekisterdinnin ohjeita noudattaen
selkedsti merkitty konfirmatorisiksi tai eksploratiivisiksi. Konfirmatoriset
tutkimuskysymykset ja niihin liittyvit suunnitellut analyysit olivat osa ennakkorekisterdintia.
Jatkossa pyritddn kertomaan selkeésti suunnitellut toimintatavat ja se, jos alkuperdisesté

suunnitelmasta on poikettu jollakin tavalla.
3.1 Osallistujat

Tamin tutkimuksen aineisto keréttiin tammikuussa 2020 Floridassa, Yhdysvalloissa.
Tutkimukseen osallistui 95 floridalaista yhdeksésluokkalaista (lukion ensimmiinen luokka
Yhdysvalloissa). Tutkittavat olivat suuresta julkisesta lukiosta, jossa oli yli 2300 oppilasta.
Koulun oppilaista 53 % oli valkoisia, 21 % mustia, 12 % latinoja, 7 % aasialaisia, 6 %
monirotuisia ja 1 % jotain muuta. Koulu sijaitsi esikaupunkialueella, ja noin 30 %:lla koulun
oppilaista oli oikeus ilmaiseen tai alennetun hintaiseen lounaaseen. Tutkimukseen
osallistuneista 95 oppilaasta miespuolisia oli 48 ja naispuolisia 46. Yhden vastaajan
sukupuolitieto puuttui. Osallistujat olivat idltddn 13—16-vuotiaita (M=14,6; SD=0,659).
Osallistujilta keréttiin taustamuuttujana myos heiddn viimeisin matematiikan arvosanansa.

Valtaosa osallistujista ilmoitti edellisen arvosanansa olleen A (44 %, korkein arvosana) tai B



32

(36 %). Arvosanojen tarkempi frekvenssijakauma 16ytyy kuvasta 2.
Matematiikan arvosanat

50
40

30

Frekvenssi

20

=]

Arvosana

Kuva 2 Frekvenssijakauma osallistujien viimeisimmistd matematiikan arvosanoista itse ilmoitettuna.
A=korkein arvosana, F=hylatty

3.2 Tehtavalomake ja kaytetyt mittarit seka vastausten operationalisointi

Téssd tutkimuksessa kéytetty tehtdvilomake koostui tehtévistd, joista osaa oli kéytetty
aiemmissa tutkimuksissa ja hieman muokattu titd tutkimusta varten, ja joista osa oli kehitetty
tatd tutkimusta varten ilman ennakkotestausta. Erityisesti rajaamattomat lukusuoratehtavit
rakennettiin tatd tutkimusta varten ilman, ettd vastaavia tehtivid oli ndhty kaytettdvin
aiemmin. Testauslomake on muodostettu lyhyessa ajassa, kun tutkijalle tarjoutui toisen
tutkimuksen aineistonkeruun yhteydessda mahdollisuus kerété toinen aineisto uudesta, hianta
itseddn kiinnostavasta teemasta. Testauslomakkeessa esiintyy tistd syystd muutama virhe,
eikd sitd ole huolellisesti suunniteltu etukéteen. Testauslomake annettiin osallistujille

paperisena.

Testauslomakkeen tissd tutkimuksessa kdytetyt tehtévit koostuivat kolmesta osasta: neljéasté
lausekkeentuottamistehtdvisti, kolmesta rutiinitehtdvétyypisti rationaaliluvuilla ja 16
lukusuoratehtivéasti. Ndiden lisdksi testauslomakkeessa oli kolme muuta tehtivatyyppid, joita
el kiytetty timén tutkimuksen analyyseissa. Vastaajilta pyydettiin taustatietoina ik,
sukupuoli ja viimeisin matematiikan arvosana itse raportoituna. Seuraavaksi esitelldin
testauslomakkeen tdssé tutkimuksessa kédytetyt tehtdvit, niiden pisteytys ja tehtdvien pohjalta
muodostetut summamuuttujat tarkemmin osio kerrallaan. Testauslomakkeen tissi

tutkimuksessa kaytetyt tehtdvit 16ytyvét kokonaisuudessaan osoitteesta: https://osf.io/xq4vz.
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3.2.1 Lausekkeentuottamistehtava

Testauslomakkeessa kaytettiin lausekkeentuottamistehtévai osallistujien joustavan
rationaalilukukasitteen mittaamiseen. Lausekkeentuottamistehtdva (arithmetic sentence
production task) on McMullenin ja kumppaneiden (2016) kehittimé tehtéva, jossa tavoitteena
on muodostaa mahdollisimman monta lauseketta, joiden arvo on yhta suuri kuin tehtdvéssa
annettu tavoiteluku. Lausekkeiden muodostamisessa saa kdyttdd vain tehtdvissd annettuja
lukuja ja peruslaskutoimituksia, mutta niitd kaikkia saa kiyttda vastauksessa useita kertoja.
(McMullen ym., 2016, s. 174.) Kuvassa 3 on esimerkki lausekkeentuottamistehtivésta.
Lausekkeentuottamistehtdvédn on todettu olevan toimiva tydkalu joustavan lukukésitteen
mittaamiseen sekd kokonais- ettéd rationaaliluvuilla (McMullen ym., 2017, 2020).

Try to make as many different math problems where the solution is%as you can. Use only the numbers in the box. You can use each number as many times as

you want. You can use addition, subtraction, multiplication, and division as many times as you want.

+ - L
3
2 4
1 0.25
A
0.75
_z
T2

Kuva 3 Esimerkki tutkimuksessa kaytetysta lausekkeentuottamistehtavasta.

Téssa tutkimuksessa kéytettiin neljad lausekkeentuottamistehtavia, joissa kiytetyt
tavoitearvot ja annetut luvut on koottu taulukkoon 2. Tuottamistehtévissé 1, 2 ja 4 annetut
luvut koostuivat kahdesta rationaaliluvusta, joista annettiin sekd murtoluku- etté
desimaaliesitys, sekd yhdestd kokonaisluvusta. Tuottamistehtdvissd 3 annettiin myos kaksi
desimaali- ja kaksi murtolukua seki yksi kokonaisluku, mutta desimaali- ja murtoluvut eivit
edustaneet samoja rationaalilukuja. Kahdessa viimeisessé tuottamistehtivassé (3 ja 4) on
virhe: niissé tavoitearvot toistuvat annetuissa luvuissa, jolloin oikea vastaus pystytiddn
tuottamaan ilman lausekkeen muodostamista. Tama4 ei ollut tehtdvédn kannalta

tarkoituksenmukaista, ja se otettiin huomioon tutkimuksen luotettavuustarkastelussa.
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Taulukko 2 Tutkimuksessa kaytetyt lausekkeentuottamistehtavat

tehtavanumero tavoitearvo annetut luvut kaytossa qlevat
operaattorit
1 ! 23-075-1-025
2 !4) ) ) 4) )
2 3 2,—; 0,75; =; 1,5
+ =X+
3 1 2; 0,25; 0,5 13
4 ) ) ) ) ) 8!4
4 1,5 2,—;0,75; =; 1,5

Testitilanteessa osallistujille annettiin ensin ldimmittelytehtdvé, jossa kdytettiin
kokonaislukuja, jotta tehtdvén periaate tulisi osallistujille selviksi. Tamén jilkeen osallistujat
saivat kysyé tarkentavia kysymyksié tehtdvastd. Limmittelytehtéva ei ollut mukana aineiston
analyyseissa. Limmittelytehtdvén jélkeen tehtiin varsinaiset tutkimustehtdvét. Jokaisen
tehtdvén tekemiseen oli 90 sekuntia aikaa, ja tdni aikana osallistujien tavoite oli annettuja
lukuja kéyttden keksid mahdollisimman monta matemaattisesti patevéa lauseketta, jotka olivat

yhtd suuria tavoitearvon kanssa.

Koodausvaiheessa aritmeettisen tuottamistehtévin vastaukset kirjattiin taulukko-ohjelmaan.
Jokaisesta annetusta vastauksesta merkittiin ylos tehtdvinumero, vastausnumero, annettu
lauseke sekd annetun vastauksen oikeellisuus. Yhden pisteen sai, jos vastaus oli oikein.

Oikeiksi vastauksiksi laskettiin my0s sellaiset vastaukset, joista puuttui sulkeet (esim. 0,25 +
0,75:2 = %), silld tarkoituksena e1 ollut mitata osallistujien matemaattisia merkitsemistaitoja.

Vastaavaa pisteytystd on kiytetty myos aiemmissa tutkimuksissa (McMullen ym., 2016).

Tyhjd vastauskenttd tulkittiin merkitseméén nollaa oikeaa vastausta.

Jokaiselle neljdlle lausekkeentuottamistehtdville muodostettiin oma pistemuuttujansa, joka
kertoi tehtidvidssd annettujen oikeiden vastausten lukumadrin. Néitd pistemuuttujia kéytettiin
konfirmatorisessa faktorianalyysissa. Muita analyysejd varten lausekkeentuottamistehtiavista
muodostettiin yksi summamuuttuja, joka laski yhteen oikeiden vastausten miirin kaikissa

neljdssi tehtdvdssd. Tdmin summamuuttujan reliabiliteetti oli hyvd (a = 0,804).
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3.2.2 Rutiinitehtavat rationaaliluvuilla

Rutiiniosaamista rationaaliluvuilla mitattiin tdssé tutkimuksessa kolmella eri tehtévatyypilla:
laskutehtdvilld, muuntamistehtdvalld ja jarjestamistehtiavélla. Alla esitellddn kaytetyt

tehtavétyypit ja niistd muodostetut summamuuttujat tarkemmin.
Laskutehtdvd

Laskutehtiva koostui kuudestatoista peruslaskutoimituksesta rationaaliluvuilla. Tehtavista
kahdeksan oli murtoluvuilla ja kahdeksan desimaaliluvuilla, ja jokaisesta
peruslaskutoimituksesta oli kaksi tehtdvda murto- ja kaksi desimaaliluvuilla (2x yhteenlasku,
2x vahennyslasku, 2x kertolasku ja 2x jakolasku). Erilaiset laskutehtévit ja
rationaalilukunotaatiot esiintyivit sattumanvaraisessa jirjestyksessd tehtivilomakkeessa.
Kaytetyt tehtivit olivat osittain samoja kuin McMullenin ja kumppaneiden (2020)

tutkimuksessa.

Tehtédva koodattiin taulukko-ohjelmassa merkitsemalld annettu vastaus oikeaksi tai vaaraksi.
Oikeasta vastauksesta sai yhden pisteen. Oikeaksi vastaukseksi laskettiin kaikki mahdolliset
oikean vastauksen rationaalilukuesitykset. Puuttuvia vastauksia kohdeltiin samoin kuin

vadrid: niisté sai nolla pistett.

Laskutehtdvasté oli ennakkorekisterdidyn suunnitelman mukaan tarkoitus muodostaa kaksi
summamuuttujaa: yksi murto- ja yksi desimaalilukujen laskutoimituksista.
Desimaalilukutehtdvien Cronbachin alfa oli kuitenkin riittdméton (a = 0,683), joten
laskutehtdvistd paddyttiin muodostamaan vain yksi summamuuttuja. Tdmidn summamuuttujan

reliabiliteetti oli hyva (a = 0,828).
Muuntamistehtdvd

Muuntamistehtdva koostui viidestd tehtidvastd, joissa pyydettiin muuttamaan desimaaliluku

murtolukumuotoon ja viidesti tehtivésti, joissa pyydettiin muuttamaan murtoluku

desimaalilukumuotoon. Osa tehtdvista sisélsi “tuttuja” rationaalilukuja (esim. 0,75, i), osa

taas oli vieraampia (esim. 0,04, %). Muuntamistehtdvédd on kdytetty aiemminkin

rationaalilukujen eri notaatioiden tuntemuksen tutkimiseen (McMullen ym., 2023), mutta

tdssd tutkimuksessa kdytetyt nimenomaiset tehtivat luotiin tatd tutkimusta varten erikseen.
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Tehtédvissa sai pisteen oikeasta vastauksesta. Oikeaksi vastaukseksi laskettiin desimaaliluku
murtoluvuksi -tehtidvissd mika tahansa oikean vastauksen murtolukuesitys. Murtoluku
desimaaliluvuksi -tehtdvassi oikean vastauksen sai oikeasta desimaaliluvusta. Kohdassa, jossa
vastaus oli padttymaton desimaaliluku (2/3=0,666...) pisteen sai vain, jos oli selkedsti
merkinnyt desimaaliluvun padttymattoméksi. Puuttuvia vastauksia kohdeltiin samoin kuin

vadrid: niistd sai nolla pistetta.

Muuntamistehtévisté oli alun perin tarkoitus muodostaa kaksi summamuuttujaa: yksi
desimaaliluvusta murtolukuun -tehtdvisté ja yksi murtoluvusta desimaalilukuun -tehtdvista.
Desimaaliluvusta murtolukuun -tehtidvien Cronbachin alfa oli kuitenkin riittdméton (o =
0,601), joten muuntamistehtivésti pdddyttiin muodostamaan vain yksi summamuuttuja.

Tdmén summamuuttujan reliabiliteetti oli hyvd (a = 0,777).
Jarjestimistehtdvi

Jarjestamistehtdvan osatehtdvissd annettiin kolme tai neljé rationaalilukua, jotka pyydettiin
jarjestdmiin suuruusjirjestykseen pienimmastd suurimpaan (esim. 0,68; 0,29; 0,351; 0,5).
Tehtdvissa oli yhteensd kuusi osatehtivad, joista kahdessa oli pelkkid murtolukuja, kahdessa
pelkkid desimaalilukuja ja kahdessa sekd murto- ettd desimaalilukuja. Kéytetyt tehtdvit oli
muodostettu McMullenin ja kumppaneiden (2020) kdyttdmien jirjestdmistehtévien pohjalta

osittain niitd muokaten.

Jarjestdmistehtdvissa annetut vastaukset koodattiin taulukko-ohjelmaan. Alun perin
jarjestamistehtdva oli tarkoitus pisteyttdd kayttimalla parittaisia vertailuja. Téssa
pisteytyksessd lukua olisi verrattu jérjestyksessé seuraaviin lukuihin, ja pisteen olisi saanut
jokaisesta oikein pidin olevasta suuruusvertailusta. Esimerkiksi vastauksesta 7,8; 7,09; 7,71;
7,351 olisi saanut pisteitd seuraavasti: 7,8 > 7,09 =0p; 7,8 > 7,71 = 0p; 7,8 > 7,351 =
Op; 7,09< 7,71 =1p; 7,09 < 7,351 =1p; 7,71 > 7,351 = Op,yhteensa 0 + 0 + 0 +
1+ 1+ 0 = 2 pistetta.

Parittaisten vertailujen pisteytysmenetelmén tarkoituksena oli, ettd pisteytyksen myota ei
menetettiisi informaatiota annetun vastauksen laadusta. Mitd 1dhempéni oikeaa jérjestysta
annettu vastaus olisi, sitd paremmat pisteet vastauksesta saisi. Pisteytysmenetelma
yhdistettynd yleisesti hyvddn menestykseen tehtdvissd (M=31,78/36 pistettd parittaisten
vertailujen menetelmélld) johti kuitenkin siihen, ettd seké yksittdisten tehtdvien ettd tehtévistd

muodostettujen summamuuttujien pistejakaumat olivat hyvin vahvasti oikealle vinoja ja
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korkeahuippuisia. Tdmén tehtavit paadyttiin pisteyttdmién uudelleen oikein/véarin
pisteytykselld, joka suoristi pistejakaumia hieman. Oikein/vdirin -pisteytys on myds linjassa
aiemman tutkimuksen kanssa (McMullen ym., 2020). Puuttuvia vastauksia kisiteltiin

tehtdvéssd samoin kuin viérid vastauksia: niistd sai nolla pistetta.

Jarjestamistehtdvasti oli alun perin tarkoitus muodostaa kolme summamuuttujaa: yksi
murtolukutehtévistd, yksi desimaalilukutehtivistd ja yksi tehtévistd, joissa oli sekd murto- etté
desimaalilukuja. Murtolukutehtdvien ja murto- ja desimaalilukutehtévien Cronbachin alfat
olivat kuitenkin riittiméttomét (a« = 0,035 ja a = 0,521), joten jdrjestimistehtavista
paddyttiin muodostamaan vain yksi summamuuttuja. Timankdan summamuuttujan
Cronbachin alfa ei kuitenkaan ollut kovin hyvé (a = 0,617). Tarkastelemalla Cronbach’s
Alpha if item deleted -saraketta SPSS-tulosteessa paddyttiin summamuuttujasta vield
poistamaan tehtdva 3. Tamén jilkeen summamuuttujan Cronbachin alfa oli a = 0,691, miki
oli jo ldhelld ennakkorekisterdinnissé asetettua o > 0,7 rajaa. Analyyseissa kaytettiin siis

lopulta jarjestimistehtévistd yhtd summamuuttujaa, joka sisélsi tehtévit 1, 2, 4, 5 ja 6.
3.2.3 Lukusuoratehtavat

Tutkimuksessa kaytettiin kahdentyyppisid lukusuoratehtédvii (jatkossa lukusuora myos LS-
tehtavit): rajattuja lukusuoratehtédvid ja rajaamattomia lukusuoratehtdvia. Esimerkit
molemmista tehtavétyypeistd 10ytyvit kuvasta 4, ja kaikki tehtdvét on listattu taulukkoon 3.
Kaikki LS-tehtiavéat annettiin omilla 8,5°” x 11°* (21,59 cm x 27,94 cm, standardikoko
Yhdysvalloissa) -kokoisilla, pystysuuntaisilla paperiarkeillaan. Lukusuora oli sijoitettu
suunnilleen paperin keskelle, ja sen pituus oli n. 15,3 senttimetrid. Lukusuoralle valmiiksi
merkityt pisteet (alkupiste 0 vasemmassa laidassa ja toinen piste sen oikealla puolella joko
lukusuoralla tai sen toisessa pédtepisteessd) oli merkitty noin 0,8 senttimetrin pituisilla

pystyviivoilla. Kaikkien lukusuoratehtivien olennaiset lukuarvot 16ytyvét taulukosta 3.

- 9 . - -
a) The number line below goes from 0 to 5. Please place — on this line b) The number line shows 0 and 2 . Place 0.2 on this line.
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Kuva 4 Esimerkki a) rajatusta lukusuoratehtdvasta ja b) rajaamattomasta lukusuoratehtavasta
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Molemmat kéytetyt tehtdvatyypit koodattiin ensin samalla tavalla, ja vastausten
oikeellisuuden arvioimiseksi kdytettiin samaa mittaria. N4itd kédsitelldéin ensin yhteisesti,

jonka jilkeen tehtavétyyppien toisistaan poikkeavia sisdltoja kasitelldén omissa alaluvuissaan.

Lukusuoratehtdvien koodaamisessa ensimmaéinen vaihe oli annettujen vastauksien ja
lukusuoran alkupisteen vélisen etdisyyden mittaaminen. Koska vastauslomakkeet oli
skannattu sdhkdiseen muotoon, mittaaminen suoritettiin Adobe Acrobat Reader -ohjelmiston
mittaustyokalulla, joka mittaa pdf-tiedostosta valittujen pisteiden vilisen etdisyyden halutussa
mittayksikdssd. Kun kaikki yhden vastaajan tehtdvit oli mitattu, pystyttiin mitat tutomaan

yhteen taulukkoon, joka tallennettiin vastaajan ID-numerolla.

Koska testauslomakkeita ei oltu tiytetty sdhkoisesti, ja ne oltiin seka tulostettu ettd sen
jélkeen skannattu, haluttiin varmistaa, ettd mittaustulokset eri lomakkeilla olisivat varmasti
vertailukelpoisia keskenddn. Tdma tehtiin mittamaalla Adobe Acrobat Readerin
mittaustyokalulla myds kaikkien testauslomakkeiden kaikkien lukusuorien annettujen
pisteiden vilinen etdisyys. Samoin kuin vastausten etdisyysmitat, nimikin tuotiin jokaiselta

vastaajalta omaan taulukkoonsa.

Kun kaikki mittaukset oli tehty, siirrettiin arvot IBM SPSS Statistics 29 -tilasto-ohjelmaan.
Varsinainen vastauksen oikeellisuutta edustava muuttuja laskettiin tilasto-ohjelmassa.
Muuttujana kdytettiin absoluuttista prosentuaalista virhetta (percent absolute error, PAE), joka
on eniten kéytetty lukusuoratehtivissid onnistumisen mittari (Reinert & Moeller, 2021;
Schneider ym., 2018). Absoluuttisen prosentuaalisen virheen laskemiseen kéytetty kaava oli

Ss€uraava:

_ larvioitu luku (cm) — tavoiteluku(cm)|

PAE x 100

lukusuoran pituus (cm)
Varsinaisen mittaamisen jdlkeen annettu vastaus ja tavoiteluku eivit olleet samaa yksikkoa
keskenddn: annettu vastaus oli ilmaistu etdisyytend ldhtOpisteestd, ja tavoiteluku pelkkénd
lukuarvona, jolla ei ollut pituusmittaa. Tavoiteluvut tuli siis my0s ilmaista etdisyytend
lahtopisteestd. Tama saavutettiin eri tehtdvétyypeissd hieman eri tavoin, ja ndmai tavat on
eritelty tehtdvien omissa alaluvuissa. Lisdksi rajaamattomassa lukusuoratehtivassd lukusuoran
pituus tuli laskea erikseen, silld sitd ei oltu mitattu. My0s tima avataan rajaamattoman
lukusuoratehtévin omassa alaluvussa. Kaikki laskut suoritettiin luomalla SPSS-ohjelmassa

uusia muuttujia Compute new variable -tydkalun avulla.
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Molemmissa LS-tehtdvityypeissd puuttuvien arvojen ongelma ratkaistiin kahdella eri tavalla
tilastollisesta menetelmasta riippuen: konfirmatorisen faktorianalyysin yhteydessd puuttuviin
arvoihin kéytettiin full information maximum likelihood -metodia, ja muiden
analyysimenetelmien yhteydessé absoluuttisten prosentuaalisten virheiden keskiarvo laskettiin

kayttden vain tehtivid, joihin oli vastattu:

¥ PAE vastattu tehtava
vastattujen tehtavien lukumaara

keskiarvo =

Taulukko 3 Tutkimuksessa kaytetyt lukusuoratehtavat

N/A = ei sovellettavissa

tehtavanro | rajattu/rajaamaton | annetut sijoitettava/t luku/luvut notaatioidenvalisyys

pisteet

lukusuoralla
1-4 rajattu Oja1 0,6; 1/5; 3/7; 0,42 N/A
5-8 rajattu Ojabs 11/7; 3,7; 9/2; 0,83 N/A
9 rajaamaton 0ja1/2 0,75 kylla
10 rajaamaton 0ja2/3 11/3 ei
11 rajaamaton 0ja 0,75 VZi kylla
12 rajaamaton Oja1,4 1 ei
13 rajaamaton 0ja4/5 0,2 kylla
14 rajaamaton 0ja1,5 Ya kylla
15 rajaamaton 0ja3/5 712 ei
16 rajaamaton 0ja 0,25 0,6 ei

Rajatut lukusuoratehtdvdit

Rajatuissa LS-tehtdvissd oppilaita pyydettiin sijoittamaan tehtdvdnannossa annettu luku
lukusuoralle. Lukusuoran alku- ja péitepisteet oli merkitty. Tehtévid oli yhteensd kahdeksan,
ja neljdssd ensimmadisessd padtepisteet olivat 0 ja 1, neljdsséd viimeisessd taas 0 ja 5.
Molemmissa tehtivétyypeissd puolet sijoitettavista luvuista oli murto- ja puolet
desimaalilukuja. Tarkemmat tehtdvikohtaiset tiedot 10ytyvét taulukosta 3, ja esimerkkitehtéva

16ytyy kuvasta 4a.
Rajatuissa LS-tehtédvissa sijoitettavan luvun etdisyys lahtopisteestd laskettiin seuraavasti:

sijoitettava luku (yksikko) X lukusuoran pituus (cm)

jjoitett luk =
stjoitettava luku (cm) lukusuoran pituus (yksikko)
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Esimerkiksi tehtdvéssd 1 lukusuoran pituus oli 1 ja sijoitettava luku 0,6. Lukusuoran mitattu
pituus oli erddlla tutkittavalla 14,73 cm. Téssd tapauksessa sijoitettavan luvun oikean sijainnin

etdisyys ldhtopisteestd oli:

0,6 X 14,73cm

sijoitettava luku (cm) = T = 8,838 cm

Jatketaan saman tutkittavan kanssa esimerkkiin absoluuttisesta prosentuaalisesta virheesta.

Tutkittava oli asettanut oman arvionsa sijoitettavan luvun sijainnista lukusuoralla 8,41

senttimetrin padhan lahtopisteestd. Talloin:

pag = 21— 8Bkl 150 = 2,92 (o
B 14,73cm = 2,92 (%)

Rajatuista lukusuoratehtdvisti oli alun perin tarkoitus muodostaa konfirmatorista
faktorianalyysia varten neljad summamuuttujaa ja muita analyyseja varten yksi
summamuuttuja. Konfirmatorisen faktorianalyysin neljd summamuuttujaa (2
tehtdvdd/muuttuja) olisi ryhmitelty sijoitettavan luvun notaation ja lukusuoran pituuden
perusteella: murtoluku ja 0—1, desimaaliluku ja 0—1, murtoluku ja 0—5 seké desimaaliluku ja
0-5. Ndiden summautujien reliabiliteettikertoimet olivat kuitenkin kaikki riittdméttomid (a €
[0,100; 0,582]). Lopulta kaikissa tilastoanalyyseissa paadyttiin kdyttimaan vain yhta
summamuuttujaa kaikista rajatuista lukusuoratehtévistd. Timankddn summamuuttujan
Cronbachin alfa ei ollut kovin hyvi (a = 0,620), mutta tdhén ratkaisuun tyydyttiin tissi

tutkimuksessa siitd huolimatta.
Rajaamattomat lukusuoratehtdivdt

Rajaamattomissa LS-tehtdvissd lukusuoralle oli nollan lisdksi merkitty toinen luku, joka ei
ollut lukusuoran oikeassa laidassa, vaan jossakin toisessa kohtaa lukusuoraa. Lukusuoralle
sijoitettava luku taas saattoi olla merkittyd lukua suurempi tai pienempi. Esimerkki
rajaamattomasta lukusuoratehtidvéstd 10ytyy kuvasta 4b, ja kaikki tehtavit on eritelty

taulukossa 3.

Rajaamattomia LS-tehtévid oli yhteensa kahdeksan. Tehtdvistd neljdssd merkitty luku ja
sijoitettava luku olivat samaa notaatiota keskendin (molemmat murtolukuja tai molemmat

desimaalilukuja), ja neljdssd tehtdvéssd eri muotoa keskendin.
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Rajaamattomissa lukusuoratehtivissé sijoitettavan luvun oikean sijainnin etiisyys nollasta
laskettiin muuten samoin kuin rajatuissa lukusuoratehtivissd, mutta lukusuoran pituuden

sijaan kaytettiin lukusuoralle merkityn luvun etdisyyttd nollasta:

sijoitettava luku (yksikko) X annettu luku (cm)

sijoitettava luku (cm) = annettu luku (yksikko)

Tamain laskun liséksi absoluuttisen prosentuaalisen virheen selvittamiseksi tuli
rajaamattomissakin LS-tehtivissd kayttdd koko lukusuoran pituutta. Koska tété ei oltu mitattu
skannatuista vastauspapereista, piti se laskea erikseen. Tétd varten selvitettiin ensin, kuinka
suurta osaa koko lukusuoran pituudesta matka nollasta lukusuoralle valmiiksi sijoitettuun
pisteeseen edusti. Skannauksen tarkkuudesta riippumatta timé suhdeluku olisi sama kaikissa
tehtédvipapereissa. Suhdeluku laskettiin mittaamalla yhté tehtdvapaperia kdyttden koko
lukusuoran pituus ja jakamalla annetun pisteen etdisyys nollasta koko lukusuoran pituudella.
Tama mittaus tehtiin jokaisesta lukusuorasta kahdesti mittausvirheen minimoimiseksi.
Suhdeluvut ja tehtdvissd kdytettyjen lukusuorien kokonaispituudet tehtdvan mittakaavassa

16ytyvit taulukosta 4.

Kun suhdeluvut oli selvitetty, niitd kéytettiin vastaajien lukusuorien pituuksien
selvittdmiseksi:

annettu piste (cm)
suhdeluku

lukusuoran pituus (cm) =

Tédmin jdlkeen vastausten PAE-arvot pystyttiin laskemaan my0s rajaamattomille

lukusuoratehtdville kdyttimalld edelld annettua kaavaa.

Taulukko 4 Rajaamattomien lukusuoratehtavien olennaiset lukuarvot tehtavien toisintamiseksi

Suhdeluvulla tarkoitetaan lukusuoralle merkityn pisteen ja nollan valisen etaisyyden suhdetta koko
lukusuoran pituuteen. Lukusuoran paatepisteen arvolla tarkoitetaan lukusuoran paatepisteen
edustamaa pistetta lukusuoralla.

tehtavanumero suhdeluku lukusuoran paatepisteen arvo
9 0,198 2,53
10 0,270 2,47
11 0,496 1,51
12 0,773 1,81
13 0,628 1,27
14 0,628 2,39
15 0,292 2,06
16 0,338 0,74
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Rajattujen lukusuoratehtdvien tapaan myds rajaamattomista lukusuoratehtivisté oli alun perin
tarkoitus muodostaa nelja summamuuttujaa sen mukaan, mitd notaatioita sijoitettava luku ja
lukusuoralle merkitty piste edustivat. Ndiden summamuuttujien reliabiliteettikertoimet olivat
kuitenkin huonoja (a € [—0,052; 0,412]), joten my0s rajaamattomista lukusuoratehtévista
paddyttiin muodostamaan vain yksi summamuuttuja. Tdmankéédn summamuuttujan
reliabiliteettikerroin ei ollut kovin hyvé (o = 0,617), mutta siihen tyydyttiin tissa

tutkimuksessa.

Koko tehtavilomakkeen pohjalta muodostettiin siis kuusi summamuuttujaa:
lausekkeentuottamistehtévistd, laskutehtavésta, muuntamistehtévista ja jarjestimistehtivasta
yksi kustakin, ja kaksi summamuuttujaa lukusuoratehtavisti. Lisdksi
lausekkeentuottamistehtdvistd kéytettiin osassa analyyseja oikeiden vastausten lukumiéra -

muuttujia jokaisesta neljasta tehtivista erikseen.
3.3 Konfirmatorinen faktorianalyysi

Konfirmatorinen faktorianalyysi (confirmatory factor analysis, jatkossa myos CFA) on
rakenneyhtdlomallinnuksen (structural equation modeling, SEM) alle sijoittuva
monimuuttujamenetelmé (Brown, 2015). Tdssé tutkimuksessa CFA:n avulla tutkittiin

rajaamattoman lukusuoratehtdavén yhteyksid muihin tutkimuksessa kéytettyihin tehtédviin.

Yleisesti faktorianalyysin ideana on tutkia havaittujen (mitattujen) muuttujien ja piilevien
(latenttien) muuttujien vilisid suhteita. Muuttujien vilisistd suhteista muodostettua mallia
kutsutaan faktorimalliksi. Faktorimallissa latentit muuttujat muodostavat faktoreita ja havaitut
muuttujat latautuvat niille faktoreille. Konfirmatorisen faktorianalyysin liséksi on olemassa
toinen faktorianalyysin menetelmé, eksploratiivinen faktorianalyysi (exploratory factor
analysis, jatkossa myos EFA). Konfirmatorisen ja eksploratiivisen faktorianalyysin suurin
teoreettinen ero on siind, ettd CFA:ssa faktorimalli muodostetaan etukiteen vahvojen
aiempaan tutkimukseen perustuvien hypoteesien pohjalta, jonka jilkeen mallia arvioidaan
tilastollisin keinoin. EFA:ssa taas faktorimallia ei muodosteta kisin, vaan se rakennetaan
vahitellen tilastollisin menetelmin. Konfirmatorisessa faktorianalyysissa siis nimensa
mukaisesti pyritddn vahvistamaan olemassa olevaa teoria, kun taas eksploratiivisessa

toimitaan aineistoldhtodisesti. (Brown, 2015.)
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@—» M1
@—> M2
@—» M3
M4
@—» M5
M6

Kuva 5 Esimerkki faktorimallista. F1-F2 faktorit, M1-M6 havaitut muuttujat, E1-E6 virhetermit.
Mukaillen Nummenmaa ym., 1997, s. 265

Tassé tutkimuksessa paddyttiin kdyttdméidn konfirmatorista faktorianalyysia selvittimain
lukusuoratehtdvien, erityisesti rajaamattoman LS-tehtivin, suhdetta
lausekkeentuottamistehtdvédn ja rutiininomaisiin rationaalilukutehtdviin. CFA:han pdédyttiin,
silld lausekkeentuottamistehtdvien ja rutiinitehtdvien latautumista eri faktoreille pidettiin
aiemman tutkimuksen valossa todennikdisend, ja tdmai rajoitti mahdollisten kiinnostavien
faktorimallien madraa huomattavasti. Lisdksi CFA:ta on ennenkin kdytetty joustavan

lukukisitteen tutkimuksessa (McMullen ym., 2020).

Ennen konfirmatorisen faktorianalyysin kayttdd faktorimallit tulee muodostaa ja mééritelld
tarkasti. Ensin péétettiin, mitd indikaattoreita eli havaittuja muuttujia faktorimalleissa
kéytettédisiin. Sen jélkeen itse testattavat faktorimallit rakennettiin indikaattoreiden pohjalta.
Esimerkki faktorimallin rakenteesta 16ytyy kuvasta 5. Kun faktorimallit on muodostettu, tulee
ne madritelld tarkasti. Faktorimallien tarkkaan méérittelyyn kuuluvat estimoitavien
parametrien médrittiminen, faktorimallien identifioituvuuden varmistaminen, kiytettavin
tilasto-ohjelman valitseminen, puuttuvan aineiston kasittelyn menetelmén péattdminen sekd
analyyseissa kdytettdvin estimaattorin ja faktorimallin istuvuuden méérittelyyn kéytettdvien

indeksien valitseminen. (Brown, 2015.)

Koska tutkimuksessa kiytettiin ennakkorekisterdintid, kaikki edelld mainitut asiat pyrittiin
madrittelemddn mahdollisimman tarkasti ennen faktorianalyysin aloittamista. Osaan

ennakkorekisteroidyistd paatoksistd tuli kuitenkin muutoksia matkan varrella.
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Ennakkorekisterdidyt padtokset ja niithin mahdollisesti tulleet muutokset kdydéén seuraavaksi

lapi. Ne on myos eritelty taulukkoon 5.

Taulukko 5 CFA:ta varten maaritellyt asiat

Ennakkorekisterdity suunnitelma ja lopulta kaytetyt valinnat rinnakkain

maariteltdva asia

ennakkorekisteroity
suunnitelma

lopullinen valinta

indikaattorit

kts. taulukko 6

indikaattoreita yhdistetty
toisiinsa, katso taulukko 6

faktorimallit

kts luku 3.3.3 taulukko 7

tarkennuksia, kts luku 3.3.3
taulukko 7

tilasto-ohjelma

SPSS Amos

Mplus

kaytettava parametrien
estimaattori

ML, robustina menetelmana
MLM

ML, robustina menetelmana
MLR

latenttien muuttujien mitta-
asteikon maarittelymenetelma

latentin muuttujan varianssin
kiinnittdminen

ei muutoksia

estimoitavat parametrit

indikaattorien faktorilataukset
ja mittausvirheet, faktoreiden
kovarianssit

ei muutoksia

Puuttuvan datan kasittely

direct maximum likelihood
(DML)

FIML, full information maximum
likelihood

faktorimallin sopivuuden
indeksit ja raja-arvot

Khii toiseen- testi, p>0,05
CFl = .90

TLI = .90

RMSEA < .06

SRMR < .08

AIC pienempi parempi
BIC pienempi parempi

ei muutoksia

3.3.1 Kofirmatorisen faktorianalyysin kayton edellytykset

Kaikkein ensimmaéisend CFA:ta kédyttdessa tdytyy varmistaa, ettd sen kdyton perusedellytykset

tayttyvit. Ennen analyysin tekemisti tehtidvét varmistukset liittyvit erityisesti otoskokoon ja

kaytettdvien muuttujien vilisiin suhteisiin.

CFA:ssa ei ole méadriteltdvissd mitdén tiettyd alarajaa vaadittavalle otoskoolle, vaan eri

kirjoittajat ovat antaneet erilaisia ohjeita riittdvin otoskoon mairittdmiseksi. Ndma ohjeet

antavat osviittaa esimerkiksi otoskoon ja riippumattomien muuttujien tai estimoitavien

parametrien méérdn vilisen suhteen kokoon liittyen. Lisdksi faktorimallin tilastollisen

selitysvoiman mairittimiseksi on kehitetty erilaisia metodeja. (Brown, 2015.) Tassa

tutkimuksessa ei tehty otoskoon riittdvyystarkasteluja ennen konfirmatorisen faktorianalyysin
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valitsemista analyysimetodiksi, eikd tutkimuksen otoskokoa (N=95) voida pitd4 kovin hyvani

konfirmatorisen faktorianalyysin kédyttda varten.

Konfirmatorisen faktorianalyysin edellytykseni on riittdvan otoskoon liséksi, ettd kaytettavét
muuttujat ovat moniulotteisesti normaalijakautuneita ja ettd muuttujien valiset yhteydet ovat
luonteeltaan lineaarisia (Tabachnick & Fidell, 2014). Tassé tutkimuksessa molempia

vaatimuksia tarkasteltiin sirontakuviomatriisin avulla.
3.3.2 Indikaattorien valinta

Kofirmatorisessa faktorianalyysissa pyritddn tutkimaan, vaikuttaako useamman
havaintomuuttujan eli indikaattorin taustalla yksi latentti muuttuja eli faktori (Brown, 2015).
Koko CFA-prosessi lihtee siis siitd, ettd paitetdin analyysissa kdytettdvit havaintomuuttujat.
Tassé tutkimuksessa faktorimallien havaintomuuttujat valikoituivat aineistonkeruussa
kiytettyjen tehtdvien ja tutkimuskysymysten pohjalta. Muuttujat muodostettiin kaikkien

aiemmin tissé luvussa esiteltyjen tehtdvien pohjalta.

Ennakkorekisterdidyn suunnitelman mukaan muuttujina aiottiin kdyttaa oikeiden vastausten
lukumaéérid lausekkeentuottamistehtivissd (nelja muuttujaa), summamuuttujia oikeista
vastauksista laskutehtivissa (kaksi muuttujaa), summamuuttujia oikeista vastauksista
muuntamistehtivissd (kaksi muuttujaa), summamuuttujia pisteytetyisti vastauksista
jarjestdmistehtivissd (kolme muuttujaa) ja keskiarvomuuttujia absoluuttisista prosentuaalisista

virheistd lukusuoratehtivissé (kahdeksan muuttujaa).

Luvussa 3.2 on kuitenkin jo kerrottu, ettd lausekkeentuottamistehtévid lukuun ottamatta
kaikkien muiden tehtidvien osalta paadyttiin kdyttdmaan vain yhtd summamuuttujaa
tehtavityyppid kohden, silld muulloin summamuuttujien reliabiliteettikertoimet olisivat olleet

liian pienid. Ennakkorekisteroidyt ja lopulliset indikaattorit on koottu taulukkoon 6.

Taulukko 6 CFA:ssa kaytetyt indikaattorit

Ennakkorekisterdidyt indikaattorit (tehtavien | Lopulliset indikaattorit (tehtéavien lukumaara
lukumaara muuttujassa) muuttujassa)

Lausekkeenmuodostustehtava 1: oikeiden ei muutosta
lausekkeiden lukumaara (1)

Lausekkeenmuodostustehtava 2: oikeiden ei muutosta
lausekkeiden lukumaara (1)
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Ennakkorekisteroidyt indikaattorit (tehtavien
lukumaara muuttujassa)

Lopulliset indikaattorit (tehtavien lukumaara
muuttujassa)

lausekkeiden lukumaara (1)

Lausekkeenmuodostustehtava 3: oikeiden ei muutosta
lausekkeiden lukumaara (1)
Lausekkeenmuodostustehtava 4: oikeiden ei muutosta

Laskutehtava: oikeiden vastausten maara
desimaalilukutehtavissa (8)

Laskutehtava: oikeiden vastausten maara
murtolukutehtavissa (8)

Laskutehtava: oikeiden vastausten lukumaara
kaikissa tehtavissa (16)

Muuntamistehtava: oikeiden vastausten maara
murtoluvusta desimaaliluvuksi (5)

Muuntamistehtava: oikeiden vastausten maara
desimaaliluvusta murtoluvuksi (5)

Muuntamistehtava: oikeiden vastausten
lukumaara kaikissa tehtavissa (10)

Jarjestamistehtava: desimaalilukutehtavien
pistesumma (2)

Jarjestamistehtava: murtolukutehtavien
pistesumma (2)

Jarjestamistehtava: moninotaatioisten tehtavien
pistesumma (2)

Jarjestamistehtava: oikeiden vastausten
lukumaara kaikissa tehtavissa (5)

Rajattu lukusuoratehtava: murtolukutehtavat
lukusuoralla 0—1 (2)

Rajattu lukusuoratehtava: desimaalilukutehtavat
lukusuoralla 0—1 (2)

Rajattu lukusuoratehtava: murtolukutehtavat
lukusuoralla 0-5 (2)

Rajattu lukusuoratehtava: desimaalilukutehtavat
lukusuoralla 0-5 (2)

Rajattu lukusuoratehtava: annettujen vastausten
PAE keskiarvo kaikista tehtavista (8)

Rajaamaton lukusuoratehtava: yksinotaatioiset
murtolukutehtavat (2)

Rajaamaton lukusuoratehtava: yksinotaatioiset
desimaalilukutehtavat (2)

Rajaamaton lukusuoratehtava: moninotaatioiset
tehtavat sijoita murtoluku (2)

Rajaamaton lukusuoratehtava: moninotaatioiset
tehtavat sijoita desimaaliluku (2)

Rajaamaton lukusuoratehtava: annettujen
vastauksien PAE keskiarvo kaikista tehtavista

(8)

3.3.3 Faktorimallien muodostaminen

Kuten jo kerrottu, CFA perustuu ennalta rakennettuihin faktorimalleihin, joissa on eritelty

havaintomuuttujien pohjalta muodostetut indikaattorit ja latentit muuttujat eli faktorit, joille

indikaattorit latautuvat. Téssd tutkimuksessa kdytetyt faktorimallit muodostettiin

konfirmatorisen faktorianalyysin periaatteiden mukaisesti teorian pohjalta. Vertailtavia

faktorimalleja muodostettiin yhteensd kahdeksan. Niistd yhden faktorin malleja oli yksi,
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kahden faktorin malleja neljd ja kolmen faktorin malleja kolme. Faktorimallit on koottu

taulukkoon 7.

Aiemman tutkimuksen perusteella tiedettiin, ettd joustavaa rationaalilukuosaamista edustavat
lausekkeenmuodostustehtévit eroavat rutiinitehtdvistd (McMullen ym., 2020). Témén takia
vain yhden faktorin faktorimallissa rutiinitehtévét ja lausekkeenmuodostamistehtiviét laitettiin
latautumaan samalle faktorille. Kaikissa muissa malleissa ldhdettiin siitd, ettd
lausekkeenmuodostamistehtivit ja rutiinitehtdvét ovat toisistaan erillisid, ja vain
lukusuoratehtivien sijoittumista vaihdeltiin mallista toiseen. Aiemmasta tutkimuksesta
poiketen (esim. McMullen ym., 2020) rajattuja lukusuoratehtdvid ei automaattisesti niputettu
yhteen rutiinitehtivien kanssa. Tahén valintaan paadyttiin, silld tutkimuksessa haluttiin
nimenomaan selvittdd kiytettyjen lukusuoratehtdvatyyppien vélisid mahdollisia eroja. Lisdksi
aiempi tutkimus viittaa siihen, ettd perinteiset lukusuoratehtivéat ovat muita rutiinitehtdviksi
luokiteltuja tehtdvid voimakkaammin yhteydesséd esimerkiksi matemaattiseen kompetenssiin,

eli ne paidsevit kisiksi johonkin, mihin rutiinitehtévit eivit padse (Schneider ym., 2018).

Aiempaan tutkimukseen nojaten kahden ja kolmen faktorin faktorimallit rakennettiin siis
siten, ettd lukusuoratehtivien luonne selvidisi mahdollisimman kattavasti. Kaikki kiytetyt
faktorimallit on merkitty taulukkoon 7 Kahden faktorin malleissa vaihtoehdot olivat: (1)
molemmat LS-tehtdvét ovat rutiinitehtdvié, (2) molemmat LS-tehtévit ovat joustavaa
rationaalilukuosaamista mittaavia tehtdvid, (3) rajattu LS-tehtdva on rutiinitehtdvi ja
rajaamaton LS-tehtdva joustavaa lukukdsitettd mittaava tehtdvi ja (4) rajaamaton LS-tehtiva
on rutiinitehtdva ja rajattu LS-tehtdvi joustavaa lukukasitettd mittaava tehtiva. Kolmen
faktorin malleissa vaihtoehtoina taas olivat: (1) LS-tehtdvat muodostavat yhdessi
lausekkeenmuodostamis- ja rutiinitehtévista erillisen faktorin, (2) rajaamaton LS-tehtidva
muodostaa oman faktorinsa, kun taas rajattu LS-tehtéva on rutiinitehtéva ja (3) rajattu LS-
tehtdavd muodostaa oman faktorinsa, kun taas rajaamaton LS-tehtdva on rutiinitehtdva. Yhden
faktorin mallin rinnalla ndmé kahden- ja kolmen faktorin mallit ndhtiin teorian valossa

kaikkein jarkevimmiksi tutkia tarkemmin.

Ennakkorekisterdityyn suunnitelmaan faktorimalleista ei tehty varsinaisia muutoksia, mutta
indikaattoreiden mairidn muutokset vaikuttivat vélillisesti myds faktorimalleihin. Koska
lukusuoratehtéviin liittyvien indikaattoreiden mairé supistui kahdeksasta kahteen, tuli
joidenkin kolmen faktorin mallien kohdalla tilanne, jossa yhtd faktoria olisi ollut edustamassa

vain yksi indikaattori. Tdmaén tyyppiset faktorimallit eivét ole CFA:ssa mahdottomia (Brown,
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2015), mutta ne vaativat erityishuomiota, jota ei ollut otettu huomioon ennakkorekisterdidyssa

suunnitelmassa.

Lahtokohtaisesti CFA:ssa yhté faktoria kohden on oltava useampia havaintomuuttujia.
Yksittdistd indikaattoria, joka ei lataudu millekddn muuttujalle, ei siis saa tulkita faktoriksi.
Siitd huolimatta on mahdollista muodostaa faktorimalleja, jotka sisdltavit tdllaisia yksittdisia
indikaattoreita. Télloin tulee kuitenkin ottaa huomioon se, ettd CFA:n keinoin ei pystytd
arvioimaan téllaisten indikaattoreiden mittausvirhettd, vaan mittausvirhe on mééariteltdva

erikseen. (Brown, 2015.)

Tamaén tutkimuksen faktorimalleista kahdessa haluttiin kdytta yksittdisid indikaattoreita.
Yksittédisind indikaattoreina olivat molempien LS-tehtdvityyppien summamuuttujat. Brown

(2015) kertoo, ettd yksittdisten indikaattoreiden mittausvirhe méaaritetddn seuraavalla kaavalla:

8, = VAR (1 - p)
jossa VAR(X) on yksittdisen indikaattorin otosvarianssi, ja p on indikaattorin

luotettavuusestimaatti (Brown, 2015, s. 122—-123).

Téssé tutkimuksessa kéytettiin lukusuoratehtdvien summamuuttujien luotettavuusestimaattina
reliabiliteettikerroin Cronbachin alfaa. Jos indikaattorina olisi jokin jo aiemmin kiytetty ja
paljon tutkittu mittari, voitaisiin luotettavuusestimaattina kiyttdd myos jotain muuta aiemman
tutkimuksen maarittdmaa arvoa (Brown, 2015). Indikaattorin tavoin kéytettdvien

lukusuoratehtivien mittausvirheet tassa tutkimuksessa olivat siis seuraavat:

8rajattu lukusuoratehtiva — 0'002 * (1 - 0,62) = 0'00076
6rajaamaton lukusuoratehtava — 0'003(1 - 0’671) = 0;00099

Taulukko 7 Lopulliset faktorimallit

faktoreiden | malli vapausasteet

lukumaara df =a—b

1 Lausekkeenmuodostustehtavat + rutiinitehtavat + rajatut LS- df =45-18 = 27
tehtavat + rajaamattomat LS-tehtavat

2 (1) Lausekkeenmuodostustehtavat; df =45-19 = 26
(2) kaikki muut tehtavat

2 (1) Lausekkeenmuodostustehtavat + rajaamattomat LS- df =45—-19 = 26
tehtavat;

(2) rutiinitehtavat + rajatut LS-tehtavat

2 (1) Lausekkeenmuodostustehtavat + rajatut LS-tehtavat; df =45-19 =26
(2) rutiinitehtavat + rajaamattomat LS-tehtavat




49

faktoreiden | malli vapausasteet
lukumaara df —a—b
2 (1) A Lausekkeenmuodostustehtavat + rajaamattomat LS- df =45-19 =26

tehtavat + rajatut LS-tehtavat;
(2) rutiinitehtavat

3 (1) Lausekkeenmuodostustehtavat; df =45-21=24
(2) rutiinitehtavat;

(3) rajatut LS-tehtavat + rajaamattomat LS-tehtavat

2+ (1) Lausekkeenmuodostustehtavat; df =45 —20 =25
ykds'llita”t]ten' (2) rutiinitehtavat + rajatut LS-tehtavat;
indixaattor rajaamattomat LS-tehtavat

2+ (1) Lausekkeenmuodostustehtavat; df =45 —-20 =25
yksittainen | (2) rytiinitehtavat + rajaamattomat LS-tehtavat;
indikaattori . .

rajatut LS-tehtavat

3.3.4 Faktorimallien spesifiointi

Varsinaisten faktorimallien muodostamisen lisdksi CFA:ssa on pédtettdvi, mitd parametreja
malleissa estimoidaan, ja minkd muuttujien sallitaan korreloida keskenddn. Tahén liittyy myos
latenttien muuttujien eli faktoreiden mitta-asteikon (scale) médrittdminen. (Brown, 2015.)
Kaikissa tdmén tutkimuksen faktorimalleissa estimoitavia parametreja olivat indikaattorien
lataukset latenteille muuttujille sekd indikaattorien virhevarianssit. Virhevarianssien tai
indikaattoreiden ei sallittu korreloida keskenddn, mutta faktoreiden annettiin korreloida

keskenain.

Latenttien muuttujien eli faktoreiden mitta-asteikko méaariteltiin kiinnittimalld muuttujien
varianssi luvuksi yksi. Tima ei ole yleisin tapa, vaan yleensi latenttien muuttujien skaala
madritellddn kiinnittdméalld yhden latenttiin muuttujaan latautuvan indikaattorin lataus yhteen
(marker indicator method). Tdssa tapauksessa ei kuitenkaan haluttu kdyttda kyseistd metodia,
silld indikaattorien metriikat eivit olleet keskenddn vertailukelpoisia, eikd indikaattoreina

kaytetty mittareita, joilla olisi ollut vahva olemassa oleva teoriapohja. (Brown, 2015.)

Kun faktorimallit oli muodostettu ja estimoitavat parametrit seké latenttien muuttujien skaalat
oli padtetty, varmistettiin vield, ettd faktorimallit olivat yli-identifioituja. Tima tarkoittaa sité,
ettd mallissa tuntemattomien (vapaasti estimoitavien) parametrien maard on pienempi kuin
tunnettujen parametrien maéré (eli mallin vapausaste on nollaa suurempi), ja sen

selvittiminen tapahtuu seuraavan kaavan avulla:
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df =a—b

. . px(pt1) . . veor oo
missa a = — tunnettujen parametrien maara,

missd p on indikaattorien méédré ja b on vapaasti estimoitavien parametrien miéra (Brown,

2015, s. 58)

Tunnettuja parametreja oli kaikissa malleissa yhté paljon, silld kaikissa malleissa kdytettiin

samaa mairdd indikaattoreita (9 indikaattoria). Tunnettujen parametrien mééra oli siis:

9%(9+1
Q= (2 ) _

45.

Estimoitavia parametreja taas oli yhden faktorin mallissa 18 (9 faktorilatausta ja 9
virhevarianssia), kahden faktorin malleissa 19 (9 faktorilatausta, 9 virhevarianssia ja yksi
faktorien kovarianssi), kolmen faktorin mallissa 21 (9 faktorilatausta, 9 virhevarianssia ja
kolme faktorien kovarianssia) ja kahden faktorin ja yksittiisen indikaattorin malleissa 20 (9
faktorilatausta, 8 virhevarianssia, yksi faktorien kovarianssi ja kaksi faktorin ja yksittdisen
indikaattorin kovarianssia). Mallien vapausasteet on merkitty taulukkoon 7. Kaikki

faktorimallit olivat yli-identifioituja, niin kuin niiden kuuluikin olla.
3.3.5 Estimaattorin valinta

Konfirmatorisessa faktorianalyysissé eniten kdytetty estimaattori on maximum likelihood -
estimaattori (ML). Se on oletusarvoinen estimaattori useissa CFA:ta tekevissi tilasto-
ohjelmissa, kuten tdssd tutkimuksessa kaytetyssd Mplussassa. (Brown, 2015.) Tassd
tutkimuksessa kéytettiin ennakkorekister6innin mukaisesti lahtokohtaisesti ML-estimaattoria.
ML-estimaattorin kdyton vaatimuksena on datan moniulotteinen normaalijakautuneisuus,
joten ennakkorekisterdinnissd paitettiin, ettd jos ML:n oletukset eivit tayty, kiytettdisiin
robustia MLM-estimaattoria. Konfirmatorista faktorianalyysia tehdesséd kuitenkin huomattiin,
ettd MLM-estimaattori ei salli puuttuvaa dataa. Sen takia lopullisissa analyyseissa kaytettiin
MLR -estimaattoria robustina estimaattorina. Myos se soveltuu kéaytettdaviksi, jos ML:n

oletukset eivit tayty. (Brown, 2015.)

Toinen syy sille, ettd robustiksi estimaattoriksi valikoitui MLR, oli se, ettd CFA:ssa paéstiin
kayttdimaidn Mplus-tilasto-ohjelmaa. Ennakkorekisteroity tilasto-ohjelma CFA:lle oli IBM
SPSS Amos, silld se oli ennakkorekisterdinnin aikana ilmaiseksi kdytdssani. Myohemmin tuli

kuitenkin mahdolliseksi kdyttad Munthénin ja Munthénin Mplus-ohjelmaa, joka soveltuu
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erityisen hyvin rakenneyhtédlomallinnukseen (Muthen, painossa), joten analyysit suoritettiin

sen avulla. Mplus-ohjelma mahdollisti MLR-estimaattorin kayton.
3.3.6 Faktorimallin yhteensopivuustarkastelu

Kun faktorimalli on laskettu tilasto-ohjelman avulla, padstidin tarkastelemaan tuloksia.
Ensimmadisend tulee tutkia sitd, kuinka hyva faktorimalli on kuvaamaan késilld olevaa dataa.
Tatéd kutsutaan yhteensopivuuden tarkasteluksi. Faktorimallin yhteensopivuustarkastelu
voidaan jakaa globaalin ja lokaalin sopivuuden tarkasteluun. (Brown, 2015.) Téssa alaluvussa
kdydédn ensin lipi globaalin yhteensopivuuden indikaattoreita, ja sen jélkeen lokaalin

yhteensopivuuden tutkimisen keinoja.

CFA:ssa muodostettujen faktorimallien globaalia sopivuutta voidaan arvioida usealla eri
indeksilld. Ensimmaisend kehitetty sopivuuden indeksi on khiin nelid -testi. Sen avulla
arvioidaan, kuinka hyvin havaintomatriisi ja estimoitu matriisi vastaavat toisiaan. Testin
nollahypoteesi on, ettd havaintomatriisi ja estimoitu matriisi ovat keskenédén yhté suuret.
Téten khiin nelid -testin p-arvot, jotka ovat suurempia kuin 0,05, indikoivat hyvia
faktorimallin sopivuutta. Khiin nelid -testié ei kuitenkaan suositella kdytettdvaksi ainoana
faktorimallin sopivuuden mittarina, silld se on hyvin herkkd mm. normaaliuden ongelmille.
(Brown, 2015; Nummenmaa ym., 1997.) Tdmén tutkimuksen ennakkorekisterdinnissi
pédtettiin, ettd khiin nelid -testin tulos raportoidaan, mutta sité ei kdytetd faktorimallien

sopivuuden arvioinnissa. Tdmé on yleinen suositus (Brown, 2015).

Khiin neli6 -testin sijaan faktorimallien globaalin sopivuuden indekseind kéytettiin
absoluuttisen istuvuuden indeksid SRMR:&4 (standardized root mean square residual, jossa
pienempi arvo kuvaa parempaa istuvuutta), arvioitivirhe-indeksid RMSEA:ta (root mean
square error of approximation, jossa pienempi arvo kuvaa parempaa istuvuutta) seka
vertaillun istuvuuden indekseja CFI:td ja TLI:td (comparative fit index, Tucker-Lewis index,
mitd [dhempénd yhté arvot ovat, sen parempi istuvuus). Niille indikaattoreille on mahdotonta
antaa yksiselitteisid rajoja siitd, mitka arvot merkitsevit hyvid istuvuutta. (Brown, 2015.)
Brown (2015) antaa kuitenkin ehdotuksia riittdvan hyville arvoille (Brown, 2015, s. 94-95).

Téssd tutkimuksessa kéytetyt rajat on merkitty taulukkoon 5, joka 16ytyy luvun 3.3 alusta.

Faktorimallien sopivuuden indeksien lisdksi eri faktorimallien keskindiseen vertailuun
voidaan kéyttd4 erilaisia mittareita (Brown, 2015). Nama olivat olennaisia tdméan tutkimuksen

tavoitteiden kannalta, silld tdssd tutkimuksessa haluttiin nimenomaan vertailla eri
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faktorimalleja keskenddn. Téssé tutkimuksessa pédtettiin kdyttdd AIC- ja BIC-indekseja
(Akaike information criterion, Bayesian information criterion), jotka ovat suosittuja tissa
tarkoituksessa, ja joita on kdytetty aiemminkin joustavan rationaalilukukésitteen
tutkimuksessa faktorimallien keskindiseen vertailuun (McMullen ym., 2020). AIC:ssé ja
BIC:sséd pienemmit arvot viittaavat parempaan faktorimallin yhteensopivuuteen (Brown,

2015).

Kun globaalin yhteensopivuuden tarkastelut on suoritettu, voidaan siirtyd lokaalin sopivuuden
tarkasteluun. Tassd tutkimuksessa lokaalin yhteensopivuuden arviointimenetelmaéksi valittiin
ennakkorekisterdinnissé tdysin standardoidut jidnndskovarianssit. Niiden lisdksi usein
suositellaan tarkasteltavan myds modifikaatioindekseja (Brown, 2015), mutta tassi

tutkimuksessa tarkasteltiin vain tdysin standardoituja jaddnnoskovariansseja.

Taysin standardoidut jaddnnoskovarianssit kertovat erotuksen mallin ennustamien
indikaattorien kovarianssien ja datan siséltdmien indikaattoreiden kovarianssien vélilld. Miti
lahempéni nollaa standardoitujen kovarianssien erotukset ovat, sitd parempi malli on.
Verrattuna yleisiin faktorimallin istuvuuden indekseihin standardoidut jddnndskovarianssit
kertovat paremmin mallin eri osien istuvuudesta, silld ne lasketaan erikseen kaikille
indikaattoripareille. Taysin standardoituja jidnndskovariansseja voidaan tulkita z-arvojen
tapaan siten, ettd itseisarvoltaan alle 1,96 (usein pyoristettynd 2, jota kéytettiin my0s tdssé
tutkimuksessa) olevat jiinndskovarianssit ovat riittdvan hyvid. Negatiivinen
jaannoskovarianssi tarkoittaa sité, ettd faktorimalli yliarvioi indikaattoreiden vilistd suhdetta,
ja positiivinen jaddnnoskovarianssi taas sité, ettd malli aliarvioi indikaattoreiden valisti

suhdetta. (Brown, 2015.)
3.3.7 Konfirmatorisen faktorianalyysin tulosten tarkastelu ja tulkinta

Brown (2015) huomauttaa, ettd mallin yhteensopivuustarkastelun jélkeen konfirmatorisessa
faktorianalyysissa tulee tarkastella mallin parametriestimaatteja ja varmistaa, ettd ndiden arvot
ovat hyviksyttivissi rajoissa. Tarkastelua tulee jatkaa myds parametriestimaattien suuntaan,
suuruuteen ja tilastolliseen merkitsevyyteen. (Brown, 2015.) Parametriestimaattien tarkastelua
el huomioitu tdméan tutkimuksen ennakkorekisterdinnissd, mutta sen huomattiin jilkikéiteen

olevan olennainen osa faktorimallin arviointia.

Standardoitujen parametriestimaattien hyviaksyttavit arvot ovat vililla [—1, 1]. Negatiivisia

parametriestimaatteja saattaa esiintyd, jos indikaattorit ovat suunnaltaan vastakkaisia
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keskenddn. Sen sijaan absoluuttiselta arvoltaan yhtd suuremmat taysin standardoidut
parametriestimaatit kertovat ongelmista, jotka tarkoittavat sitd, ettei mallia voida sellaisenaan

kayttaa. (Brown, 2015.)

Kun faktorimallin parametriestimaattien ensimmaiset suuruustarkastelut on suoritettu,
voidaan tarkastella parametriestimaatteja tarkemmin. Ensinndkin parametriestimaattien tulisi
olla tilastollisesti merkitsevid (p<0,05). Liséksi indikaattorien faktorilatauksien osalta
standardoitujen faktorilatauksien tulisi olla sallivienkin sdintdjen mukaan 0,3 tai suurempia,

jotta niitd voidaan pitdd hyviksyttdvind. (Brown, 2015.)

Jos faktorimallissa jokaisen indikaattorin on sallittu latautua vain yhdelle indikaattorille
(kuten CFA:ssa lahtokohtaisesti on tapana), voidaan faktorilataus tulkita latentin faktorin ja
indikaattorin véliseksi korrelaatioksi. Vastaavasti faktorilatauksen nelié (Mplus-tulosteessa
r2) voidaan tulkita faktorin selitysasteeksi: se ilmaisee, kuinka suuren osan indikaattorin

varianssista faktori selittdd. (Brown, 2015.)

Faktorilatausten lisdksi faktorimallista tarkastellaan eri faktoreiden vélisid korrelaatioita.
Standardoidun korrelaatioestimaatin ollessa alle 0,8 voidaan sanoa, ettd faktoreiden erotteleva
validiteetti on riittdvdn hyvé, eli faktorit ovat toisistaan aidosti erillisid. Jos taas standardoitu
korrelaatioestimaatti on yli 0,8 tai 0,85, on todennékoisti, ettd faktorit eivit todellisuudessa
ole toisistaan erillisid konstruktioita. (Brown, 2015.) Voi esimerkiksi olla tilanne, jossa
faktorimallin istuvuuden indikaattorit ovat oikein hyvit, mutta faktoreiden vilinen korrelaatio

on suuri. Silloin malli ei hyvéstd yhteensopivuudestaan huolimatta ole kovin hyva.
3.4 Hierarkkinen regressioanalyysi

Konfimratorisen faktorianalyysin ohella tdssa tutkimuksessa kaytettiin hierarkkista
regressioanalyysia tutkimustulosten analysointiin. Hierarkkinen regressioanalyysi on
monimuuttujamenetelmd, jossa tutkitaan useamman riippumattoman muuttujan ja riippuvan
muuttujan vilistd regressiota. Toisin kuin tavallisessa useamman muuttujan
regressioanalyysissa, hierarkkisessa regressioanalyysissa riippumattomia muuttujia lisdtdan
malliin askel kerrallaan, yksi tai useampi muuttuja kerralla. Téll4 tavoin voidaan tutkia sité,
paraneeko regressiomalli, kun siihen lisdtdéin uusia selittdvid muuttujia. (Tabachnick & Fidell,

2014, s. 173-174.)

Kysymyksenasettelu voi hierarkkisessa regressioanalyysissa olla esimerkiksi muotoa: Kuinka

paljon selitysarvoa muuttuja x lisdd malliin, kun muuttujien y ja z vaihtelu on jo otettu
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huomioon? Téssa tutkimuksessa hierarkkisen regressioanalyysin avulla selvitettiin, lisdsivétko
joustavaa rationaalilukukisitettd mittaavat tehtdvét regressiomallin selitysarvoa
rajaamattoman lukusuoratehtdvin varianssille, kun rutiinitehtdvét rationaaliluvuilla oli jo
lisdtty malliin. Hierarkkisen regressioanalyysin tulosten tulkinnan kannalta on tarkedi
huomata, ettd sen avulla ei voida tehdi paitelmid muuttujien vilisistd kausaalisuhteista sen
enempai kuin muillakaan yhden mittauspisteen menetelmilld, vaikka kysymyksenasettelu

voikin ohjata ajatuksia sithen suuntaan (Tabachnick & Fidell, 2014, s. 158).
3.4.1 Hierarkkisen regressioanalyysin edellytykset

Hierarkkisen regressioanalyysin edellytykset ovat samat kuin monen selittdjin regressiossa
muutenkin (Tabachnick & Fidell, 2014, s. 198). Vaatimukset liittyvét kdytettdviin muuttujiin,
otoskokoon, muuttujien vilisiin suhteisiin, poikkeaviin havaintoihin sekd regressiomallin

virhetermeihin.

Ensinnidkin regressioanalyysissé riippuvan muuttujan tulee olla jatkuva, ja riippumattomien
muuttujien joko jatkuvia tai kahden kategorian kategorisia muuttujia. Useamman kategorian
kategoristen muuttujien kiyttiminen on mahdollista, mutta silloin tulee muodostaa dummy-
muuttujia. (Tdhtinen ym., 2020, s. 195.) Monen selittdjén regressioanalyysissa otoskoon tulee
olla vihintdan N >= 50 + 8m, missd m on mallissa kdytettyjen riippumattomien muuttujien
lukumééri. Jotta mallin yksittdisid muuttujia voidaan tarkastella luotettavasti, otoskoon tulisi
olla N >= 104 + m. Tabachnick ja Fidell (2014) kuitenkin huomauttavat, ettd nimé otoskoot
ovat vain suuntaa antavia. (Tabachnick & Fidell, 2014, s. 159.)

Muuttujien vilisiin suhteisiin liittyen monen selittdjén regressioanalyysilld on kaksi
vaatimusta. Ensinnékin selitettivdn muuttujan ja riippumattomien muuttujien vélisten
suhteiden tulisi olla lineaarisia (Field, 2013, s. 309). Toisekseen riippumattomien muuttujien
multikollineaarisuus on kiellettyd. Tama tarkoittaa sitd, ettd riippumattomien muuttujien

viliset yhteydet eivét saa olla liian vahvoja. (Téhtinen ym., 2020, s. 195.)

Selitettédvin ja riippumattomien muuttujien vélinen lineaarisuus voidaan tarkistaa esimerkiksi
visuaalisesti hajontakuvion ja siihen asetetun regressiosuoran avulla (Téhtinen ym., 2020, s.
197). Riippumattomien muuttujien vilisen multikollineaarisuuden tarkasteluun taas on
useampia tyokaluja. Ensinnékin tarkastellaan riippumattomien muuttujien vilisid
korrelaatiokertoimia. Ndma eivit saisi olla liian suuria, ohjearvona kéytetdén esimerkiksi r <

0,8. Tassa tutkimuksessa multikollineaarisuutta tarkasteltiin korrelaatiokertoimien lisdksi
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VIF- ja toleranssiarvojen avulla. SPSS:n regressioanalyysin tulosteesta 16ytyvit pyydettdessa
VIF- (variansce intolerance factor) ja toleranssiarvot (1/VIF). VIF-arvojen tulisi olla 1&hella

yhtd, ja toleranssiarvojen yli 0,2. (Field, 2013, s. 325.)

Muuttujiin ja niiden viélisiin yhteyksiin sekéd otoskokoon liittyvien, edelld késiteltyjen,
vaatimuksien lisdksi regressioanalyysin oletukset liittyvit my0ds poikkeaviin havaintoihin
(outliers) ja virhetermeihin (Field, 2013, s. 304). Poikkeavat havainnot voivat vairistda
regressioanalyysin tuloksia merkittdvésti, joten on tirkedd, etti otoksesta poistetaan liian
poikkeavat tapaukset tai muuttujia muokataan siten, ettd havainnot ovat vihemman
poikkeavia (Field, 2013, s. 305). Poikkeavia havaintoja voidaan tarkastella monella eri tavoin.
Tassé tutkimuksessa kéytettiin Mahalanobin etdisyytté ja poikkeavan suuria jadnnostermeja

poikkeavien havaintojen tunnistamisessa.

Mahalanobin etéisyys kertoo etdisyyden havaintoyksikdiden ja riippumattomien muuttujien
keskiarvojen vililld. Etdisyydet ovat jakautuneet khiin nelié -jakauman mukaisesti, joten
tdmén jakauman kriittisid arvoja voidaan kdyttd4d myods Mahalanobin etdisyyksien
arvioinnissa. Jakauman vapausasteiden maird on sama, kuin regressiomallin riippumattomien
muuttujien maara, ja kriittista arvoa (halutulla todennékoisyydelld) suuremmat arvot tulkitaan
liian poikkeaviksi. Tdssa tutkimuksessa kéytettiin 0,001:n todenndkdisyytti. (Field, 2013, s.
307.) Toisena poikkeavien arvojen havaitsemiskeinona tissd tutkimuksessa kéytettiin
poikkeavan suuria jddnndstermeji. Jos tapauksen standardoitu jainndstermi poikkesi
keskiarvosta yli kolmen keskihajonnan verran, se poistettiin analyysista. Tdma oli varsin
salliva raja, usein suositellaan kéytettavéksi esim. 95 % varmuusrajaa + 1,96 (Field, 2013, s.

306).

Kaikkien edelld mainittujen olettamusten liséksi regressionalyysissa tulee vield tarkistaa, ettd
mallin jddnndstermit ovat normaalijakautuneet, lineaariset ja homoskedastiset.
Jaannostermeilld tarkoitetaan etdisyyksid todellisten ja mallin ennustamien arvojen vililla.
Jadnnostermeihin liittyvid olettamuksia voidaan tarkastella erilaisten kuvioiden avulla:
normaaliutta jd&nndstermien histogrammin avulla, lineaarisuutta P-P-kuvion avulla ja
homoskedastisuutta standardoitujen jidnndstermien ja ennustettujen arvojen sirontakuvion
avulla. Sirontakuviosta voitiin my0s visuaalisesti tarkastella poikkeavia yksilditi, joita

poistettiin tarpeen mukaan analyysista. (Tabachnick & Fidell, 2014, s. 161-163.)
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3.4.2 Hierarkkisen regressioanalyysin tulosten tulkinta

Kun regressioanalyysin edellytykset on varmistettu, voidaan analyysin tuloksia alkaa
tulkitsemaan. Hierarkkisessa regressioanalyysissa tavoitteena on selvittdd, parantavatko uudet
riippumattomat muuttujat mallin selitysastetta tilastollisesti merkitsevésti (Tabachnick &
Fidell, 2014, s. 181). Tamén kysymyksen kannalta térkein tarkasteltava arvo on R2-

muuuttujan muutos ja siihen liittyva F-arvo ja sen tilastollinen merkitsevyys.

R2-muuttuja kertoo, kuinka suuren osan riippuvan muuttujan varianssista regressiomalli
selittdd (Field, 2013, s. 302). Hierarkkisessa regressioanalyyissa SPSS-tuloste antaa R2-arvon
lisdksi R2-muuttujan muutoksen suuruuden, ja arvioi timédn muutoksen tilastollista
merkitsevyyttd. Jos R2-arvon muutokseen liittyvén F-testin tulos on tilastollisesti merkitseva,
voidaan sanoa, ettd uudet riippumattomat muuttujat paransivat regressiomallia tilastollisesti
merkitsevisti. Toisin sanoen lisétyt riippumattomat muuttujat selittdvét tilastollisesti
merkitsevisti riippuvan muuttujan vaihtelua senkin jilkeen, kun mallin aiemmissa vaiheissa
lisdttyjen muuttujien aiheuttama vaihtelu on tilastollisesti kontrolloitu. (Tabachnick & Fidell,

2014, s.214.)

Mallin selitysasteen ja sen muutosten liséksi regressioanalyysin tuloksista voidaan tarkastella
yksittdisten riippumattomien muuttujien regressiokertoimia. Erityisesti standardoitujen
regressiokertoimien avulla voidaan tulkita yksittdisten riippumattomien muuttujien
selitysastetta regressiomallissa. Standardoidun regressiokertoimen (myds standardoitu f3)
arvot vaihtelevat 0 ja 1 vélilld., ja suurempi arvo kertoo suuremmasta selitysasteesta.
Regressiokertoimien tilastollista merkitsevyytté tarkastellaan t-testin avulla, ja tilastollisesti
merkitsevésti nollasta poikkeavasta regressiokertoimesta kertoo haluttua merkitsevyystasoa

pienempi p-arvo. (Field, 2013, s. 302-303.)

Yleisesti hierarkkisen regressioanalyysin tulosten tulkinnassa on tdrkedi pitdd mielessd, ettd
jarjestys, jossa riippumattomat muuttujat lisétdan regressiomalliin, vaikuttaa tulosten
tulkintaan. Ensimmaisessé askeleessa lisdttyjen muuttujien osalta regressioanalyysin tulos
kertoo ndiden muuttujien kokonaisvaikutuksen riippuvaan muuttujaan. Seuraavissa askeleissa
lisdttyjen riippumattomien muuttujien osalta tuloste kertoo kuitenkin vain sen, kuinka paljon
lisdd selitysarvoa muuttujat tuovat regressiomalliin. Siti ei siis voida tulkita endd
myShemmissé vaiheissa lisdttyjen muuttujien kokonaisvaikutukseksi. Tima voidaan selvittda
muuttamalla sité jérjestystd, jossa riippumattomat muuttujat lisdtddn regressiomalliin.

(Tabachnick & Fidell, 2014, s. 174-175.)
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4 Tulokset

Tulososio on rakennettu seuraavasti: ensin tarkastellaan kdytettyjd summamuuttujia ja
muuttujien yksi- ja moniulotteista normaalijakautuneisuutta, jonka jilkeen vastataan

tutkimuskysymyksiin yksi kerrallaan.
4.1 Analyyseissa kaytettyjen muuttujien kuvailua ja kasittelya

Ennen varsinaisiin tutkimuskysymyksiin vastaamista haluttiin tarkastella aineiston muuttujien
keskilukuja ja jakaumia hieman tarkemmin. Ennakkorekister6innin mukaisesti haluttiin
muokata muuttujien liian poikkeavia havaintoja hyvaksyttavimmiksi, ja tarkastella

muuttujien yksi- ja moniulotteista normaalijakautuneisuutta.

Poikkeavien havaintojen etsimiseen ja késittelyyn on monia keinoja (Leys ym., 2019). Téssi
tutkimuksessa kéytettiin yksittdisten muuttujien poikkeavien havaintojen etsimiseen ja
kisittelyyn keskiarvoon ja keskihajontaan perustuvaa keinoa, jossa kaikki muuttujan
havaintoarvot muutetaan korkeintaan kolmen keskihajonnan etdisyydelle keskiarvosta (Leys
ym., 2013). Monimuuttujamenetelmissé poikkeavia havaintoja tutkittiin myos mm.
visuaalisesti, ja ndistd keinoista kerrotaan monimuuttujamenetelmien omissa osioissa

tarkemmin.

Edelld kuvatun miéritelmén mukaisia poikkeavan suuria havaintoja 10ytyi kaikista
lausekkeenmuodostustehtdvien muuttujista sekd molempien lukusuoratehtdvien muuttujista.
Poikkeavat arvot muutettiin alkuperiisid arvoja kayttden korkeintaan kolme keskihajontaa
muuttujan keskiarvoa suuremmiksi. Tama tehtiin kdyttden SPSS-ohjelman Recode into
different variables -toimintoa. Kun poikkeavat havainnot oli kisitelty, tarkasteltiin
tutkimuksessa kaytettdvien muuttujien keskilukuja ja jakaumia. Jakaumien tarkastelussa
kaytettiin vinous- ja huipukkuusarvoja ja Kolmogrov-Smirnovin testid sekd histogrammien ja
P-P-kuvioiden visuaalista tarkastelua. Muuttujien tilastolliset tunnusluvut on koottu
taulukkoon 8, ja histogrammit ja P-P-kuviot 10ytyvit liitteestd 1. Taulukkoon 9 taas on koottu

muuttujien viliset korrelaatiot.

Lausekkeenmuodostustehtivissi keskimédrdinen muodostettujen oikeiden lausekkeiden
madrd tehtdvad kohden vaihteli 2,8 ja 4,5 lausekkeen vililld. Kaikkien
lausekkeenmuodostustehtdvistd muodostettujen muuttujien jakaumat olivat vinoudeltaan ja

huipukkuudeltaan sallituissa rajoissa (vinous ja huipukkuus itseisarvoltaan alle yksi, Tdhtinen
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ym., 2020, s. 104). Sen sijaan jakauman normaaliutta testaavan Kolmogrov-Smirnovin testin
mukaan mikédn muuttujista ei ollut normaalijakautunut. Kolmogrov-Smirnovin testii ei
kuitenkaan suositella kdytettdviksi ainoana keinona normaalijakauman tarkasteluun (Té&htinen
ym., 2020, s. 105), eiki sitd ennakkorekisterdityjd paitoksid noudattaen haluttu kdyttaa
normaalijakautuneisuutta yksin maérittdvina testind. Liséksi lausekkeenmuodostustehtdvien

histogrammit ja P-P-kuviot (kts. liite 1) ndyttivdt varsin hyvin normaalijakaumaan viittaavilta.

Laskutehtivit-muuttuja laski yhteen kuudestatoista laskutehtidvéstd oikeiden vastausten
madrdn. Keskiméérin oikein oli vastattu 7,81 tehtdvaan, eli hieman alle puoliin kaikista
tehtavistd. Laskutehtdvét oli rationaalilukujen rutiiniosaamista mittaavista tehtévistd parhaiten
normaalijakautunut: sen vinous ja huipukkuus olivat hyvéksyttavii, ja lisdksi Kolmogrov-
Smirnovin testi viittasi normaalijakautuneisuuteen. My0s histogrammi ja P-P-kuvio néyttivét

laskutehtdvien osalta hyvalta.

Muuntamistehtivit-muuttuja laski yhteen kymmenen murto- ja desimaalilukujen vélista
muuntamistehtdvii. Keskiméérin oikein oli vastattu 6,44 tehtavéén, eli jonkin verran yli
puoliin tehtdvistd. Histogrammia tarkastellessa huomattiin myos, ettd ylivoimaisesti eniten
aineistossa oli vastaajia, jotka olivat vastanneet oikein seitseméén kymmenesti tehtavasta
(21,3 % vastaajista). Histogrammin muoto oli erikoinen: 0—6 tehtdvéa oikein osanneet
muodostivat ikddn kuin oman pienen normaalijakaumansa, mutta valtaosa oli vastannut oikein
7-10 tehtdavadn. Ero kuuden ja seitsemén oikean vastauksen frekvenssien vélilla suuri: 17,6
prosenttiyksikkod. Jakauman visuaalisesta erikoisuudesta huolimatta muuntamistehtévit-
muuttujan vinous- ja huipukkuusarvot olivat sallituissa rajoissa. Sen sijaan Kolmogrov-
Smirnovin testi ei tukenut normaalisuushypoteesia, ja muuttujan P-P-kuvio ei ndyttinyt

normaalijakautuneelta.

Jirjestimistehtivisti muodostettu muuttuja oli rutiiniosaamista mittaavista tehtavisti
kaikkein vinoin (vinous -0,779), ja siind ndkyi selva kattoefekti, eli vastaajista valtaosa oli
osannut tehtdvan hyvin. Tutkimuksessa kdytetyistd viidesta jarjestimistehtdvin osatehtiavésti
saatiin keskimédrin 3,4 pistettd, eli reilusti yli puolet saatavilla olleista viidestd pisteesta.
Muuttujan vinous- ja huipukkuusarvot olivat sallituissa rajoissa, mutta Kolmogrov-Smirnovin
testi el tukenut normaalijakautuneisuushypoteesia. Toisaalta jirjestdmistehtdvat-muuttujan P-

P-kuvio ndytti kohtuullisen hyvalta.

Molemmista lukusuoratehtivistid muodostetut muuttujat olivat huomattavan vasemmalle

vinoja ja huipukkaita, ja niiden vinous- ja huipukkuusarvot olivat yli sallittujen rajojen. LS-
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tehtévien histogrammit ja P-P-kuviot muistuttivat my0s vahvasti toisiaan. Rajatuissa LS-
tehtévisséd absoluuttisen prosentuaalisen virheen keskiarvo oli vastaajilla keskimdérin 6,54 %
ja rajaamattomissa tehtévissd 7,11 %. Jompaankumpaan suuntaan vinojen jakaumien kohdalla
keskiarvoa informatiivisempi keskiluku voi olla mediaani (Tdhtinen ym., 2020, s. 102).
Rajattujen lukusuoratehtdavien PAE-keskiarvojen mediaani oli rajatuilla tehtéavilld 5,78 % ja
rajaamattomilla tehtédvilld 5,33 %. Kumpaakaan lukusuoratehtivai ei voitu pitdd
normaalijakautuneena. Liian suurten vinous- ja huipukkuusarvojen lisdksi Kolmogrov-
Smirnovin testi ei tukenut hypoteesia normaalijakautuneisuudesta, ja kummankaan muuttujan

histogrammi ja P-P-kuvio ei muistuttanut normaalijakautunutta muuttujaa.



Taulukko 8 Analyyseissa kaytettyjen (summa-)muuttujien keskeisia tunnuslukuja

ARNK = adaptive rational number knowledge, lausekkeentuottamistehtavat. *=p<0,05; **=p<0,001
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keskiarvo 4,5053 3,0632 2,8 3,7579 14,13 7,81 6,44 3,4 0,0654 0,071
keskihajonta | 1,79167 2,12288 1,82535 2,40441 6,478 3,844 2,513 1,43956 0,0445 0,05173
vinous 0,008 0,658 0,357 0,606 0,323 0,12 -0,635 -0,779 1,617 1,629
huipukkuus -0,452 0,1 -0,298 -0,145 -0,267 -0,743 -0,536 -0,113 3,038 2,483
minimi 0 0 0 0 0 0 0 0 0,01 0,01
maksimi 9 9 8 11 33 16 10 5 0,24 0,23
Kolmogrov-
Smirnovin D(95)= D(95)= D(95)= D(95)= D(95)= D(94)= D(95)= D(95)= D(95)= D(94)=
testi 0,135** 0,164** 0,122* 0,15** 0,095* 0,085 0,23** 0,219** 0,15** 0,167**
Cronbachin
alfa N/A N/A N/A N/A 0,804 0,828 0,777 0,691 0,62 0,617
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Taulukko 9 Tutkimuksessa kaytettyjen muuttujien valiset korrelaatiot
* p<=0,05; ** p<=0,01
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ARNK 1 1
ARNK 2 4337 |1
ARNK 584" | 478" | 1
ARNK 4 468" | 6127 | ,498" | 1
ARNK summamuuttuja , 754" | ,806™ |,782" | ,838" | 1
Laskutehtavat ,282™ | ,359" | ,240° ,292" | 371" 1
Muuntamistehtavat 453" | 459" | ;507" | ,478" | ,593" A479™ 1
Jarjestamistehtavat 420" | ;350" | ,448" | ;314" | 472" ,248" ,486™ 1
Rajatut lukusuoratehtavat (vastausten keskiarvo) -215" | -,359" | -,284™ | -,318" | -,373" | -,440" | -411" | -541" |1
Rajaamattomat lukusuoratehtavat (vastausten keskiarvo) | -,409™ | -,359™ | -,275" | -,353™ | -,440" | -,444" | -552" | -480" | ,530" 1
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4.1.1 Konfirmatorisessa faktorianalyysissa kaytettyjen muuttujien moniulotteinen

normaalius

Konfirmatorista faktorianalyysia varten tarkasteltiin kdytettdvien muuttujien valistad
moniulotteista normaalijakaumaa. Moniulotteisen normaalijakauman tarkastelu ei ole yhté
suoraviivaista kuin yksiulotteisen normaalijakauman, ja esimerkiksi SPSS ei tarjoa sithen
valmiita tyokaluja (Field, 2013, s. 643). Tarkastelu suositellaan aloitettavaksi tarkastelemalla
kaytettdvien muuttujien kahdenvélisid normaalijakaumia esimerkiksi sirontakuviomatriisin
avulla. Jos jo kahdenvilisissd normaalijakaumissa on ongelmia, ei moniulotteista
normaalijakautuneisuutta voida olettaa. Kahdenvilisen normaalijakautuneisuuden merkkina

voidaan pitdi ellipsoidin muotoista sirontakuviota. (Oppong & Agbedra, 2016.)

Konfirmatorisessa faktorianalyysissa kdytettyjen muuttujien sirontakuviomatriisi 16ytyy
kuvasta 6. Sirontakuvioita tarkastellessa huomataan, ettd esimerkiksi muuntamistehtivien ja
eri lausekkeenmuodostustehtivien viliset sirontakuviot muistuttavat ellipsoidien sijaan
ennemmin kolmioita. Muutenkin useimmissa sirontakuvioissa esiintyy paljon kaksiulotteisia
poikkeavia havaintoja, jotka eivét tue normaalijakaumaolettamusta. Sirontakuviomatriisin
perusteella epiiltiin, ettd CFA:ssa kdytettdvat muuttujat eivét olleet moniulotteisesti
normaalijakautuneita, ja CFA:ssa paidyttiin kdyttiméadn moniulotteisesti

normaalijakautumattomille muuttujille sopivia robusteja menetelmia.
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Sirontakuviomatriisi CFA:ssa kytetyistd muuttujista
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Kuva 6 Sirontakuviomatriisi konfirmatorisessa faktorianalyysissa kaytetyistd muuttujista

1= ARNK1; 2= ANRK2; 3= ARNKS3; 4= ANRK4; 5= laskutehtavat; 6=muuntamistehtavat; 7=
jarjestamistehtavat; 8= rajatut lukusuoratehtavat; 9= rajaamattomat lukusuoratehtavat

4.2 Rajaamattomissa lukusuoratehtavissa menestyminen ja tehtavien

keskinainen vaikeusaste

Tassd tutkimuksessa oltiin erityisen kiinnostuneita rajaamattomista lukusuoratehtivista.
Tadmén vuoksi rajaamattomia lukusuoratehtivid haluttiin tarkastella muita tehtdvié tarkemmin,
ja tutkia sitd, miten tehtéviin oli vastattu, ja olivatko tehtévit vaikeusasteeltaan toistensa

kaltaisia

Taulukkoon 10 on koottu rajaamattomien lukusuoratehtévien keskeisid tunnuslukuja.

Taulukosta ndhdian, etti tehtdvikohtaiset absoluuttisten prosentuaalisten virheiden keskiarvot
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vaihtelivat vililla [0,045; 0,132]. Neljin prosentin virhe tarkoitti kdytdnndssd annetun arvion
ja oikean vastauksen viélistd noin 0,6 senttimetrin etdisyyttd, 13 prosentin virhe taas noin
kahden senttimetrin etdisyytta (tehtdvdlomakkeessa kiytetylld noin 15 cm pitkalla

lukusuoralla).

Kaikkien rajaamattomien LS-tehtédvien jakaumat olivat voimakkaasti vasemmalle vinoja, ja
tdma heijastui myos siithen, ettd kaikkien tehtdvien mediaanit olivat keskiarvoja pienempid.
Vinossa jakaumassa mediaani voi olla keskiarvoa informatiivisempi keskiluku, silld se on
vihemmain herkkd poikkeaville arvoille. Rajaamattomien lukusuoratehtdvien mediaanit

vaihtelivat vélilla [0,021; 0,086].

Kuva 7 sisdltaa laatikko-janakuviot kaikista kahdeksasta rajaamattomasta
lukusuoratehtévistd. Kuviota tarkastelemalla ndhddén, ettd tehtdvit 7 ja 8 erottuvat muista
tehtdvistd muita suuremmilla virhekeskiarvoilla ja keskihajonnoilla. Lisdksi ndisté tehtdvista
16ytyvit suurimmat poikkeavat havainnot. Myds taulukon 10 keskilukuja tarkastelemalla

voidaan havaita, ettd tehtdvit 7 ja 8 eroavat muista tehtévista

Taulukko 10 Rajaamattomien lukusuoratehtavien keskeisia tunnuslukuja

- N w IN o o ~ o) T8 X
o 2
o X
53 °
=3
&3
=3
Annettu luku Y2 2/3 0,75 1,4 4/5 1,5 3/5 0,25 N/A
Sijoitettava 0,75 11/3 | 1/2 1 0,2 3/4 7/12 0,6 N/A
luku
N 95 94 93 93 92 92 89 89 94
Keskiarvo 0,065 | 0,082 | 0,045 0,042 0,056 0,048 0,106 0,132 0,071
(PAE)
Mediaani 0,053 | 0,034 | 0,021 0,029 0,024 0,028 0,067 0,086 0,058
Keskihajonta 0,045 | 0,112 | 0,054 0,038 0,086 0,057 0,116 0,174 0,052
Vinous 1,617 | 1,945 | 2,224 1,647 2,942 2,199 1,665 2,613 1,629
Huipukkuus 3,038 | 3,027 | 6,554 2,817 9,117 5,585 2,715 5,976 2,483
Minimi 0,01 0 0 0 0,002 0,001 0,001 0,001 0,01
Maksimi 0,24 0,428 | 0,279 0,173 0,418 0,283 0,513 0,69 0,23
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Laatikkokuviot rajaamattomista lukusuoratehtavista
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Kuva 7 Rajaamattomien lukusuoratehtavien laatikko-janakuviot

Kuvasta 8 ndhdéén, ettd valtaosa osallistujista vastasi kohtuullisen tarkasti kaikkiin
rajaamattomiin LS-tehtdviin. Osalla osallistujista vastaustarkkuus rajaamattomissa LS-
tehtdvissd vaihteli kuitenkin paljon tehtdvésti toiseen. Tédssd vaihtelussa kiinnostavaa on se,
ettd epatarkat vastaukset eivit ole kasaantuneet vain joihinkin tehtiviin, ja ettd
vastaustarkkuuden vaihtelu tehtivésti toiseen on erilaista eri osallistujista. Lisdksi kuvasta ei

erotu vastaajia, jotka olisivat vastanneet kaikkiin tehtaviin hyvin epétarkasti.

Kun kuvasta 8 tarkasteltiin tehtdvékohtaisia eroja, huomattiin mm., etti tehtévissa 1, 3, 5ja 6
tarkkojen vastausten mééra vaikutti suuremmalta kuin muissa tehtdvissd. Lisdksi kuvasta
erottuu vastausten suuri hajonta erityisesti tehtivissé 2, 7 ja 8, ja toisaalta tehtdvén 4

vastausten pieni hajonta.



66

0,30

0,20

PAE (max 0,3)

010

0,00

Tehtdvanumero

Kuva 8 Vastaajakohtaiset absoluuttiset prosentuaaliset virheet (PAE) rajaamattomissa
lukusuoratehtavissa viivakuviona

PAE on rajattu maksimissaan 0,3:een.

4.3 Rajaamattoman lukusuoratehtavan ja matematiikan arvosanan valinen

yhteys

Rajaamattoman lukusuoratehtivin ja matematiikan arvosanan viélisid yhteyksid tutkittiin
yksisuuntaisella varianssianalyysilla (ANOVA). Selitettdvand muuttujana
varianssianalyysissa kdytettiin rajaamattomissa lukusuoratehtdvissa annettujen vastausten

keskiarvoa, ja selittdvand muuttujana itse raportoitua edellistd matematiikan arvosanaa.

Matematiikan arvosana -muuttuja muutettiin varianssianalyysia varten kolmiluokkaiseksi (A,
B ja muut), silld F-, D- ja C-arvosanoja oli raportoitu vain vdhén (yhteensd n=14). Kolmen
arvosanaryhmin vastaajaméérit ja keskiarvot rajaamattomissa lukusuoratehtdvissd on koottu
taulukkoon 11. Levenen testin mukaan eri matematiikan arvosanaryhmien pisteet
rajaamattomissa lukusuoratehtdvissd voitiin olettaa varianssiltaan homogeenisiksi (F(2,91) =

2,692; p = 0,073).

Taulukko 11 Rajaamattoman lukusuoratehtdvan keskiarvot ja keskihajonnat arvosanaryhmittain

Arvosana N Rajaamattoman LS-tehtdvan | Rajaamattoman LS-tehtavan
keskiarvo keskihajonta

A 44 0,060 0,060
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Arvosana N Rajaamattoman LS-tehtdvan | Rajaamattoman LS-tehtavan
keskiarvo keskihajonta

B 36 0,072 0,072

muut 14 0,103 0,068

Varianssianalyysin tulosten mukaan eri ryhmien valilla oli tilastollisesti merkitsevé ero

rajaamattomien lukusuoratehtivien pistekeskiarvoissa (F(2) = 3,746; p = 0,027; n? =

0,076). Post hoc -tarkastelut kertoivat tarkemmin, ettd A-arvosanaryhméin pistekeskiarvo

erosi tilastollisesti merkitsevésti muut arvosanat -ryhmén pistekeskiarvosta (Tukeyn HSD-

testi p=0,02). Sen sijaan A- ja B-arvosanaryhmien ja B- ja muut arvosanat -ryhmien

pistekeskiarvot eivit poikenneet toisistaan tilastollisesti merkitsevisti. Kuva 9 niyttaa eri

arvosanaryhmien PAE-keskiarvot rajaamattomissa lukusuoratehtévissa.

0.4

0.3

0.2

0.1 -

0.0 -

Rajaamattomat lukusuoratehta

Kuva 9 Rajaamattomien lukusuoratehtavien PAE:n keskiarvojen jakautuminen eri arvosanaluokissa

| |
B A

Arvosana

;i

4.4 Rajaamattoman lukusuoratehtavan yhteydet muihin tehtavatyyppeihin

Tutkimuskysymykseen: Mittaako rajaamaton lukusuoratehtivad samoja latentteja piirteitd kuin

lausekkeentuottamistehtdva? ldhdettiin vastaamaan konfirmatorisen faktorianalyysin keinoin.

Faktorimallit ja niiden spesifiointi on kuvattu luvussa 3.3. Konfirmatorinen faktorianalyysi

suoritettiin Mplus-tilasto-ohjelmalla (versio 8.4). Liitteessd 2 on esimerkki kédytetysti

syntaksista yhden faktorin mallille. Koska tutkimuksessa kdytettdva data ei ollut
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moniulotteisesti normaalia, kdytettiin konfirmatorisessa faktorianalyysissa moniulotteisesti ei-

normaalille datalle paremmin soveltuvaa robustia MLR-estimaattoria.

Kun tutkittavat faktorimallit oli rakennettu Mplus-ohjelmassa, tarkasteltiin ensin niiden
globaalin yhteensopivuuden indekseji. Taulukosta 12 nédhdain, ettd neljalld faktorimallilla
CFI, TLI ja SRMR-arvot ovat tissé tutkimuksessa hyviaksytyissa rajoissa. Ndissd neljassi
mallissa myds khiin nelid -testin p-arvo ja RMSEA-arvo ovat muita malleja 1dhempéna

hyvaksyttavin rajoja (khiin nelio -testissd p>0,001 ja RMSEA <0, 1.

Parhaiten yhteensopivat faktorimallit olivat: (1) kahden faktorin malli, jossa ensimmadiselle
faktorille latautuivat vain lausekkeentuottamistehtévit, ja toiselle faktorille kaikki muut
tehtdvit; (2) kolmen faktorin malli, jossa ensimmadiselle faktorille latautuivat
lausekkeentuottamistehtdvit, toiselle rutiinitehtdvét ja kolmannelle molemmat LS-tehtévit.;
(3) kahden faktorin ja yhden indikaattorin malli, jossa faktoreina lausekkeentuottamistehtavit
sekd rutiinitehtdvét ja rajattu LS-tehtiva ja yksittdisend indikaattorina rajaamaton LS-tehtdvé;
ja (4) kahden faktorin ja yhden indikaattorin malli, jossa faktoreina
lausekkeentuottamistehtdvit sekd rutiinitehtdvét ja rajaamaton LS-tehtévi ja yksittdisend

indikaattorina rajattu LS-tehtéva.

Kaikista faktorimalleista matalin Akaiken informaatiokriteeri (AIC=2059,902) oli kolmen
faktorin mallilla (2) ja matalin Bayes-informaatiokriteeri (BIC=2133,658) kahden faktorin
mallilla (1). Talld perusteella jompaakumpaa néistd malleista saatettiin epdilld parhaiten

istuvaksi faktorimalliksi.

Kun ensimmadiset faktorimallien istuvuustarkastelut oli tehty, jatkettiin faktorimallien
tarkastelua parametriestimaattien tarkastelulla. Kaikkien faktorimallien parametriestimaatit
16ytyvit liitteestd 3. Kaikkien mallien kaikki parametriestimaatit olivat tilastollisesti

merkitsevia.

Edella listatuista parhaiten istuvista faktorimalleista (3) ja (4) 16ydettiin standardoitu
faktorikorrelaatio, joka oli itseisarvoltaan yhtd suurempi. Mallissa (3) faktoreiden kaksi ja
kolme (faktori 2: rutiinitehtivat ja rajattu LS-tehtévi, faktori 3: rajaamaton LS-tehtdva)
vélinen korrelaatio oli -1,279, ja mallissa (4) faktoreiden kaksi ja kolme (faktori 2:
rutiinitehtavit ja rajaamaton LS-tehtdvé, faktori 3: rajattu LS-tehtévéd) vélinen korrelaatio oli -

1,123. Mallit (3) ja (4) eivit siis olleet hyviksyttavii, ja niitd ei tarkasteltu enempaa.
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Tama jatti jaljelle mallit (1) ja (2). Mallissa (2) kuitenkin faktoreiden kaksi ja kolme
(rutiinitehtévit ja LS-tehtivat) vilinen korrelaatio oli -0,984, joka oli reilusti yli erottelevan
validiteetin r < |0,85| rajan, vaikkei ollutkaan yhtd suurempi. Jaljelle jéi siis endd malli (1),
eli kahden faktorin malli, jossa lausekkeentuottamistehtdviat muodostivat yhden faktorin ja

kaikki muut tehtévit toisen.

Tamin kahden faktorin mallin tarkastelua jatkettiin vield tutkimalla mallin indikaattoreiden
tdysin standardoituja jaddnndskovariansseja, jotka kertovat faktorimallin lokaalista
yhteensopivuudesta. Mallin (1) standardoitu jaddnndskovarianssimatriisi 18ytyy taulukosta 13.
Taulukosta huomataan, ettd mallin jdinndskovariansseissa oli useampi sallitun rajan (2,0
itseisarvo) ylittdva arvo. Néitd arvoja 10ytyy laskutehtdvédd lukuun ottamatta kaikkien faktori
2:n indikaattoreiden jadnnodskovariansseista. Kahta suuremmat jaddnnoskovarianssit viittaavat
sithen, ettd malli ei pysty toisintamaan alkuperdisessé datassa olevia indikaattoreiden vélisia

yhteyksid tiysin tarkasti.

Tarkastellaan kuitenkin vield kahden faktorin mallin parametriestimaatteja, jotka 10ytyvét
liitteestd 3. Lausekkeentuottamistehtévit latautuvat faktorille yksi arvoilla, jotka vaihtelevat
vililla 0,688—0,736, ja muut tehtivét latautuvat faktorille kaksi arvoilla, jotka asettuvat vilille
|0,576]-10,761|. Nama ovat hyvéksyttdvid faktorilatauksia. Mallin selitysaste
indikaattoreiden varianssille vaihtelee 0,332 ja 0,579 vilill4, ja faktoreiden keskindinen
korrelaatio on -0,750, joka on korkeahko, mutta hyviksyttidvissd rajoissa. Mallin selitysaste ja
erotteleva validiteetti ndyttdisivét siis olevan kohtuulliset, ja standardoituihin
jaannoskovariansseihin liittyvid huomioon ottamatta timé kahden faktorin malli selittda

aineiston sisiltiméaa vaihtelua hyvin.



Taulukko 12 Faktorimallien globaalin yhteensopivuuden indikaattorit. Harmaalla pohjalla tekstissa kasiteltavat mallit.
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Faktoreiden | malli Khiin nelio -testi CF1(>0,9) | TLI SRMR RMSEA | AIC BIC
maara arvo of b (>0,05) (>0,9) (<0,08) (<0,06)
1 ARNK-tehtavat + rutiinitehtavat + | 73,312 | 27 0 0,843 0,791 0,072 0,134 2085,812 | 2154,767
rajatut LS-tehtavat +
rajaamattomat LS-tehtavat
2 (1) ARNK-tehtavat; (2) kaikki 47,022 | 26 0,007 0,929 0,902 0,053 0,092 2062,15 2133,658
muut tehtavat
2 (1) ARNK-tehtavat + 68,766 | 26 0 0,855 0,8 0,071 0,132 2082,741 | 2154,249
rajaamattomat LS-tehtavat; (2)
rutiinitehtavat + rajatut LS-
tehtavat
2 (1) ARNK-tehtavat + rajatut LS- 65,832 | 26 0 0,865 0,814 0,073 0,127 2079,749 | 2151,258
tehtavat; (2) rutiinitehtavat +
rajaamattomat LS-tehtavat
2 (1) ARNK-tehtavat + 75,336 | 26 0 0,833 0,769 0,072 0,141 2087,622 | 2159,13
rajaamattomat LS-tehtavat +
rajatut LS-tehtavat; (2)
rutiinitehtavat
3 (1) ARNK-tehtavat; (2) 40,912 | 24 0,017 0,943 0,914 0,047 0,086 2059,902 | 2136,518
rutiinitehtavat; (3) rajatut LS-
tehtavat+ rajaamattomat LS-
tehtavat
2+ (1) ARNK-tehtavat; (2) 4497 | 25 0,0084 0,932 0,903 0,052 0,092 2062,184 | 2136,247
yksittainen rutiinitehtavat + rajatut LS-
indikaattori | tehtavat; rajaamattomat LS-
tehtavat
2+ (1) ARNK-tehtavat; (2) 43,432 | 25 0,0125 0,938 0,91 0,05 0,088 2061,123 | 2135,186
yksittainen rutiinitehtavat + rajaamattomat
indikaattori LS-tehtavat; rajatut LS-tehtavat




Taulukko 13 Kahden faktorin mallin (lausekkeenmuodostustehtdvat — muut tehtavat) standardoitu jddnndskovarianssimatriisi

71

Faktori 1 Faktori 2
ARNK1 ARNK2 | ANRK3 | ANRK4 | Lasku- | Muuntamis- Jarjestamis- Rajattu LS Rajaamaton
tehtava | tehtava tehtava LS
Faktori 1 | ARNK1 0
ARNK?2 -1,224 0
ARNK3 999,0 -0,598 0
ARNK4 -1,210 999,0 -0,705 0
Faktori 2 | Laskutehtava -0,172 0,753 -0,901 -0,321 999
Muuntamistehtava 3,726 1,656 999,0 1,056 999,0 0
Jarjestamistehtava 2,837 -0,173 2,430 -0,921 -2,220 | -0,595 0
Rajattu LS 1,566 999,0 1,238 4,597 -2,159 | 5,091 -2,189 0
Rajaamaton LS -0,442 1,060 3,111 0,682 -0,543 | 0,159 0,339 0,780 0
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4.5 Lausekkeentuottamistehtavissa ja rajaamattomissa lukusuoratehtavissa

menestymisen valinen yhteys

Tutkimuskysymykseen: Selittddko lausekkeenmuodostustehtévissd menestyminen menestysta
rajaamattomissa lukusuoratehtdvissd sen jidlkeen, kun rutiinitehtdvien vaikutus on
kontrolloitu? vastattiin hierarkkisen regressioanalyysin avulla. Hierarkkinen regressioanalyysi
suoritettiin kahdessa vaiheessa: ensimmadisessé vaiheessa selittdvind muuttujina olivat
rutiinitehtdvistd muodostetut summamuuttujat laskutehtiville, muuntamistehtéville ja
jarjestimistehtdville, ja selitettdvind muuttujana oli rajaamattomista LS-tehtdvista
muodostettu summamuuttuja. Toisessa vaiheessa selittdviin muuttujiin liséttiin
lausekkeentuottamistehtivistd muodostettu summamuuttuja. Kaikki kdytetyt muuttujat olivat

jatkuvia.

Ennen tulosten analysointia varmistettiin, ettd moniulotteisen regressioanalyysin olettamukset
olivat voimassa. Ensimmadiselld analyysikierroksella aineistosta poistettiin kaksi tapausta,
joiden standardoidut jadnnostermit poikkesivat jaddnnostermien keskiarvosta enemmin kuin
sallitun kolmen keskihajonnan verran. Toisella kierroksella tapausten standardoiduissa
jaannostermeissa ei ollut ongelmia, mutta standardoitujen jadnnostermien ja ennustettujen
arvojen sirontakuviota tarkastellessa huomattiin, ettd kolmen tapauksen sijoittuminen
sirontakuviossa oli muista poikkeavaa. Nama kolme tapausta poistettiin analyysistd, ja
regressioanalyysi suoritettiin kolmannen kerran. Kolmannella analyysikierroksella ei enda
havaittu poikkeavia havaintoja. Standardoidut jddnnostermit olivat sallituissa rajoissa ja
sirontakuviota tarkastelemalla ei havaittu poikkeavia arvoja. Lisdksi tarkasteltiin tapausten
Mahalanobin etdisyyksid, jotka vaihtelivat vélilld [0,457; 12,464]. Suurin sallittu arvo 99 %

varmuudella oli x? (4) = 18,467, joten kaikki arvot olivat riittivin pienii.

Lopulta regressioanalyysi suoritettiin 88 tapauksella, silld kaksi tapausta jéi pois jo
ensimmadisestd analyysista puuttuvien muuttujien arvojen takia. Seitsemén tapauksen
poistamisen jdlkeen regressioanalyysin otoskoko oli edelleen riittivd, n = 95 — 2 — 5 =
88 > 50 + 8 - 4 = 84. Otoskoon lisdksi tarkasteltiin vield muuttujien vilisid yhteyksia seka

standardoitujen jaddnndstermien normaaliutta, lineaarisuutta ja homoskedastisuutta.

Riippuvan muuttujan eli rajaamattoman LS-tehtdvin yhteydet riippuviin muuttujiin olivat
lineaariset. Rajaamattoman LS-tehtdvén korrelaatiokertoimet muihin muuttujiin olivat

kohtuullisia ja tilastollisesti merkitsevid, r € [—0,588; —0,400] (kts taulukko 9).



73

Riippumattomien muuttujien viliset korrelaatiokertoimet, VIF- arvot ja toleranssit olivat
sellaisissa rajoissa, ettei multikollineaarisuutta ollut syyté epéilld. Riippumattomien
muuttujien keskindiset korrelaatiokertoimet vaihtelivat vililld 0,187 < r < 0,561, ja olivat
kaikki alle sallitun r<0,8 rajan. Muuttujien VIF-arvot vaihtelivat vililld [1,303; 1,575] ja
toleranssit valilla [0,550; 0,804]. Kaikki arvot olivat hyvaksyttavia.

Hierarkkisen regressioanalayysin jadnndstermien normaalijakautuneisuus tarkistettiin
visuaalisesti jddnnostermien histogrammin ja jdédnndstermien ja ennustettujen arvojen
sirontakuvion avulla (kuvat 10 ja 12). Visuaalisesti tarkasteltuna regressioanalyysin
jaannostermit vaikuttivat riittivdn normaalijakautuneilta: histogrammi muistutti
normaalijakaumaa ja sirontakuviossa jaédnnostermit olivat jakautuneet tasaisesti nollan

molemmin puolin.

Jadnnostermien lineaarisuutta tarkasteltiin P-P-kuvion avulla (kuva 11). Havaittu ja odotettu
kumulatiivinen todennékoisyys eivét olleet tdysin yhtéd suuret, mutta havaintojen ja odotusten

viliset erot eivit olleet myoskédédn kovin suuria.

Jaannostermien homoskedastisuutta tutkittiin jiinndstermien ja ennustettujen arvojen
sirontakuvion avulla (kuva 12). Havainnot vaikuttivat jakautuvan varsin tasaisesti molempien
akseleiden nollan ympdrille pilvimuodostelmaan. Jaddnnostermit todettiin riittdvan

homoskedastisiksi.

Mean = -2,39E-16
Std. Dev. = 0,977
N=88

Frekvenssi

Regressio standardoitu jaannostermi

Kuva 10 Hierarkkisen regressioanalyysin standardoitujen jdannéstermien frekvenssijakauma
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Odotettu kumulatiivinen todennékdisyys

0,0 02 04 0,6 08 1,0

Havaittu kumulatiivinen todennakoisyys

Kuva 11 Hierarkkisen regressioanalyysin standardoitujen jaanndstermien havaitun ja odotetun
kumulatiivisen todennakdisyyden P-P-kuvio

Sirontakuvio
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Regressio standardoitu jaannos

Kuva 12 Hierarkkisen regressioanalyysin standardoitujen jdannéstermien ja odotusarvojen
sirontakuvio

Kun hierarkkisen regressioanalyysin edellytykset oli varmistettu, padstiin eteneméaén tulosten
tarkasteluun. Regressioanalyysin olennaiset luvut on koottu taulukkoon 14.
Regressioanalyysin ensimmaéisesséd vaiheessa malliin liséttiin laskutehtavét,
muuntamistehtévit ja jarjestdmistehtdavit. Ensimmaisessd vaiheessa mallin selitysastetta
kuvaava parametri R2 oli 0,460, joka oli tilastollisesti merkitsevé 0,001 merkitsevyystasolla.
Toisessa vaiheessa malliin liséttiin lausekkeenmuodostamistehtdvit. Ne nostivat mallin
selitysastetta hyvin vdahén. R2 muutos oli 0,006, mika ei ollut tilastollisesti merkitseva tulos.
Lausekkeenmuodostamistehtévit eivit siis parantaneet regressiomallin selitysastetta

tilastollisesti merkitsevasti.



75

Lopullisen mallin selittdvien muuttujien standardoidut regressiokertoimet vaihtelivat vélilla
standardoitu g € [—0,321; —0,097] (kts. taulukko 14). Ndistd muuntamis- ja
jarjestamistehtdvien kertoimet olivat tilastollisesti merkitsevid 0,05 merkitsevyystasolla.
Lausekkeenmuodostamistehtévien ja laskutehtidvien regressiokertoimet taas eivét olleet

tilastollisesti merkitsevia.

Taulukko 14 Hierarkkisen regressioanalyysin tulokset

**=p<0.001
Muuttuja Mallin selitysaste ja sen muutos Muuttujien
regressiokertoimet
R2 R2 F-muutos Standardoitu g p
muutos
Malli 1 0,460** 0,460 F(3, N/A
84)=23,888**

Laskutehtavat
Muuntamistehtéavat
Jarjestamistehtavat

Malli 2 0,466** 0,006 F(1, 83)=0,925
Laskutehtavat -0,158 0,088
Muuntamistehtéavat -0,317 0,004
Jarjestamistehtavat -0,321 <0,001
ARNK-tehtavat -0,097 0,339
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5 Pohdinta

Matemaattinen joustavuus on yleisesti hyviaksytty matematiikan opetuksen tavoitteeksi niin
Suomessa kuin maailmallakin (Hong ym., 2023; Opetushallitus, 2014). Eri tahot méérittelevét
matemaattisen joustavuuden kuitenkin eri tavoin, eikd yhtd yhteistd miiritelméaa
matemaattiselle joustavuudelle ole olemassa (Hickendorff ym., 2022). Tdssé tutkimuksessa
matemaattinen joustavuus madriteltiin Hatanon luoman joustavan asiantuntijuuden késitteen
kautta (Hatano, 2003). Erityisesti oltiin kiinnostuneita joustavasta lukukésitteesta,
McMullenin ja kumppaneiden nimedmastd taidosta, jonka avulla pyritddn selittiméén sité,
minkélainen osaaminen ylipdédtdan mahdollistaa joustavan asiantuntijuuden (koulu-

)matematiikassa (McMullen ym., 2016).

Joustava lukukdsite médritelldén kattavaksi tietoverkoksi lukujen ominaisuuksista ja niiden
vilisistd suhteista, ja timén tietoverkon ajatellaan mahdollistavan joustavan matemaattisen
toiminnan ongelmanratkaisutilanteissa (McMullen ym., 2017). Tassé tutkimuksessa
keskityttiin joustavaan rationaalilukukésitteeseen, joka on joustavan lukukésitteen alakisite.
Se siséltdd kokonaislukujen lisdksi myds muut rationaaliluvut, ja sen on joustavan
lukukaésitteen tavoin todettu mm. todettu ennustavan tulevaa algebraosaamista. (McMullen
ym., 2017, 2020) Joustavaa rationaalilukukésitettd on tdhdn mennessd mitattu yhdella
mittarilla, lausekkeentuottamistehtdvélla (McMullen ym., 2019, 2020). Témén tutkimuksen
tavoitteena oli selvittdd, voitaisiinko toista tehtdvatyyppid, rajaamatonta lukusuoratehtivai,

kayttdd joustavan lukukésitteen mittaamisessa lausekkeentuottamistehtidvén rinnalla.

Tutkimusten mukaan joustava rationaalilukukésite, vahva rationaalilukuosaaminen ja hyvéa
suoriutuminen rajatuissa lukusuoratehtivissd ovat kaikki kolme yhteydessé yleiseen
matemaattiseen kompetenssiin (Lortie-Forgues ym., 2015; Schneider ym., 2018). Uudempi
tutkimus rationaalilukuosaamisen osalta on lisdksi antanut vahvoja viitteitd siitd, ettd
erityisesti erilaisten rationaalilukunotaatioiden vélinen osaaminen on tirkedi niin
rationaalilukuosaamisen kuin yleisen matemaattisen kompetenssin kannalta (Schiller ym.,

2023).

Nimenomaan rajaamattomien lukusuoratehtévien ei ole aiemmissa tutkimuksissa todettu
olevan yhteydessi yleiseen matemaattiseen kompetenssiin (Schneider ym., 2018), mutta
ndissd tutkimuksissa kiytetty rajaamattoman LS-tehtdvin muoto poikkesi merkittévisti tdssd

tutkimuksessa kaytetystd versiosta. Téssd tutkimuksessa kéytettyjen rajaamattomien
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lukusuoratehtévien ratkaisemisessa arvioitiin tarvittavan lukujen suuruusosaamisen liséksi
ainakin rationaalilukutaitoja ja erityisesti notaatioiden vélistd osaamista, sekd ymmarrysti
lukujen vélisistd suhteista, jotta annettu luku voidaan sijoittaa oikeaan kohtaan suhteessa
lukusuoralle jo merkittyyn lukuun. Tamaén arvion perusteella pidettiin todennékdisend, etta
rajaamaton lukusuoratehtidvé olisi yhteydessi yleiseen matemaattiseen kompetenssiin, ja
mahdollisena, ettd rajaamattomien lukusuoratehtdvien ratkaisemisessa vaadittaisiin myos

joustavaa rationaalilukukasitetta.

Tassd tutkimuksessa havaittiinkin ensimmaisté kertaa rajaamattoman lukusuoratehtdvin ja
matemaattisen kompetenssin vélilld positiivinen yhteys. Sen sijaan faktorianalyysin tulokset
antoivat viitteit siitd, ettd rajaamaton lukusuoratehtiva ja joustavaa rationaalilukukisitettd
mittaava lausekkeenmuodostustehtiva eivit ilmentdisi keskenddn samoja taitoja.
Faktorianalyysin tulokset kuitenkin vahvistivat osaltaan aiempaa tulosta siité, ettd joustava
rationaalilukukésite ja rutiininomaisemmat taidot rationaaliluvuilla ovat toisistaan erillisid

kasitteits.

Seuraavaksi kdydadn lapi lyhyesti tutkimuksen eettisyytti ja luotettavuutta, jonka jélkeen
jokaista tutkimuskysymysta késitellddn vield erikseen. Lopuksi vedetddn yhteen tutkimuksen
tuloksia ja niiden merkitystd kasvatustieteelliselle tutkimukselle, seki esitetddn

jatkotutkimusideoita.
5.1 Tutkimuksen eettisyys ja luotettavuus

Tutkimuksen tekemisessa tutkimuksen eettisyys ja luotettavuus nivoutuvat vahvasti yhteen: ei
ole toista ilman toista. Tutkijan tulee tutkimusta tehdessddn sitoutua eettisiin ohjeisiin, ja
osana nditd eettisid ohjeita tutkija sitoutuu pyrkiméan mahdollisimman hyvééin
luotettavuuteen. Suomessa tutkimuseettisid kysymyksid ohjaa Tutkimuseettinen
neuvottelukunta, joka on julkaissut ohjeet hyvisti tieteellisestd kdytdnnosta (jatkossa myos
HTK). Hyvén tieteellisen kdytdnnon perusperiaatteet ovat luotettavuus, rehellisyys, arvostus
ja vastuunkanto (Keiski ym., 2023). Namé perusperiaatteet kuvaavat hyvin eettisten ja

luotettavuusndkokulmien yhteen nivoutumista.

Tadma tutkimus pyrittiin toteuttamaan noudattaen Tutkimuseettisen neuvottelukunnan ohjeita
hyvisti tieteellisestd kdytdnnostd. Tutkimuksen aineisto oli valmiiksi kerétty aineisto, jonka
kerddmisessa ja sdilyttdmisessd oli noudatettu Turun yliopiston ohjeistusta. Tutkittavia ja

heidén vanhempiaan oli informoitu riittdvasti tutkimuksesta ja sen tarkoituksista, ja heiltd oli
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pyydetty suostumus tutkimukseen osallistumiselle. Tutkittaville oli my0s kerrottu, etti heitd ei
velvoiteta osallistumaan tutkimukseen, ja ettd tutkimukseen osallistumisen pystyy

keskeyttdmidn milloin tahansa.

Tutkimuksessa kéytettyd valmiiksi keréttyé aineistoa ei ollut aiemmin hyddynnetty
tutkimustarkoituksiin. Aineiston kdyttdminen téssé tutkimuksessa siis tarkoittaa, ettd
tutkimukseen osallistujien tydpanos ei valunut hukkaan vaan heiddn ty6tddn hyodynnettiin
tutkimustarkoituksiin. Lisdksi kerdtty aineisto on timén tutkimuksen my6ta kirjattu muotoon,
jossa sitd voidaan hyodyntdd helpommin myds jatkossa. Tdmé on linjassa HTK:n
perusperiaatteiden kanssa, silld se osoittaa arvostusta tutkimukseen osallistuneita kohtaan

(Keiski ym., 2023).

Suunnitelma téssd tutkimuksessa kaytettdvistd analyysimetodeista rekisterditiin ennakkoon
ennen aineiston analysointia. Ennakkorekisterdinnin avulla voidaan parantaa tutkimuksen
luotettavuutta ja eettisyyttd. Ennakkorekister6imalld tutkimussuunnitelmansa tutkija sitoutuu
noudattamaan rekisterdityd suunnitelmaa ja ilmoittamaan mahdollisista poikkeuksista
suunnitelmaansa. Néin toimiminen saattaa myos parantaa tutkimuksen toisinnettavuutta.
(Nosek ym., 2018.) Tutkimus toteutettiin mahdollisimman hyvin ennakkorekisterditya
suunnitelmaa noudattaen, ja ennakkorekisterdinnistd poikkeavat toimintatavat on raportoitu

selkeasti.

Tutkimuksen luotettavuuteen vaikuttavat monet asiat aina tutkijan ja osallistujien vireystilasta
kéytettyihin tilastomenetelmiin. Téssé tutkimuksessa luotettavuuteen heikentivasti
vaikuttavat kysymykset liittyivét erityisesti kidytettyyn tehtivdlomakkeeseen, otoskokoon seka

tehtdvialomakkeeseen aineistonkeruumenetelména.

Tutkimuksen luotettavuuteen vaikutti erityisesti se tapa, jolla kiytetty tehtdvalomake oli
koottu. Tehtdvdlomaketta ei ollut rakennettu huolella, vaan lyhyessé ajassa kdyttien osittain
olemassa olevia ja osittain uusia tehtidvid. Tdman seurauksena tehtivdlomakkeessa oli
muutama tarkoitukseton virhe, jotka on kuvailtu Tutkimuksen toteutus -luvussa.
Tehtdavilomaketta ei mydskddn ennakkotestattu, miké nékyi esimerkiksi useiden
tehtavityyppien vain hddin tuskin hyvaksyttavissid (« € 0,6- 0,69, Cohen ym., 2018)

reliabiliteettikertoimissa.

Tehtdvdlomakkeen asettamissa rajoissa tutkimus pyrittiin kuitenkin toteuttamaan niin

luotettavasti kuin mahdollista. Tutkimukseen kuuluvat analyysit on raportoitu
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mahdollisimman kattavasti, ja analyysimetodien ennakko-oletukset on pyritty varmistamaan.

Liséksi tulosten tulkinnassa on seurattu metodikirjallisuuden ohjeita.

Erityisesti konfirmatorisen faktorianalyysin tulosten luotettavuuteen vaikuttaa kuitenkin
tutkimuksen otoskoko. Tutkimuksessa oli 95 osallistujaa, joista 94:n vastauksia kédytettiin
CFA:ssa. Vaikka konfirmatoriselle faktorianalyysille ei voidakaan antaa mitdén tiettya
otoskoon alarajaa, pidetdin 100 osallistujan otosta yleisesti vield pienend. Paras tapa ldhestya
riittdvin otoskoon méadrittdmistd CFA:ssa olisi Brownin (2015) mukaan suorittaa jokin
tilastollisen voiman analyysi ennen varsinaisia analyyseja. (Brown, 2015.) Téllaista analyysia
el tehty tissé tutkimuksessa, eikd siitd olisi valmista aineistoa kéytettdessé ollut varsinaista

hyotyédkain, silld otoskokoon ei voitu jélkikdteen vaikuttaa.

Tutkimuksessa kaytetyn tehtavdlomakkeen ja otoskoon ongelmien liséksi tutkimuksen
luotettavuuteen vaikuttaa myos tehtdvilomake tiedonkeruumenetelmina. Erityisesti herdd
kysymys siitd, voidaanko olla varmoja, ettd oppilaat ovat todella yrittineet parhaansa. On
mahdollista, ettd kaikki osallistujat eivét esimerkiksi ole olleet motivoituneita vastaamaan
tehtéviin parhaansa mukaan (Ayiro, 2012; Cohen ym., 2018). On my0s esimerkiksi
mahdollista, etti osallistujat ovat kopioineet vastauksia toisiltaan, tai olleet eparehellisia
taustatietoja raportoidessaan. Tiedonkeruutilanteeseen liittyvien kysymyksien lisdksi
tehtdvilomakkeeseen perustuvassa tutkimuksessa on tirkeédd pitdd mielessd myds tehtdvien
validiteetti: mitd tehtdvien ajatellaan mittaavan ja mittaavatko tehtivét todella néité asioita

(Cohen ym., 2018).
5.2 Tutkimuksen paatulokset tutkimuskysymyksittain

5.2.1 Osaaminen rajaamattomissa lukusuoratehtavissa on keskimaarin hyvaa,

mutta epatasaista

Tama tutkimus on tiettdvasti ensimmainen, jossa rajaamatonta lukusuoratehtévaa tarkastellaan
madréllisesti tdssd mittakaavassa. Ensimmaiseksi haluttiinkin tutkia rajaamattomia
lukusuoratehtdvid hieman tarkemmin ja selvittdd, millaista rajaamattomissa
lukusuoratehtévissd menestyminen oli, ja olivatko kédytetyt tehtdvit vaikeusasteeltaan

toistensa kaltaisia (tutkimuskysymys 1).

Keskimiirin rajaamattomien lukusuoratehtdvien vastaukset olivat varsin tarkkoja, ja kaikkien

tehtdvien absoluuttisten virheiden keskiarvo oli 0,071. Vastauksissa oli kuitenkin paljon
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hajontaa, ja yksittéisten osallistujien vastaukset saattoivat vaihdella hyvin tarkasta hyvin

epatarkkaan eri tehtdvien vélilla.

Torbeynsin ja kumppaneiden (2015) tutkimuksessa tarkasteltiin belgialaisia, yhdysvaltalaisia
ja kiinalaisia kuudes- ja kahdeksasluokkalaisia, ja osana tutkimusta oppilaat myos tekivét
rajattuja lukusuoratehtdvid murtoluvuilla. Yhdysvaltalaisten kahdeksasluokkalaisten
vastauksien absoluuttisten virheiden ryhmakeskiarvot olivat lukusuoralla 0—1 0,149 ja
lukusuoralla 0—5 0,180. (Torbeyns ym., 2015.) Tdmén tutkimuksen osallistujat olivat vain
vuotta vanhempia kuin Torbeynsin ja kumppaneiden tutkimuksen kahdeksasluokkalaiset, ja
heidén keskimiérdinen menestyksensi rajaamattomissa lukusuoratehtdvissa oli merkittévasti
parempaa kuin Torbeynsin ja kumppaneiden tutkimuksen yhdysvaltalaisosallistujien
menestys lukusuoratehtivén rajatussa versiossa. (Vertailun vuoksi) tdmén tutkimuksen
rajattujen lukusuoratehtévien absoluuttisten prosentuaalisten virheiden keskiarvo oli 0,065,

joka sekin oli alhaisempi kuin Torbeynsin ja kumppaneiden verrokki.

Keskilukujen vertailun ja visuaalisen tarkastelun seki kaikkien vastausten viivadiagrammin
perusteella kaksi viimeistd rajaamatonta lukusuoratehtivai (7 ja 8) erottuivat muista
poikkeavina. Ndiden tehtivien vastaustarkkuus oli muita huonompi, ja keskihajonta muita
tehtévid suurempi. Tehtdvien 7 ja 8 lisdksi tehtdva 2 erottui muista tehtdvista

samansuuntaisesti, mutta ero muihin tehtéviin ei ollut yhta selkea.

Mabhdollisia selityksid sille, miksi juuri ndmé tehtévit erottuivat muiden joukossa vastausten
tarkkuuden suhteen, on paljon. Koska véhiten tarkat vastaukset keskittyivit juuri viimeiseen
kahteen tehtdvaian, on mahdollista, ettd oppilaiden keskittyminen ja motivaatio olivat jo
alkaneet vihentyéd. Rajaamattomat lukusuoratehtivét olivat my0ds koko tehtdvilomakkeen

vilmeiset tehtiavat.

Toisaalta itse tehtdvien sisdllolldkin saattaa olla vaikutusta. Tehtdvissd seitsemén lukusuoralle
sijoitettava luku oli é ja lukusuoralle oli ennestddn merkitty luku = Néiden lukujen valilla ei

ole helposti havaittavaa multiplikatiivista suhdetta, kuten useiden muiden tehtévien luvuilla.
Sen sijaan tehtdvin saattoi ratkaista esimerkiksi arvioimalla lukujen suuruutta
desimaalilukuina (0,58333... ja 0,6) tai etsimélld ensin luvun yksi sijainnin kdyttamalla
lukusuoralle merkittyé lukua E apuna ja sen jilkeen arvioimalla, missi 1—72 sijaitsee suhteessa
lukuun yksi. Myoskédn tehtdvissd kahdeksan annettujen lukujen vililla ei ollut helppoa

multiplikatiivista suhdetta, vaan tehtdva oli ratkaistava jollakin muulla tapaa. Olisikin
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kiinnostavaa selvittdd tarkemmin, mitka tehtivien siséiset tai testaustilanteeseen liittyvét
tekijat vaikuttavat siihen, kuinka hyvin rajaamattomissa lukusuruoratehtivissa keskimaérin

menestytaan.

Huomionarvoista rajaamattomista lukusuoratehtdvistd ryhména oli se, ettd tehtdvien sisdinen
reliabiliteetti ei ollut kovin hyva (¢ = 0,617). Nimenomaisesti tdssd tutkimuksessa kéytetyt
rajaamattomat lukusuoratehtévit eivit siis vaikuta olevan vaikeusasteeltaan tdysin
samankaltaisia tai mittaavan keskendén tdysin samoja taitoja. Toisaalta Edelsbrunner ja
kummpanit (2025) esittivit, etti tietoa tai osaamista mittaavissa tehtdvapattereissa alhainen
reliabiliteettikerroin saattaa kertoa tehtdvien epdyhtendisyyden sijaan vastaajien tiedon
heterogeenisesta luonteesta (Edelsbrunner ym., 2025), joten alhaiset reliabiliteettikertoimet

eivit vilttdméttd johtuneet yksinomaan tehtavien sisallosta.

Jatkossa olisikin kiinnostavaa selvittdd, miksi rajaamattomien lukusuoratehtdavien
reliabiliteettikerroin oli tissd tutkimuksessa niin matala. Onko syy todella siin, ettad
vastaajien osaamisen heterogeeninen luonne johtaa huonoon reliabiliteettikertoimeen, vai
onko syyna esimerkiksi huonosti suunniteltu tehtivépatteri? Jos syy on ensimmaéinen,
voitaisiin esimerkiksi epdilld, ettd vahva joustava rationaalilukukésite johtaisi
homogeenisemmin hyviin tuloksiin rajaamattomissa lukusuoratehtévissi, silld joustava
rationaalilukukisite viittaa nimenomaan hyvin yhdistyneeseen tietoverkkoon luvuista ja
niiden ominaisuuksista (McMullen ym., 2020). Toisaalta taas paremmin suunniteltu

tehtavipatteri voisi itsessddn johtaa parempaan reliabiliteettikertoimeen

5.2.2 Rajaamattomien lukusuoratehtavien vastaustarkkuuden ja matematiikan

arvosanan valilla on yhteys

Rajaamattomien lukusuoratehtévien yleisemmaén tarkastelun jilkeen haluttiin selvittds, onko
rajaamattoman lukusuoratehtdvén ja yleisen matemaattisen kompetenssin vélilld yhteys.
Kysymysta tarkasteltiin varianssianalyysin avulla. Matemaattisen kompetenssin mittarina
kaytettiin itse raportoitua edellistd matematiikan arvosanaa, ja rajaamattomista

lukusuoratehtévistd kdytettiin annettujen vastausten keskiarvoa.

Varianssianalyysissa matematiikan arvosanan ja rajaamattomissa lukusuoratehtivissa
menestymisen vililld havaittiin tilastollisesti merkitseva yhteys. Post hoc tarkastelut nayttivit,
ettd arvosanan A saaneiden ja arvosanan C tai sitd heikomman saaneiden oppilaiden

rajaamattomien lukusuoratehtivien PAE-keskiarvot poikkesivat toisistaan tilastollisesti
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merkitsevasti. PAE-keskiarvo oli arvosanan A saaneilla pienempi kuin arvosanan C tai alempi

saaneilla.

Varianssianalyysin tulosten tulkinnan luotettavuutta heikentid se, ettd matemaattisen
kompetenssin mittarina kdytettiin itseraportoitua edellistd matematiikan arvosanaa. Télloin
matematiikan arvosana voi olla muistettu tai tahallisesti kerrottu véérin. Liséksi oppilailta tai
heidén opettajiltaan ei kysytty tiedonkeruun yhteydessi, mihin matematiikan sisaltoihin
edellinen arvosana liittyi, jolloin on mahdollista, ettd edes oikein muistettu edellinen arvosana

ei heijastele yleistd matemaattista kompetenssia.

Jos oletetaan, ettd itseraportoitu edellinen matematiikan arvosana on hyvé mittari
matemaattiselle kompetenssille, varianssianalyysin tuloksia voidaan pitdd varsin luotettavina.
Vaikka eri arvosanaryhmét olivat varsin erikokoisia, viittasi Levenen testin tulos siihen, etti
ryhmien varianssit olisivat keskendén samankaltaiset. Fieldin (2013) mukaan ryhmikojen
poikkeavuudella ei tilldin ole suurta vélid varianssianalyysin tulosten kannalta.

Varianssianalyysin efektikoko oli lisdksi keskisuuri (0,076>0,05). (Field, 2013.)

Parempi vastaustarkkuus rajaamattomissa lukusuoratehtivissd vaikuttaisi siis olevan
yhteydessd parempaan matematiikan arvosanaan. Tdmai tulos poikkeaa aiempien tutkimusten
tuloksista rajaamattomaan lukusuoratehtdaviin liittyen. Aiemmissa tutkimuksissa on selvitetty
Cohenin ja Blanc-Goldhammerin rajaamattoman lukusuoratehtévén ja matemaattisen
kompetenssin vilistd yhteyttd, ja télle tehtavatyypille yhteytté ei ole havaittu. Toisaalta
rajattujen lukusuoratehtévien ja matemaattisen kompetenssin vililld on todettu olevan yhteys,
joka vahvistuu, kun tehtavissd on kdytetty murtolukuja. (Schneider ym., 2018) Tama
tutkimus siis osaltaan vahvistaa aiempaa tulosta murtolukuja kéyttdvien lukusuoratehtévien ja
matemaattisen kompetenssin vélisestd yhteydesti, ja toisaalta osoittaa, ettd myds
rajaamattomilla lukusuoratehtivilld voi olla aiemmista tutkimustuloksista poiketen yhteys
matemaattiseen kompetenssiin. Tamén tuloksen perusteella voidaan olettaa, etti tdssi
tutkimuksessa kdytetty rajaamaton lukusuoratehtdva vaatii ratkaisijaltaan monia erilaisia
matemaattisia taitoja. Tehtdvityyppi voisi siis esimerkiksi olla hyddyllinen opetuksen seké

osaamisen mittaamisen valine.
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5.2.3 Rajaamatonta lukusuoratehtavaa ei voida kayttaa joustavan

rationaalilukukasitteen mittaamiseen

Yksi timén tutkimuksen péétavoitteista oli tutkia sitd, mittaavatko rajaamattomat
lukusuoratehtivit ja lausekkeentuottamistehtivét keskenddn samankaltaisia taitoja.
Hypoteesina oli, ettd rajaamattomia lukusuoratehtévii voitaisiin kayttdd joustavan

rationaalilukukésitteen mittaamiseen lausekkeentuottamistehtdvien rinnalla.

Rajaamattoman lukusuoratehtdvén ja muiden tutkimuksessa kdytettyjen tehtivien vilisid
yhteyksié tutkittiin konfirmatorisen faktorianalyysin keinoin. Tutkimuksessa tarkasteltiin ja
vertailtiin kahdeksaa erilaista faktorimallia. Puolet malleista hyléttiin suoraan CFA:n
globaalien yhteensopivuusindeksien perusteella. Jéljelle jadvat faktorimallit olivat kaikki
sellaisia, joissa joustavaa rationaalilukukisitettd mittaavat lausekkeentuottamistehtavét

muodostivat yhden faktorin ja loput tehtdvét yhden tai kaksi muuta faktoria.

Kaikkein parhaiten datan kanssa yhteensopiva faktorimalli oli malli, jossa
lausekkeentuottamistehtdvit muodostivat yhden faktorin, ja kaikki muut tehtévit toisen
faktorin. Télld mallilla myds Bayes-informaatiokriteeri oli kaikkein matalin. On kuitenkin
huomattava, ettd edes parhaiten datan kanssa yhteensopiva faktorimalli ei tayttanyt kaikkia

CFA:lle asetettuja globaalin ja lokaalin yhteensopivuuden kriteereita.

Konfirmatorisen faktorianalyysin tulosten perusteella rajaamaton lukusuoratehtiva vaikuttaisi
siis heijastelevan ennemmin samanaista osaamista rutiinitehtivien ja rajattujen
lukusuoratehtdvien, kuin joustavan rationaalilukukisitteen kanssa. Tulosten tulkinnan
kannalta on kuitenkin huomioitava, ettd tutkimuksen osallistujamééra oli konfirmatorisen
faktorianalyysin kannalta luultavasti riittiméaton. CFA:n tuloksista ei siis valttdmaittd voida
vetdd vahvoja johtopditoksid. Joka tapauksessa vaikuttaisi kuitenkin silté, ettd rajaamattomat
lukusuoratehtévét olisivat ennemmin joko rutiinitehtdvien tai rajattujen lukusuoratehtévien

kuin lausekkeentuottamistehtdvien kaltaisia.

Vaikka rajaamattomat lukusuoratehtivat eivit timén tutkimuksen perusteella mittaakaan
joustavaa rationaalilukukaésitettd, vahvistaa CFA:n tulos kuitenkin sité tietoa, ettéd
lausekkeentuottamistehtévit heijastelevat erilaisia taitoja kuin rutiinitehtavit rationaaliluvuilla
(McMullen ym., 2020). Tamén tutkimuksen faktorimalleista datan kanssa parhaiten
yhteensopivia olivat sellaiset mallit, joissa lausekkeenmuodostamistehtdvit muodostivat oman

faktorinsa, riippumatta siitd, muodostivatko loput tehtdvit yhden vai kaksi faktoria. Joustava
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rationaalilukukésite vaikuttaisi siis timankin tutkimuksen perusteella olevan taito, jota

rutiinitehtdvissd menestymiseen ei tarvita.

5.2.4 Muuntamis- ja jarjestamistehtavat selittavat osaamista rajaamattomissa

lukusuoratehtavissa

Tutkimuksen viimeinen tutkimuskysymys keskittyi sithen, selittivitko
lausekkeenmuodostustehtdvit tilastollisesti merkitsevasti rajaamattomissa lukusuoratehtivissa
menestymisté sen jélkeen, kun rutiinitehtdvien vaikutus on kontrolloitu. Kysymykseen
pyrittiin vastaamaan ennakkorekisterdinnin mukaisesti, vaikka faktorianalyysin tulokset
viittasivatkin jo sithen, etti rajaamattomat LS-tehtavét ja lausekkeentuottamistehtivit vaativat

keskendin erilaista osaamista.

Hierarkkisen regressioanalyysin tulokset eivét tukeneet hypoteesia siité, etti ARNK-tehtdvilla
olisi selitysarvoa rajaamattomissa lukusuoratehtdvissd menestymiselle rutiinitehtdvien
kontrolloimisen jilkeen. Regressiomallin selitysaste ei kasvanut tilastollisesti merkitsevésti,
kun lausekkeentuottamistehtivit lisdttiin malliin. Lisdksi lausekkeentuottamistehtdvien

regressiokerroin oli pieni ja ei tilastollisesti merkitseva.

Hierarkkisen regressioanalyysin tulosten mukaan rutiinitehtivét rationaaliluvuilla
(laskutehtdvat, muuntamistehtédvit ja jarjestdmistehtavit) selittivdt n. 46 % rajaamattomien
lukusuoratehtédvien pisteiden vaihtelusta (R2=0,466). Kun yksittiisten tehtdvien
regressiokertoimia tarkastellaan, huomataan, etti laskutehtivien regressiokerroin ei ollut
tilastollisesti merkitsevd, kun taas muuntamis- ja jarjestdmistehtivien regressiokertoimet
olivat. Tdma viittaa sithen, ettd rajaamaton lukusuoratehtidvéa vaatii ratkaisijaltaan osaamista

erityisesti notaatioiden vélilld liikkumisessa sekd lukujen suuruusvertailussa.

Hieman yli puolet rajaamattoman lukusuoratehtévin vastausten vaihtelusta selittyy kuitenkin
muilla kuin rutiinitehtdvilld. Rajaamattomissa lukusuoratehtédvissd tarvitaan siis myos muita
taitoja kuin niitd, joita tutkimuksessa kéytetyt rutiinitehtdvat mittasivat. Tima ajatus yhdessa
tissd tutkimuksessa havaitun matemaattisen kompetenssin ja rajaamattoman
lukusuoratehtivén vélisen yhteyden kanssa tukee ajatusta siité, ettd rajaamattomat
lukusuoratehtédvit ovat rajattujen lukusuoratehtdvien lailla (Schneider ym., 2018) hyvinkin

monipuolinen tehtavityyppi.
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5.3 Lopuksi

Tama tutkimus antaa arvokasta tietoa ennen vihin tarkastellusta rajaamattomasta
lukusuoratehtivéastd. Tutkimuksen perusteella rajaamatonta lukusuoratehtdvad voidaan pitda
monipuolisena tehtdvéna, joka vaatii ratkaisijaltaan monia erilaisia rationaalilukutaitoja.
Koska rationaalilukutaidot ovat sekd kdytdnnon eldméin ettd tulevan matemaattisen
kompetenssin kannalta térkeitd (Lortie-Forgues ym., 2015; Siegler & Pyke, 2013), on
rationaalilukutaitojen oppimisen ymmartdminen ja tukeminen todella tirkedd. Tdma tutkimus
antaa tirkeéa tietoa rationaalilukuosaamisen luonteesta ja korostaa erilaisten

lukusuoratehtdvien monipuolisuutta. Lisdksi tutkimus heréttid useita jatkotutkimusideoita.

Tamain tutkimuksen tavoitteena oli tutkia aiemmin mééréllisen tutkimuksen keinoin véhén
tarkasteltua rajaamatonta lukusuoratehtévia ja selvittia, voitaisiinko sitd kayttda joustavan
rationaalilukukésitteen mittaamiseen. Tutkimuksessa havaittiin, ettd floridalaiset
yhdeksésluokkalaiset ovat rajaamattomissa lukusuoratehtivissi varsin tarkkoja, mutta etti
osallistujien vastaustarkkuus vaihteli paljon tehtévistd toiseen. Lisdksi havaittiin yhteys
rajaamattomien lukusuoratehtévien ja yleisen matemaattisen kompetenssin valilla.
Tutkimustulokset eivit antaneet viitteiti siitd, ettd rajaamatonta lukusuoratehtdvéa voitaisiin
kéayttdd joustavan rationaalilukukisitteen mittaamiseen, mutta aiempi tulos joustavasta

rationaalilukukésitteesta rutiinitaidoista erillisend osaamisen muotona vahvistui.

Lukusuoratehtdvid on kdytetty onnistuneesti osana erilaisia interventiotutkimuksia (esim.
McMullen ym., 2023; Pearn & Stephens, 2007; Saxe ym., 2010). Esimerkiksi Saxe ja
kumppanit (2010) kéyttivit erilaisia lukusuoratehtdvid (rajattuja, askelmerkillisid, toisesta tai
molemmista péistd rajaamattomia jne.) pohjana interventiolleen, jossa heikosti
lukusuoratehtdvien ennakkotestissd menestyneet oppilaat harjoittelivat tutorin tukemana
lukusuoratehtévien avulla matemaattisten aksioomien tai ’sopimusten” hyddyntdmisti
tehtdvien ratkaisemisessa ja tutorin kanssa yhteisymmarrykseen padsemisessd. Interventioon
osallistuneet oppilaat kehittyivit intervention aikana merkittévésti enemmin kuin verrokit, ja
useimmat saivat oivalluksia matemaattiseen ajatteluun liittyen. (Saxe ym., 2010.) McMullenin
ja kumppaneiden (2023) interventiotutkimuksessa osallistujien joustava rationaalilukukésite
taas kehittyi lukusuoratehtidviad hyodyntévéssa pelipohjaisessa oppimisymparistdssd, jossa
harjoittelu tapahtui yksinddan (McMullen ym., 2023). Lukusuoratehtévid voidaan siis
hy6dyntidd monipuolisesti erilaisissa harjoittelutilanteissa kehittiméan laajempia

matemaattisia valmiuksia.
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Koska erilaisten lukusuoratehtivien tarjoamat mahdollisuudet matemaattisten taitojen
kehittdmiseen vaikuttavat olevan moninaiset, on tirkeéé jatkaa myds erilaisten
lukusuoratehtivien perustutkimusta. Esimerkiksi tdméan tutkimuksen tulosten perusteella
rajaamaton lukusuoratehtdvi on rajatun lukusuoratehtdvén tavoin monipuolinen
tehtavétyyppi, joka vaatii ratkaisijaltaan monipuolisempaa osaamista kuin rutiinitehtévit.
Olisi kiinnostavaa selvittdd, ovatko muutkin erilaiset lukusuoratehtavétyypit yhta
monipuolisia. Tadssd tutkimuksessa kédytettyd moninotaatioista rajaamattoman
lukusuoratehtivén tyyppid olisi my0s kiinnostavaa soveltaa erilaisiin lukusuoriin. Tdtd ideaa
tukevat myos viimeaikaiset tutkimustulokset, jotka viittaavat siithen, etti juuri notaatioiden
vilinen osaaminen olisi rationaalilukuosaamisen avaintekijoisté (esim. Braithwaite ym.,

2022).

Talld hetkelld tutkimuskenttd vaikuttaa jakautuneen lukusuoratehtivien suhteen kahteen
keskenddn kommunikoimattomaan osaan: a) yksinkertaisten lukusuoratehtdvien (kuten
perinteisen rajatun lukusuoratehtdvén ja Cohenin ja Blanc-Goldhammerin rajaamattoman
lukusuoratehtiavén kaltaiset tehtdvat) maarélliseen tutkimukseen osana matemaattisen
ajattelun kehittymisen tutkimusta ja b) monimuotoisempien lukusuoratehtdvien (kuten timén
tutkimuksen rajaamattomat lukusuoratehtédvét tai muuten poikkeavasti rajatut tehtavit)
laadulliseen (interventio-)tutkimukseen. Jotta lukusuoratehtévien moninaiset mahdollisuudet
saataisiin hyodynnettyd mahdollisimman hyvin, olisikin mielesténi erittdin tirkedd, ettd nima
kaksi maailmaa kohtaisivat toisensa aiempaa paremmin. Téassé tutkimuksessa on erilaisten
lukusuoratehtavatyyppien liséksi tuotu keskustelun osaksi myds matemaattinen joustavuus ja
joustava lukukaisite. Vaikka rajaamattomat lukusuoratehtavét eivit timén tutkimuksen
perusteella vaikutakaan suoraan mittaavan joustavaa lukukésitettd, vaikuttaa silté, ettd
lukusuoratehtivid voidaan kiyttda osana matemaattisen joustavuuden kehittdmistd. Téssa
tyOssd olisi varmasti tarkedd, ettd erilaisia lukusuoratehtivid ja niiden tuomia mahdollisuuksia

hyddynnettdisiin mahdollisimman monipuolisesti.
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Liitteet
Liitteiden padotsikkoa ei numeroida. Liitteissi kdytetddn samoja tyyleja kuin tekstiluvuissa.

Liite 1. Kaikkien analyyseissa kaytettyjen muuttujien ja summamuuttujien
histogrammit ja P-P-kuviot

Taulukko 15 Analyyseissa kaytettyjen muuttujien ja summamuuttujien histogrammit ja P-P-kuviot
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Liite 2 Mplus-syntaksi yhden faktorin mallille

TITLE:

160824 NL=PAE means of ans; MLR

#YKSI FAKTORI
DATA:

FILE IS "C:/Users/siikon/Documents/SPSS/Mplussaan 120824 2.dat";
VARIABLE:

NAMES ARE

ID ARNK 1 ARNK 2 ARNK 3 ARNK 4 ArProced Conv All Ord all NL boMe
NL unMe;

USEVARIABLES ARE

ARNK 1 ARNK 2 ARNK 3 ARNK 4 ArProced Conv_ All Ord all NL boMe
NL unMe;

MISSING ARE ALL (999);
MODEL: factorl BY ARNK 1* ARNK 2 ARNK 3 ARNK 4 ArProced

Conv_All Ord All NL boMe NL unMe; factorl@l;

ANALYSIS: Estimator=MLR;
OUTPUT: STDYX MODINDICES (.5) RESIDUAL;



Liite 3 Indikaattorien faktorilataukset ja virhetermit seka faktoreiden

kovarianssit kaikille faktorimalleille

Taulukko 16Yhden faktorin malli

100

indikaattorit faktori 1
lataus r2 virhe
ARNK1 0,643* 0,414 0,586*
ANRK2 0,665* 0,442* 0,558*
ARNK3 0,658* 0,433* 0,567*
ARNK4 0,658* 0,433* 0,567*
laskutehtava 0,535* 0,286* 0,714*
muuntamistehtava | 0,756* 0,571* 0,429*
jarjestamistehtava | 0,635* 0,404 0,596*
rajattu -0,584* 0,341* 0,659*
lukusuoratehtava
rajaamaton -0,658* 0,433* 0,567*
lukusuoratehtava
faktorien 1
kovarianssit
1 1,000
Taulukko 17 Kahden faktorin malli 1
indikaattorit faktori 1 faktori 2
lataus r2 virhe lataus r2 virhe
ARNK1 0,688* 0,473* 0,527*
ANRK2 0,724* 0,524* 0,476*
ARNK3 0,717* 0,514* 0,486*
ARNK4 0,736* 0,542* 0,458*
laskutehtava -0,576* 0,332* 0,668*
muuntamistehtava -0,761* 0,579* 0,421*
jarjestamistehtava -0,662* 0,438* 0,562*
rajattu 0,661* 0,438* 0,562*
lukusuoratehtava
rajaamaton 0,733* 0,537* 0,463*
lukusuoratehtava
faktorien 1 2

kovarianssit

1

2

-0,750*




Taulukko 18 Kahden faktorin malli 2

101

indikaattorit faktori 1 faktori 2
lataus r2 virhe lataus r2 virhe
ARNK1 0,648* 0,420* 0,580*
ANRK?2 0,672* 0,451* 0,549*
ARNK3 0,663* 0,440* 0,560*
ARNK4 0,667* 0,445* 0,555*
laskutehtava 0,541* 0,293* 0,707*
muuntamistehtava 0,771* 0,595* 0,405*
jarjestamistehtava 0,637* 0,405* 0,595*
rajattu -0,576* 0,332 0,668*
lukusuoratehtava
rajaamaton -0,651* 0,424* 0,576*
lukusuoratehtava
faktorien 1 2
kovarianssit
1 1 *
2 0,972* 1
Taulukko 19 Kahden faktorin malli 3
indikaattorit faktori 1 faktori 2
lataus r2 virhe lataus r2 virhe
ARNK1 0,677* 0,459* 0,541*
ANRK2 0,700* 0,490* 0,510*
ARNK3 0,690* 0,477 0,523*
ARNK4 0,703* 0,494 0,506*
laskutehtava 0,560* 0,313* 0,687
muuntamistehtava 0,778* 0,605* 0,395*
jarjestéamistehtava 0,656* 0,431* 0,569*
rajattu -0,617* 0,381* 0,619*
lukusuoratehtava
rajaamaton -0,606* 0,368* 0,632*
lukusuoratehtava
faktorien 1 2

varianssit ja
kovarianssit

1

2

0,877*




Taulukko 20 Kahden faktorin malli 4

102

indikaattorit faktori 1 faktori 2
lataus r2 virhe lataus r2 virhe
ARNK1 0,671* 0,451* 0,549*
ANRK?2 0,712* 0,508* 0,492
ARNK3 0,701* 0,492 0,508*
ARNK4 0,717* 0,514 0,486*
laskutehtava 0,561* 0,314* 0,686*
muuntamistehtava 0,804* 0,647* 0,353*
jarjestamistehtava 0631* 0,398* 0,602*
rajattu -0,516* 0,266* 0,734*
lukusuoratehtava
rajaamaton -0,695* 0,484* 0,516*
lukusuoratehtava
faktorien 1 2
kovarianssit
1 1 *
2 0,847* 1
Taulukko 21 Kolmen faktorin malli 1
indikaattorit faktori 1 faktori 2 faktori 3
lataus | r2 virhe | lataus | r2 virhe | lataus | r2 virhe
ARNK1 0,695* | 0,483* | 0,517*
ANRK2 0,711* | 0,506* | 0,494*
ARNK3 0,735* | 0,540* | 0,460*
ARNK4 0,723* | 0,523* | 0,477*
laskutehtava 0,553* | 0,306* | 0,694*
muuntamistehtava 0,732* | 0,536* | 0,464*
jarjestamistehtava 0,655* | 0,429* | 0,571*
rajattu 0,700* | 0,490* | 0,510*
lukusuoratehtava
rajaamaton 0,768* | 0,590* | 0,410*
lukusuoratehtava
faktorien 1 2 3
varianssit ja
kovarianssit
1 1 * *
2 0,846* 1 *
3 -0,618* -0,984* 1

Taulukko 22 Kolmen faktorin malli 2
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indikaattorit faktori 1 faktori 2 faktori 3
lataus | r2 virhe | lataus | r2 virhe | lataus | r2 virhe
ARNK1 0,683* | 0,467* | 0,533*
ANRK?2 0,722* | 0,522* | 0,478*
ARNK3 0,725* | 0,526* | 0,474*
ARNK4 0,733* | 0,538* | 0,462
laskutehtava 0,567* | 0,322* | 0,678*
muuntamistehtava 0,758* | 0,574* | 0,426*
jarjestamistehtava 0,653* | 0,427* | 0,573*
rajattu - 0,419* | 0,581*
lukusuoratehtava 0,647*
rajaamaton 0,594* | 0,352* | 0,648*
lukusuoratehtava
faktorien 1 2 3
varianssit ja
kovarianssit
1 1 * *
2 0,788* 1 *
3 -0,827* -1,279* 1
Taulukko 23 Kolmen faktorin malli 3
indikaattorit faktori 1 faktori 2 faktori 3
lataus | r2 virhe | lataus | r2 virhe | lataus | r2 virhe
ARNK1 0,703* | 0,494* | 0,506*
ANRK2 0,712* | 0,508* | 0,492*
ARNK3 0,722* | 0,521* | 0,479*
ARNK4 0,727* | 0,529* | 0,471*
laskutehtava 0,569* | 0,324* | 0,676*
muuntamistehtava 0,742* | 0,550* | 0,450*
jarjestéamistehtava 0,671* | 0,451* | 0,549*
rajattu 0,623* | 0,388* | 0,612*
lukusuoratehtava
rajaamaton - 0,516* | 0,484*
lukusuoratehtava 0,718*
faktorien 1 2 3
varianssit ja
kovarianssit
1 1 * *
2 0,787* 1 *
3 -0,661* -1,123* 1
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