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Téssé tutkielmassa esitetdén simuloiduksi jadhdytykseksi kutsutun optimointi-
menetelmén teoreettinen tausta sekd menetelmén yleinen toimintaperiaate. Simu-
loitu jaahdytys on metaheuristiikka. Tamé tarkoittaa sellaista heuristista menetel-
méd, jossa ohjeet menetelmén implementointiin on annettu niin yleisesti, etté sita
voidaan soveltaa useiden erilaisten tehtévien ratkaisemiseen. Liséaksi simuloitu jaah-
dytys perustuu reaalimaailman ilmioon, jossa kuuman metallipalan jaéadhdytysnopeus
vaikuttaa jaahtyneen metallipalan taipuvuuteen ja haurauteen.

Tyon alussa perehdytdan ensin lyhyesti metaheuristiikkoihin ja kuvaillaan tar-
kemmin simuloidun jadhdytyksen yhteyttd metallin lampokésittelyyn. Liséksi tar-
kastellaan lyhyesti Metropolisin algoritmia, joka on vahvasti simuloidun jaahdytyk-
sen kehittdmiseen vaikuttanut menetelmé. Simuloidun jadhdytyksen toiminnasta
esitetdan tarkemmin siina kaytettavat parametrit, jonka jalkeen menetelman algorit-
mi esitetddn sekéd sanallisesti ettd pseudokoodina. Lisidksi menetelmén konvergens-
situloksia kommentoidaan lyhyesti.

Simuloidun jadhdytyksen toimintaa on tydssa havainnollistettu implementoimal-
la menetelma toimivaksi Java-ohjelmaksi ja testaamalla sitd sudoku-tehtavien ratkai-
semiseen. Lisdksi tutkielmassa tarkastellaan Java-ohjelmalla sudoku-tehtéville saa-
tuja numeerisia tuloksia. Simuloidun jadhdytyksen implementointi sudokun tapauk-
sessa esitetdan mallintamalla sudoku optimointitehtavina, ja tulkitsemalla mita me-
netelmén eri parametrit tarkoittavat sudokun tapauksessa. Taméan perusteella on
luotu Java-ohjelma, jonka avulla on testattu menetelmén toimintaa eri parametri-
valinnoilla. Lopuksi pohditaan, mitka eri asiat ovat voineet vaikuttaa saatuihin nu-
meerisiin tuloksiin, ja paatellddn, millaisia kokeita ohjelmalle kannattaisi suorittaa
jatkossa.

Asiasanat: simuloitu jaadhdytys, metaheuristiikka, Boltzmannin jakauma, sudoku.
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1 Johdanto

Parhaan mahdollisen ratkaisun l6ytdminen nopeasti ja luotettavasti on térkeda mo-
nessa eri tilanteessa. Esimerkiksi ravintola voisi haluta jarjestda aukioloaikansa ja
tyontekijoidensa tyotunnit vastaamaan mahdollisimman hyvin paivan ja viikon ai-
kana saapuvien asiakkaiden méaria. Tietokonesirujen valmistajat voivat puolestaan
olla kiinnostuneita siddstdmadn materiaalikustannuksissa ja haluavat taten sijoit-
taa piirilevyn komponentit mahdollisimman tehokkaasti. Matemaattinen optimointi
tarjoaa tyokaluja ja keinoja tdménkaltaisten ongelmien ratkaisemiseen. Tarkeimmaét
néistd tyokaluista ovat tavat mallintaa tarkasteltava ongelma matemaattisena opti-
mointitehtéavana, seka kaikki erilaisten optimointitehtéavien ratkaisemiseen kehitetyt
menetelmat.

Mallinnettaessa ongelmaa matemaattiseksi optimointitehtévéiksi tuntemattomat
eli selvitettavit asiat esitetddn péaatosmuuttujilla. Tavoitteena on loytad padatos-
muuttujille mahdollisimman hyvét arvot. Jotta erilaiset padtosmuuttujien arvot
voidaan laittaa paremmuusjérjestykseen, niin optimointitehtévaan tarvitaan koh-
defunktio. Kohdefunktiota joko minimoidaan tai maksimoidaan, ja tédten sen avulla
etsitddn tehtaville paras ratkaisu eli globaali optimi. Malliin voidaan myos sisal-
lyttaa rajoitteita, joiden avulla voidaan vaatia ratkaisuilta tiettyjé ominaisuuksia.
Néin voidaan rajoittua esimerkiksi vain positiivisiin paatosmuuttujien arvoihin, jos
tarkastelussa oleva muuttuja kuvaa vaikka ostetun terdksen maaraa.

Optimointitehtava voidaan luokitella sen mukaan, millaisia tehtévan rajoitteet,
paatosmuuttujat seké kohdefunktio ovat, ja tdta kautta tehtavin ratkaisemiseen voi-
daan helpommin valita sopiva optimointialgoritmi. Mahdollisimman tarkka opti-
mointitehtavan luokittelu on tehokkaan optimointimenetelmén valinnassa erittédin
tarkedd, silld monet menetelméat hydodyntavit toiminnassaan tietynlaista tehtéavan
rakennetta ja vaativat néin ollen toimiakseen tiettyjd ominaisuuksia tehtévissa esiin-
tyvilta funktioilta ja paatosmuuttujilta. Luokittelu on myos tirkedd siksi, etté vaik-
ka on olemassa yleismenetelmié, jotka toimivat ldhes millaiselle tehtévélle tahansa,
ne ovat yleensd melko huonoja. Luokittelussa huomioidaan tyypillisesti esimerkiksi
se, ettd ovatko padtosmuuttujat jatkuvia vai diskreetteja, onko kohdefunktio lineaa-
rinen, konveksi vai epakonveksi ja onko optimointitehtévéssa rajoitteita, ja jos on,
millaisia ndma rajoitteet ovat. Optimointitehtavéssd voi myos olla samanaikaisesti
seké, jatkuvia ettéd diskreettejd padtosmuuttujia, jolloin tehtaviad kutsutaan sekalu-
kutehtéviksi.

Yksi erittain tutkittu optimointitehtavialuokka on lineaariset optimointitehtavét.
Jotta tehtéava voi kuulua tdhan luokkaan, sen paatosmuuttujien pitéda olla positiivi-
sia ja jatkuvia, ja sen kohdefunktion ja kaikkien rajoitefunktioiden oltava lineaarisia.
Lineaarisille tehtéville erittédin tehokas ratkaisutapa on Simplex-menetelmé, joka 16y-
tad luotettavasti tehtdvan parhaan mahdollisen ratkaisun [12]. Simplex-menetelmé
on esimerkki niin sanotusta tarkasta algoritmista, jolla voidaan varmistua siité, etta
tehtavalle on 16ydetty paras mahdollinen ratkaisu eli globaali optimi.

On melko yleista, ettd optimointitehtédvélle ei tunneta tarkkaa algoritmia, jo-
ka mahdollistaisi optimin 16ytdmisen polynomiaalisessa ajassa [4]. Esimerkiksi NP-
vaikeille tehtaville téllaista algoritmia ei tunneta, ja lisdksi kysymys siité, onko ky-
seisille tehtéville tallaista algoritmia edes olemassa, on edelleen avoin [4]. Esimerk-



kejad NP-vaikeista tehtavista ovat kauppamatkustajan ongelma, kvadraattinen sijoi-
tustehtévd (quadratic assignment problem) ja joukon peitto-ongelma (set covering
problem) [18].

Algoritmin toimiminen polynomiaalisessa ajassa nahdéan usein rajapyykkin sil-
le, voiko sitéa kiytdnnossa soveltaa ongelmien ratkaisemiseen. Syyté tdhén usein ha-
vainnollistetaan esimerkillé siitd, kuinka kauan aikaa eksponentiaalisessa ajassa toi-
mivat algoritmit voivat vaatia. Oletetaan esimerkiksi, ettd kdytossd on tietokone,
joka pystyy suorittamaan sata miljardia laskutoimitusta sekunnissa, ja etta algorit-
min vaatimien laskutoimitusten méaéra voidaan méaarittad kaavalla 3", jossa n on
optimointitehtavan paatosmuuttujen lukuméaradn. Jos n = 20 tehtdvan laskemi-
seen kuluu alle sekunti, ja jos n = 30 siithen kuluu noin 34 minuuttia ja 19 sekuntia.
Kuitenkin jos n = 50 aikaa kuluu jopa 227644 vuotta. Néin ollen jo melko pienté
tehtavad on kiytdnnossd mahdotonta ratkaista kyseiselld algoritmilla.

Téasté syysta kdytetddn usein heuristiikkoja, joissa ei tavoitella parhaan ratkai-
sun varmistamista, vaan sen sijaan pyritaan 16ytamaan jokin riittavan hyva ratkaisu
nopeasti ja sadstamadn laskenta-ajassa. Téallainen riittdvan hyva ratkaisu voi olla
esimerkiksi lokaali eli paikallinen optimi. Heuristiikat ovat usein erittiin tehtava-
kohtaisia, vaikka monen heuristiikan voi ajatella perustuvan samoihin ldhestymis-
tapoihin. Yleisesti ottaen heuristiikoissa sovelletaan jotain nopeaa ja jollain tavalla
systemaattista tapaa arvioida kohdefunktion arvoa, ja ratkaisua pyritddn paranta-
maan askeleittain. Esimerkiksi jos kohdefunktio mittaa kahden kaupungin vélilla
ajamiseen kuluvaa aikaa, niin aikaa voidaan arvioida kaupunkien vélisella etaisyy-
delld. Kuitenkin heuristiikat ovat yleensé keskenéén hyvinkin erilaisia, ei ainoastaan
sen suhteen, millaisia tehtavid voidaan ratkaista, mutta myos kiytettdvan kohde-
funktion arviointitavan ja saadun ratkaisun tarkkuuden suhteen. Judea Pearl tarjosi
havainnollistavan esimerkin siitd, miten monen arjen paitoksen voi ajatella olevan
heuristinen: verkkomelonin kypsyytta voi testata painamalla kohtaa, josta meloni
on ollut kiinnittynyt kasviin, ja sen jilkeen haistamalla kyseistd kohtaa. [15]

Metaheuristiikat ovat tehtéavésta riippumattomia optimointialgoritmin kehyksia,
jotka eivéit itsessdén tarjoa valmista optimointialgoritmia, vaan sen sijaan tarjoavat
ohjeita tallaisen algoritmin kehittdmiseen. Metaheuristiikan tarkemmat yksityiskoh-
dat pitda suunnitella aina ratkaistavan tehtévian kohdalla erikseen, ja usein myos me-
netelmén implementointi on toteutettava itse. Metaheuristiikan toteutuksen suun-
nittelijan on muun muassa paatettavi, miten eri parametrit tulkitaan, miten erilaiset
keskeiset toimenpiteet metaheuristiikassa suoritetaan ja miten ratkaisut esitetdan.
Metaheuristiikat, kuten simuloitu jadhdytys, usein soveltavat samanaikaisesti sekéa
iteratiivisia lokaalin haun menetelmia ettd globaalin haun strategiaa lokaalien &&-
riarvopisteiden vélttdmiseen [I4]. Muita yleisia metaheuristiikkoja ovat tabuhaku,
VNS (Variable Neighborhood Search) ja geneettiset algoritmit [14) [I§].

Erads tarked menetelméluokka on niin sanotut hybridimetaheuristiikat, jotka ei-
vat seuraa vain yhté tiettyd metaheuristista menetelméd, vaan ennemminkin yhdis-
televit osia eri metaheuristiikoista tai muista optimointimenetelmista. Itse asiassa
on melko yleistd, ettd kun metaheuristiikkoja hyodynnetdén kiyténnon ongelmien
ratkaisemiseen, kiaytossd on hybridimetaheuristiikka. Syy tdhén on se, ettd monet
naistd hybridimenetelmista ovat usein tehokkaampia kuin tavalliset metaheuristii-
kat, koska esimerkiksi tehtédvan kohdefunktiosta tai sallitusta alueesta riippuen jot-



kin menetelmét suoriutuvat riittavan hyvan ratkaisun loytamisestd nopeammin kuin
toiset. Metaheuristiikkojen soveltaminen voikin joskus olla enemmaén taidetta kuin
tiedettd, ja hybridiversiot tarjoavat usein mahdollisuuksia 16ytaé ratkaisuja entista
tehokkaammin. [T6]

Téassé tyossa kasitelladn simuloitua jadhdytysté, joka on yksi yleisimmista seké
tutkituimmista metaheuristiikoista ja jonka tutkimukseen liittyy paljon seké kokeel-
lista ettd teoreettista tietoa [I4]. Simuloituun jadhdytykseen perustuva metaheu-
ristiikka on esitelty ensimmaéisen kerran IBM:n tutkijoiden Kirkpatrick, Gelatt ja
Vecchi tyossé [§] vuonna 1983. Menetelmééd on vuosien varrella sovellettu esimer-
kiksi amerikkalaisen pesépalloturnauksen aikataulun suunnittelussa (traveling tour-
nament problem) 2], selkireppuongelman ratkaisemisessa [I] ja kauppamatkustajan
ongelman reitin etsimisessa (traveling salesman problem) [18].

Monien muiden metaheuristiikkojen tavoin simuloitu jadhdytys perustuu jon-
kin reaalimaailman ilmion jaljittelyyn matemaattisesti. Simuloidun jadhdytyksen
tapauksessa jaljiteltdava ilmio on metallin lampokasittely, erityisesti padstdminen.
Lampokasittelyssda kuuman metallipalan jaahdytysnopeus vaikuttaa paljon metalli-
palan taipuvuuteen ja haurauteen palan jaahdyttya. Korkeassa lampdotilassa hiuk-
kaset liikkuvat vapaammin eri energiatasojen valilld, ja lampotilan laskiessa hiuk-
kasten liike vahenee ja sijainti vakiintuu. Palan nopea jadhdyttaminen voi merkita
sitd, etta kappale vakiintuu johonkin korkeassa lampdétilassa saavutettuun epavakaa-
seen energiatasoon luoden hauraan lopputuloksen. Téta kutsutaan karkaisuksi. Sen
sijaan padstamisessd lampotilan annetaan laskea riittdavan hitaasti, jolloin mahdol-
listen energiatasojen joukko konvergoi kohti globaalia minimié luoden vakaamman
ja vahemman hauraan lopputuloksen.

Tyossa esitelldan ensin lyhyesti simuloidun jadhdytyksen teoreettinen tausta. Tii-
vistettyna simuloidussa jadhdytyksessa jéljitellian matemaattisesti metallin 1ampo-
késittelyé siind mielessé, miten lampotilan nostaminen ja laskeminen vaikuttaa to-
dennékoisyyteen olla eri energiatasoissa tai simuloidun jédhdytyksen tapauksessa
siirtya ratkaisuavaruudessa eri iteraatiopisteestd toiseen. Tamaéan jalkeen perehdy-
tdan tarkemmin menetelmén yleiseen algoritmiin. Ideana menetelméssé on vertailla
iteratiivisesti kohdefunktion arvoa eri pisteissé lampotilaparametria hyodyntéaen. Al-
goritmilla on muistissa jokin iteraatiopiste, jonka kohdefunktion arvoa verrataan toi-
sen pisteen, niin sanotun naapuripisteen, kohdefunktion arvoon. Jos naapuripisteen
kohdefunktion arvo on parempi kuin nykyisen iteraatiopisteen, niin se hyviksytaéan
uudeksi iteraatiopisteeksi, ja jos se on huonompi, niin se hyvéiksytéaan tietylla lampo-
tilaparametrin arvosta riippuvalla todennékoisyydelld. Asian voi tiivistdéd niin, etté
huonommat naapuripisteet hyvéiksytdan todenndakoéisemmin, jos lampdtila on kor-
kea tai jos piste on vain lievasti nykyista iteraatiopistettd huonompi. Simuloidun
jaahdytyksen aikana lampotilaa lasketaan pikkuhiljaa ja algoritmi etenee kohti jo-
takin dartarvoa eli lokaalia tai globaalia optimia. Todennakdisyys paeta dédriarvosta
hyvaksymalld jokin nykyistd iteraatiopistettd huonompi piste muuttuu koko ajan
pienemmaksi ja pienemmaiksi. Menetelmén suoritus lopetetaan, kun jokin sen lo-
petusehdoista tayttyy, mikd usein tapahtuu, kun algoritmi on saavuttanut jonkin
ddriarvon ja ei enédéd kykene siirtyméaédn kohdefunktion arvoa huonontaviin pisteisiin.
Tyossa kiydaan myos ldpi, miten simuloitua jadhdytystd voidaan kiyttad sudokun
ratkaisemiseen, ja lopuksi esitellidn sudoku-tehtaville saatuja numeerisia tuloksia.



Tyon rakenne on seuraava. Luvussa [2| tutustutaan simuloituun jaahdytykseen.
Ensin aliluvussa[2. 1 kidydéaan 1api simuloidun jadhdytyksen teoreettista taustaa Boltz-
mannin jakauman ja Metropolisin algoritmin kautta. Aliluvussa [2.2 kuvaillaan simu-
loidun jadhdytyksen perusidea ja toiminta sekd sanallisesti ettd havainnollistamal-
la sitéd pseudokoodilla. Aliluvussa esitetddn joitakin simuloidun jadhdytyksen
ominaisuuksia, ja lopuksi aliluvussa tarjotaan ohjeita menetelmén implemen-
tointiin. Luvussa [3| siirrytddn tarkastelemaan sudoku-tehtéavien ratkaisemista simu-
loidulla jaghdytyksella. Aliluvussa kiydadn ldpi menetelmédn implementoinnis-
sa tehdyt valinnat ja tulkinnat, ja taas aliluvussa |3.2] esitetddn parametrivalinnat,
joilla sudokujen numeeriset tulokset on saatu. Aliluvussa tarkastellaan saatuja
numeerisia tuloksia ja pohditaan hieman, mita johtopéaatoksid saaduista tuloksista
voi tehda. Lopuksi luvussa [4] on tyon yhteenveto.

2 Simuloitu jaahdytys

2.1 Teoreettinen tausta

Simuloidun jadhdytyksen taustalla on Metropolisin algoritmi. Siind missé simuloi-
dulla jaahdytyksella jaljitellidn matemaattisesti metallin paastamisté, niin Metro-
polisin algoritmissa ennemminkin jaljitellidn termodynaamista jarjestelmad jossa-
kin tietyssd lampotilassa [I8]. Simuloidussa jadhdytyksessd kiytetddn Metropolisin
algoritmin valintakriteerié, joka taas soveltaa tilastollisessa mekaniikassa téarkeédé
Boltzmannin jakaumaa [10] [I8]. Boltzmannin jakauman tai Metropolisin algoritmin
tunteminen ei ole valttamatonta simuloidun jaahdytyksen ymmartamiseen, mutta
ne ovat kuitenkin tarkeita taustatietoja.

2.1.1 Boltzmannin jakauma

Boltzmannin jakauma on nimetty Ludwig Boltzmannin mukaan, joka alun perin
formuloi jakauman vuonna 1868 [3], ja jakaumaa kéytetddn erityisesti tilastollisessa
mekaniikassa ja termodynamiikassa. Boltzmannin jakaumassa todennékoisyys, etté
jéarjestelmé on jossain tilassa, voidaan madrittaad tilan energian ja lampdtilan funk-
tiona. Eli tarkemmin ilmaistuna

T

pi = —&;

ZiekT

missa p; viittaa todenndkoisyyteen olla tilassa ¢, €; on energia tilassa ¢, k£ on Boltz-
mannin vakio ja 7" on ldmpétila [9]. Saman voi ilmaista myos yksinkertaisemmin
kiyttamalld verrannollisuussymbolia o, jolloin voidaan kirjoittaa

—e;

Pp; X €T,

Havainnollistetaan seuraavaksi Boltzmannin jakauman kayttaytymista. Tata var-
ten luodaan jakauman pohjalta jatkuva tiheysfunktio, jossa lampdtila T on oletet-
tu vakioksi. Jos tilojen lukumaéaré on tarpeeksi suuri, niin tarkastelun vaihtaminen
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Tiheysfunktio p(¢)
— o

o
o

0 2 4 6 8 10
Energia ¢

Kuva 1: Tiheysfunktio p energian ¢ kuvaajana eri lampotilan 7" arvoilla.

diskreetistd jatkuvaksi ei ole ongelma. Tiheysfunktioksi saadaan

) = Gt 1)

jossa ) > 0 on yhtélon standardointiin kiytetty vakio. Ratkaisemalla yhtalo

1= / — e de
0o @
vakion () arvoksi saadaan k7. Talloin funktio voidaan kirjoittaa muodossa

©-= 2)
€)= —

p ) kT 9

jossa T' > 0. Kuvaan (1| on piirretty funktion kdyria parametrin T eri arvoilla.
Kuvasta voi huomata, miten todennékoisyys olla energiaa £ vastaavassa tilassa ka-
sautuu sitd ldhemmas nollaa, mitd pienempi lampotila 7" on. Huomion arvoista on
myos se, ettéd kaikki esitetyt parametrin 7" arvot ovat kuvassa [I] melko suuria, koska

Boltzmannin vakion arvo on hyvin pieni (k on noin 1.380649 - 10-%-).

2.1.2 Metropolisin algoritmi

Metropolisin algoritmi on menetelmé, jonka avulla voidaan generoida joukko toisis-
taan riippuvia lukuja tai pisteité jostain tietysta jakaumasta. Menetelma on esitelty
alun perin vuonna 1953 tiedejulkaisussa [10], jossa késiteltiin kaasun tilayhtéaldiden
kaltaisten ominaisuuksien arviointia muunnellun Monte Carlo -integraation avul-
la. Téassé alkuperdisessa versiossa pistejoukko generoitiin Boltzmannin jakaumasta



eikd mielivaltaisesti valitusta tiheys- tai pistetodennékoisyysfunktiosta. Boltzman-
nin jakaumaan rajoittumaton versio Metropolisin algoritmista julkaistiin Hastingsin
artikkelissa [6] vuonna 1970. Hastingsin version toiminta perustuu dérellisiin Mar-
kovin ketjuihin, ja sen avulla voidaan diskreeteissd tapauksissa generoida yleisem-
min luku- tai pistejoukkoja, esimerkiksi jonkin todennékoisyysjakauman pohjalta tai
Markovin ketjuna havainnollistettavan tilanteen perusteella. Hastingsin artikkelissa
my6s kasiteltiin tapoja arvioida muun muassa luku- tai vektorijoukon odotusarvoa
ja varianssia. Metropolisin algoritmia kutsutaankin usein Metropolisin ja Hastingsin
algoritmiksi.

Seuraavaksi esitetddn, miten alkuperdisessd Metropolisin algoritmissa generoi-
daan pistejoukkoja Boltzmannin jakaumasta. Esitystapa pohjautuu tiedejulkaisun
The Journal of Chemical Physics artikkeliin [I0]. Oletetaan, etté jarjestelméné on
2-ulotteinen nelioméinen taso, jossa on n kappaletta 2-ulotteisia pisteitd, ja ettéd ta-
so on jaksollisesti aseteltu toisten identtisten nelidtasojen viereen. Merkitdan tason
pisteitd v, v2, ..., v" jossa jokainen v! = (v;,v;)T, ja oletetaan ettd kunkin pis-
teen z- ja y-komponenttien arvo tunnetaan. Télldin voidaan maarittaé jarjestelméan
potentiaalienergia F, kaavasta

=330 30 Vidy), (3)

jossa V madrittdd kahden hiukkasen (eli pisteen) vilisen potentiaalienergian niiden
etdisyyden perusteella ja d;; on pisteiden v* ja v/ vilinen minimietéisyys. Artikkelis-
sa [10] edelld mainittuihin pisteisiin viitattiin hiukkasina, joka johtuu siité, etta iso
osa artikkelin teoreettisesta taustasta on periisin termodynamiikasta. Téma myos
selittdéd sen, mihin potentiaalienergian kaava (3]) perustuu.

Algoritmi alustetaan asettamalla kullekin joukon {v'.v?...v"} pisteelle jokin
sijainti tarkasteltavalta tasolta. Tamén jilkeen pisteet kiydaan yksi kerrallaan jar-
jestyksessa lapi, ja niille asetetaan uusi sijainti saannoilla

v; — v; + a&y (4)

v, = v, + aby. (5)
Ylla olevissa kaavoissa o on suurin sallittu askelpituus ja & sekd & ovat tasaises-
ti jakautuneita satunnaislukuja valiltd [—1,1]. Jos piste sijoitetaan kohtaan, joka
on neliétason ulkopuolella, niin tasojen jaksollisuuden myo6té sen voidaan olettaa
siirtyvan viereiselle tasolle. Kaytannossa tdmaéa tarkoittaa sitd, ettd esimerkiksi jos
pisteelle asetetaan uusi sijainti, joka menee neliGtason ulkopuolelle tason oikealta
puolelta, niin piste palaa takaisin neliGtasolle sen vasemmalta puolelta. Kun yksit-
tdinen piste on siirretty uuteen sijaintiin, méaritelldén siirron aiheuttama potenti-
aalienergian muutos AE,. Jos AE, < 0, niin pisteen siirto hyviksytéén, ja jos taas
AE, > 0, niin siirto hyvéiksytéén todennékoisyydelld exp %, eli kiayttdaen Boltz-
mannin jakaumaa. Jos siirtoa ei hyvéiksyta, niin piste palautetaan takaisin alkuperai-
selle paikalleen. Tata siirtojen hyviaksymiseen tai hylkddmiseen kiytettavaa sdaantoa
kutsutaan Metropolisin valintakriteeriksi [18]. Taémén jéilkeen valitaan jarjestykses-
sé, seuraava piste, ja siirretéin se uuteen sijaintiin kaavoja (4l ja () kiyttien. Kun
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kaikki pisteet on kayty kertaalleen lapi, niin yksi kierros algoritmia on suoritettu, ja
algoritmin suoritusta voidaan jatkaa palaamalla alkuun.
Suorittamalla edelld kuvattua menetelméé riittdvin monta kierrosta, joukon

{vlv%...,v"} pisteet jiljittelevit Boltzmannin todennikoisyysjakaumaa exp M{E £,
Artikkelissa [10] ei kuitenkaan tarjota tarkkaa ohjeistusta sille, kuinka monta kier-
rosta menetelméd tulisi suorittaa. Kierrosten lukuméarda voi kuitenkin arvioida,
jolloin on otettava huomioon, mihin tarkoitukseen menetelméé sovelletaan.

Kutsutaan pistejoukon {v',v?,....v"} pisteiden sijaintien yhdistelméi tilaksi. Ti-
laa voidaan merkitd n x 2 —matriisina
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Uy U,
2,2

vy v,
. . 9
n n

Uy Uy

ja olkoon kaikkien mahdollisten tilojen joukko S. Erids térked ominaisuus metropo-
lisin algoritmille on se, ettd kustakin joukon S tilasta voidaan algoritmin suoritta-
misen my6td padstd mihin tahansa toiseen joukon S tilaan. Ei ole vilttaméatonta,
ettd yhdesté tilasta on mahdollista siirtyé toiseen tilaan soveltamalla kaavoja ja
(5) vain kerran, vaan etté tilojen vélilld siirtyminen on mahdollista, jos pisteité siir-
retdan jokin riittéva dérellinen méaara kertoja. Y1l& esitetyn algoritmin toiminnassa
on melko ilmeistd, ettd siirtyminen yhdestd tilasta toiseen on harvoin mahdollista
yvhdessa kierroksessa ja ettd perédkkaisten kierrosten tilat korreloivat vahvasti keske-
naan.

2.2 Perusidea ja algoritmi

Téssé aliluvussa esitetddn simuloidun jadhdytyksen algoritmi seké sanallisesti etté
pseudokoodina. Taté varten méaritelladn ensin diskreetti ratkaisuavaruus €2, joka on
joukon Z™ osajoukko. Yleisesti ottaen simuloidussa jadhdytyksessa ratkaisuavaruu-
den 2 ei tarvitse olla diskreetti, vaan se voi olla my0s jatkuva ja koostua pisteisté,
jotka kuuluvat joukon R™ konveksiin osajoukkoon. Jatkuvan tapauksen algoritmi
eroaa kuitenkin hieman diskreetistd tapauksesta. Liséksi méaaritelladn kohdefunktio
f Q2 — R, jolloin ratkaistava optimointitehtéva voidaan esittdd muodossa

min  f(w)

s.t. w €.

Simuloitua jadhdytysta voi soveltaa myos monitavoitteisiin optimointitehtéviin, mut-
ta tissd tutkielmassa keskitytadn vain yksitavoitteisiin ongelmiin.

Simuloidun jadhdytyksen suorittamista varten tarvitaan myos relaatio N : € —
Q, jota kutsutaan naapurifunktioksi. Naapurifunktion tehtédvanéd on kuvata ratkai-
suavaruuden {2 piste joksikin toiseksi ratkaisuavaruuden pisteeksi. Vaikka relaatiota
N(w) kutsutaan naapurifunktioksi, niin se ei oikeastaan ole funktio. Tamé johtuu
siitd, ettd naapurifunktion toiminta perustuu usein todennakéisyyksiin, ja siité, ettei
se ole bijektio Q — €. Esimerkiksi N(w’) voisi antaa tulokseksi w' todennikdisyy-
delld p € (0,1) ja w? todennikoisyydelld 1 — p, missd w' # w?.
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Simuloidussa jaahdytyksessé tarvitaan myos lampotilaparametria t, € R, jos-
sa k € {0,1,2,...} on algoritmin ulompi iteraatiokierrosindeksi. Lampdétilajono
{tx} méiiritelldén usein kiyttden valittua alkulampoétilaa to ja jaadhdytysfunktiota
a : R — R kaavalla a(t;) = tgyq. Lisdksi usein maarataan kussakin lampotilassa
suoritettavien iteraatiokierrosten maara M, [13]. Menetelmén toiminnan kannalta
oleellista on, etté t, > 0 kaikilla & = {0,1,2,...}, ja ettd limy_, tx = 0.

Seuraavaksi esitetdén simuloidun jadhdytyksen toimintaa yleisesti, ja valittu l&-
hestymistapa noudattaa lihteessé [14] kiytettyd esitystapaa. Menetelmén alussa ase-
tetaan ensin ldhtopisteeksi w jokin piste joukosta 2 ja madritelladn lahtolampdtila
to. Lisdksi valitaan jadhdytysfunktio «, jonka avulla saadaan muodostettua lampo-
tilajono {t;}, seké asetetaan kussakin ldmpdétilassa t; suoritettavien iteraatiokier-
rosten lukuméaré M.

Oletetaan, etté algoritmissa lampotila on ¢, ja ettd nykyinen iteraatiopiste on w.
Seuraavaksi tarkastellaan, miten yksittdinen iteraatiokierros kyseisessé lampdtilassa
suoritetaan. Ensin méadrataan ratkaisuehdokas w’ € N(w), eli ehdokas seuraavaksi
iteraatiopisteeksi nykyisen iteraatiopisteen naapuripisteiden joukosta. Téamaéan jal-
keen verrataan iteraatiopisteen w ja ratkaisuehdokkaan w’ kohdefunktion arvoja.
Jos f(w') < f(w), eli kohdefunktion arvo pienenee ratkaisuehdokkaassa, niin ase-
tetaan ratkaisuehdokas w’ seuraavan iteraatiokierroksen iteraatiopisteeksi. Jos taas
kohdefunktion arvo kasvaa ratkaisuechdokkaassa (eli f(w’) > f(w)), niin mééritel-
ldén seuraavan iteraatiokierroksen iteraatiopiste w kaavasta

{w,’ jos p < exp (—(f(w’)—f(w)))
w =

. (6)

w, muulloin,

jossa p on tasaisesti jakautunut satunnaisluku vililta [0, 1], joka generoidaan ennen
kuin kaavaa (6)) kiytetddn. Kaavasta () ndhdédn, ettd kun ldmpétila tj, on korkea,
niin todennakoisyys hyviksya kohdefunktion arvoa huonontava ratkaisuehdokas w’
on myds suuri, ja kun ¢, on ldhelld nollaa, ratkaisuehdokkaan hyviksymistoden-
nakoisyys on pieni. Lampotilassa ¢, iteraatiokierroksia suoritetaan ylla mainitulla
tavalla My kertaa, jonka jélkeen siirrytddn uuteen lampdétilaan ¢, 1. Algoritmin suo-
ritusta jatketaan, kunnes jokin sen lopetusehto saavutetaan. Lopetusehtoja voivat
olla esimerkiksi se, ettd globaali optimi on 16ytynyt tai etta algoritmia on suoritettu
riittdvan monta iteraatiokierrosta.

Lisaksi simuloidussa jadhdytyksessa on usein tarpeen pitda muistissa paras tahén
mennessa saavutettu iteraatiopiste. Erityisen tarkedd tdma on silloin, kun simuloitua
jaahdytysta sovelletaan sellaisen ongelman ratkaisemiseen, jossa ei voida helposti
tarkistaa onko jokin piste w tehtéavan globaali optimi. Toisaalta esimerkiksi sudokun
ratkaisun voi aina tarkistaa melko helposti, jolloin ei ole tarpeen sailyttad muistissa
oikeaa ratkaisua edelténytté parasta vaaraa ratkaisua.

Edelld on nahty, ettd simuloidussa jadhdytyksessa on kaytossd Metropolisin va-
lintakriteeri, ja kaavasta @ huomaa helposti, etta siind sovelletaan yksinkertaistet-
tua versiota Boltzmannin jakaumasta. Jos muistetaan, ettd Metropolisin algoritmil-
la voidaan jéaljitelld Boltzmannin jakaumaa, niin tarkastelemalla kuvaa 1| voidaan
huomata, ettd simuloidun jadhdytyksen suorituksen aikana siirrytdan litteammista
korkean lampotilan jakaumista nollan ldhelle kasautuneisiin matalan lampdétilan ja-
kaumiin. Mahdollisimman tehokkaasti tamé tapahtuu siten, ettd algoritmin alussa



on riittavan korkea lampdétila, koska téalloin algoritmi voi liikkua vapaasti erilaisten
pisteiden valilla ja saavuttaa nopeasti kyseistd lampotilaa vastaavan todennékoi-
syysjakauman. Lisdksi lampotilaa tulisi laskea riittdvan hitaasti, jotta edellisessa
lampotilassa saavutettu todennédkoisyysjakauma on riittdvan hyva arvio seuraavalle.
[14]

Lopuksi esitelldén simuloidun jadhdytyksen pseudokoodi pelkistetyssd muodossa,
ja esitystapa perustuu edelleen padosin ldhteeseen [14]. Alla esitettyéd pseudokoodia
on kuitenkin muokattu hieman, silld siind on mukana nykyisen parhaan ratkaisun
w* muistissa sailyttdminen. Parhaan ratkaisun sailyttdminen ei kuitenkaan vaikuta
algoritmin varsinaiseen toimintaan.

Algoritmi 1. Simuloitu jadhdytys.

1: Alusta lahtopiste w.

2: Aseta nykyinen paras ratkaisu w* < w.

3: Aseta k < 0.

4: Alusta kaikki lampdétilat tg,tq,to, . . .

5. Alusta kaikki iteraatiokierrosten lukumaarat My,M;,Ms, . ..
6: while lopetusehto ei ole voimassa do

7: Aseta m < 0.

8: while m < M, do

9: Luo ratkaisuehdokas w’ € N(w).

10: Laske muutos A, ., = f(w') — f(w).
11: if A, <0 then
12: Aseta w + W',

13: else

14: Generoi satunnaisluku p jakaumasta U (0, 1).
15: if p < exp (#:“”) then

16: Aseta w «+ W',

17: end if

18: end if

19: if f(w*) > f(w') then
20: Aseta w* + w'.
21: end if
22: Aseta m < m + 1.
23: end while

24: Aseta k — k + 1.
25: end while

2.3 Ominaisuudet ja heikkoudet

Simuloidun jédhdytyksen toiminnasta on seki teoreettista ettd kokeellista tietoa.
Teoreettisesti on esimerkiksi voitu todistaa menetelmén asymptoottinen konver-
genssi kohti globaalia minimié |11}, I7]. Menetelmén toimintaa déarelliselld maaralla
iteraatioita on myos tutkittu teoreettisesti, mutta konvergenssia ei olla voitu to-
distaa ilman, ettd lampdtilan laskeminen tapahtuu niin hitaasti, ettd algoritmista
tulee kdyttokelvoton [I4]. Algoritmin suoriutumista dérellisessé ajassa voidaan kui-
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tenkin arvioida, esimerkiksi algoritmin informaatioteoreettisen entropian avulla [5].
Kokeellisesti on nahty, ettd simuloitu jadhdytys saavuttaa yleensa hyvan tuloksen
myo6s kiytannossé, eli siis globaalin tai lokaalin minimin [18].

Simuloidun jadhdytyksen suosioon on vaikuttanut menetelmén implementoinnin
helppous ja algoritmin yleisluontoisuus. Simuloitua jadhdytystd voi soveltaa pit-
kélti kaikkiin optimointitehtéviin, joihin iteratiiviset optimointimenetelmét sopivat
ja joissa voidaan laskea nopeasti kohdefunktion arvon muutos siirryttédessa uuteen
iteraatiopisteeseen. Menetelmé on myos melko joustava, silla algoritmin koodia on
usein helppo muokata myos jalkikdteen. 18]

Menetelmén yleisluontoisuuden kadntopuoli on toisaalta se, ettei simuloidun
jadhdytyksen toiminnan tehokkuutta voida taata kaiken tyyppisille optimointiteh-
taville. Menetelméd implementoitaessa puolestaan kokemus erilaisista optimointi-
tehtavisté ja heuristisista menetelmistd on tyypillisesti eduksi. Lisdksi menetelméan
kiyttdmiseen ja parametrien valintaan on olemassa hyvid ja melko yleisid ohjeita,
joita esitellddn luvussa 2.4 Ndmé ohjeet pohjautuvat kuitenkin usein kokeelliseen
tietoon. Tamaén takia optimointitehtavaan hyodynnettava tieto voi joskus olla pe-
réisin sellaisesta tehtévisté, joka eroaa merkittavisti tarkasteltavasta tehtéavasta. Si-
muloidussa jadhdytyksesséd on myd6s paljon parametrejé, ja niiden hienosdétédminen
voi olla erityisen hankalaa sekd aikaa vievdéd edelld mainittujen syiden takia. Jois-
sain tapauksissa laskentaan vaadittava aika voi myos olla liian pitkd, mutta tdhén
voi yleensé vaikuttaa lopetusehdolla. Usein algoritmin suoritus voidaan esimerkiksi
lopettaa, kun algoritmia on suoritettu jokin tietty aika tai kun iteraatiokierroksia
on suoritettu jokin tietty méadra. Nain voidaan valttdéd turhien iteraatiokierrosten
suorittaminen, kun algoritmi on jumittunut johonkin lokaaliin optimiin. [I§]

Simuloidussa jadhdytyksessé, kuten Metropolisin algoritmissakin, monet teoreet-
tiset tulokset algoritmin konvergoinnista perustuvat Markovin ketjuihin, joilla voi-
daan mallintaa todennékoisyyttéd siirtyd jostain pisteesta toisiin pisteisiin [6, [14].
Konvergenssin todistamiseen vaadittuja oletuksia ovat esimerkiksi redusoimatto-
muus, jaksottomuus ja symmetrisyys [14], ja simuloidun jadhdytyksen tapaukses-
sa namé vaatimukset vaikuttavat ldhinnd naapurifunktioon N. Markovin ketjuissa
redusotmattomuus tarkoittaa sité, ettd jokaisesta pisteestd w on mahdollista siirtya
mihin tahansa muuhun ratkaisuavaruuden () pisteeseen, jos suoritetaan riittéavan
monta iteraatiokierrosta. Jaksottomuus tarkoittaa taas sitd, ettei yksikddn ratkai-
suavaruuden €2 piste ole jaksollinen. Piste w on jaksollinen, jos jossain pisteessé
kaytydan algoritmi palaa samaan pisteeseen cd iteraatiokierroksen jalkeen, jossa c
ja d ovat positiivisia kokonaislukuja ja lisdksi d > 1 on vakio. Esimerkiksi jos piste
w on jaksollinen ja d = 2, niin talloin algoritmi palaa pisteeseen w jonkin jouk-
koon {2,4,6, ...} kuuluvan aérellisen askelméérén jélkeen. Symmetrisyys tarkoittaa
sitd, ettd todennakoisyys siirtyéd pisteestd w’ pisteeseen w” on yhté suuri kuin to-
dennékoisyys siirtyé pisteestd w” pisteeseen w’. Simuloidussa jadhdytyksessé oletus
symmetrisyydesta kohdistuu pelkéstdain naapureiden generointiin eiké ota huomioon
kohdefunktion f arvon vaikutusta todennékoisyyteen hyviksya eri siirrot. On kui-
tenkin hyva huomioida, etta eri konvergenssitodistuksissa sovelletaan eri oletuksia,
ja esimerkiksi symmetrisyyden vaatimusta on joissain todistuksissa hollennetty [17].
Simuloitua jadhdytysté soveltaessa ei siis ole vélttamétonté, ettd symmetrisyys to-
teutuu aina taydellisesti, mutta edelld mainitut ominaisuudet on kuitenkin hyva
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ottaa huomioon naapurifunktion N valinnassa.

2.4 Implementointi ja parametrien valinta

Tassé luvussa késitelladn erilaisia ohjeistuksia siitd, miten simuloitu jaahdytys kan-
nattaa implementoida tietokoneohjelmaksi. Ohjeistukset pohjautuvat ldhteeseen [14]
ja kirjan [I8] lukuun 2. Simuloidun jadhdytyksen implementoinnissa tehdyt valin-
nat voidaan jakaa ensinnékin ongelmakohtaisiin ja yleisiin valintoihin. Ongelmakoh-
taisiin valintoihin kuuluu kohdefunktio f, naapurifunktio N ja ratkaisuavaruus €.
Joissain optimointitehtévisséd voi vaikuttaa omituiselta ajatella kohdefunktiota f tai
ratkaisuavaruutta {2 valintoina, koska ne seuraavat suoraan ratkaistavasta optimoin-
titehtavasta. Kuitenkin jos simuloitua jadhdytysta sovelletaan esimerkiksi jonkin re-
aalimaailman ongelman ratkaisemiseen, niin ei valttamatta ole aina itsestdan selvia,
millaisella kohdefunktiolla ratkaisun laatua olisi hyva mitata. Yleisia tehtévasta riip-
pumattomia valintoja ovat satunnaislukujen generointi, lampétilan ¢, péivitys (eli
jadhdytysfunktio « ja siind esiintyvét parametrit), iteraatiokierrosten lukuméérit
M, ja alkuldmpotila ty. Yleisesti ottaen, jos menetelméa on toteutettu hyvin, algo-
ritmin antamissa tuloksissa ei ole hirveasti vaihtelua eri ajokertojen vélilla.

Simuloidussa jadhdytyksessé olennaista on se, ettd muutos kohdefunktion arvos-
sa voidaan laskea nopeasti. Joskus riittdd ensin méarata kohdefunktion arvo tarkas-
teltavissa pisteissi w! ja w?, ja laskea muutos titd kautta. Toisaalta jos tarkastel-
tavat pisteet w! ja w? eroavat toisistaan vain yhdessid komponentissa, niin olemassa
voi olla nopeampia tapoja laskea kohdefunktion muutos kuin selvittdmaélla ensin ar-
vot f(w') ja f(w?). Joissain tehtévissd muutosta voi olla mahdollista jopa arvioida
stokastisesti.

Rajoitteet ovat oleellinen osa optimointitehtévid, joten niiden sisdllyttdminen al-
goritmiin on térkedd. Yksi tapa huomioida rajoite on jattdéd ratkaisuavaruuden (2
ulkopuolelle kaikki ne pisteet, jotka eivat toteuta rajoitteen ehtoa. Toisaalta jos-
kus ratkaistava rajoitteellinen optimointitehtdva on sen verran monimutkainen, et-
ta rajoitteiden sisdllyttdminen suoraan ratkaisuavaruuteen aiheuttaa hankaluuksia.
Esimerkiksi tehtavéssé

min  f(x,y)

s.t. 372 + y2 Z 4 (7)
—2<z<2
—2<y<?2

jokaisen kolmen rajoitteen siséllyttdminen ratkaisuavaruuteen (2 edelld mainitulla
tavalla voisi rajoittaa ratkaisuavaruutta liikaa, ja téten vaikeuttaa siirtymista eri
pisteiden vélilld. Sen sijaan tehtévissa (7)) voisi sisdllyttdd viimeiset kaksi ehtoa
ratkaisuavaruuteen €2 ja ottaa ensimméinen ehto huomioon sakkotermind, eli niin,
etté jos rajoitetta 22 4-y? > 4 rikotaan, niin siité sakotetaan kohdefunktiossa. T#lléin
simuloidun jadhdytyksen algoritmi voi kulkea ratkaisuavaruudessa vapaammin, ja
muokatulla tehtéavalla on edelleen sama optimi kuin tehtévéissa .

Siind missa ratkaisuavaruus (2 maarittaé pistejoukon, josta optimia haetaan, naa-
purifunktio N mééarittda sen, miten joukon 2 pisteet ovat yhteydessé toisiinsa. Eri-
tyisesti ratkaisuavaruutta €2, naapurifunktiota NV ja kohdefunktiota f voidaan miet-
tid yhtend kokonaisuutena. Télle kokonaisuudelle sileihkoé muoto, jossa lokaalit mi-
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nimit ovat vahaisia ja matalia, on toivotumpi kuin sellainen muoto, jossa on paljon
syvia lokaaleja minimejé. Naapurifunktion N antamien vaihtoehtojen lukumaaralla
on myos valid. Jos vaihtoehtojen lukuméaré on pieni, niin algoritmi voi vaatia liian
monta iteraatiokierrosta ratkaisuavaruuden 2 eri pisteiden vélilld kulkemiseen. Toi-
saalta jos vaihtoehtojen méa#ra on suuri, niin siirtyminen sallitun alueen sisélla on
satunnaisempaa, jolloin algoritmilla voi olla vaikeuksia ldhestya lokaaleja optimeja
ratkaisuavaruudessa.

Lampotilojen t; alustaminen voidaan aloittaa alkulampdotilan ¢y maarittelysta.
Erés tapa alkulampdétilan madradmiseen on ensin padttad, kuinka monta kohdefunk-
tion arvoa huonontavaa pistettd halutaan algoritmin hyvaksyvan, kun £ = 0, ja téa-
mén perusteella laskea alkulampdétilan ¢y arvo. Esimerkiksi voitaisiin hyvéksyé noin
20% tai 50% kohdefunktiota huonontavista arvoista. Jos lampotila haluttaisiin méaa-
rittdd todennikoisyydelle 50%, se onnistuisi soveltamalla kaavaa @ ja selvittamalla
milla lampdétilalla £y toteutuu

05— eXp(—(f(w’) - f(w))).

to

Arvon ty, madrittdminen téssd tapauksessa vaatii myos sen, etté erotuksesta f(w’) —
f(w) on olemassa jokin arvio. Alkuldmpétilan kanssa voidaan toimia myds niin, etté
kiyttaja antaa haluamansa arvon alkulampotilalle ennen algoritmin suoritusta.

Alkulampdétilan liséksi on myos paatettava jadhdytysfunktio a. Eréds yksinkertai-
nen ja hyviksi todettu tapa on laskea lampdtilaa geometrisesti. Téssa tapauksessa
jadhdytysfunktio saa muodon «a(t;) = aty, kun a € (0, 1). Néin ollen uusi lampdtila
saadaan kaavalla t,1 = a(t). Erds suositus aloittelijoille on méaérata kertoimen a
arvoksi 0,9, ja toinen on valita kertoimen a arvo vapaammin valilta [0,8;0,99].

Kun lampdétilat ¢, on méaritelty, on vield paatettava kussakin lampotilassa ¢
suoritettavien iteraatiokierrosten lukumaéaéara M. Yksinkertaisimmillaan M, voi olla
muotoa M, = p kaikilla k, kun p on jokin positiivinen kokonaisluku. Eraén oh-
jeistuksen mukaan toistojen lukumaéraksi M voi valita optimointiongelman para-
metrien lukumaéaarastéa riippuvan arvon. Nain ollen, jos parametrien lukuméara on
P € N niin iteraatiokierrosten lukumaéérd M voi olla muotoa 100 - P kaikille in-
dekseille k. Iteraatiokierrosten lukumagrat Mj voi myos madrata niin, etta algoritmi
hyvaksyy lampdotilassa t;, uuden iteraatiopisteen 12- P kertaa. Néin ollen parametrin
M;, arvo olisi tapauskohtainen ja riippuisi algoritmin toiminnasta.

Eras keskeinen asia simuloidun jadhdytyksen toteutuksessa on se, ettd pystytaan
generoimaan satunnaislukuja tasaisesta jakaumasta, silla niitd hyodynnetaan useam-
massa kohtaa menetelmén suoritusta. Ensinnakin satunnaislukuja kiytetaan testat-
taessa ratkaisuehdokkaan w’ hyvéksymista. Toiseksi satunnaislukuja tarvitaan va-
litsemaan ratkaisuehdokas w’ naapuripisteiden joukosta {w!, w?, ..., w"} € N(w),
kun w on nykyinen iteraatiopiste.

3 Sudokun ratkaiseminen

Sudoku on suosittu ja yksinkertainen pulmapeli, jossa on kdytossa 9 x 9-ruudukko,
joka on jaettu yhdeksdin pienempéédn 3 x 3-aliruudukkoon. Sudokussa on tarkoi-
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tuksena tayttdda ruudukko luvuilla yhdestd yhdeksdéan niin, ettei yksikdan luvuis-
ta toistu kertaakaan yhdelldkdan ruudukon pysty- ja vaakarivilla tai yhdessakaan
3 x 3-aliruudukossa. Osa sudokun luvuista on annettu valmiiksi, ja néitd lukuja ei
saa ratkaisussa muuttaa. Jatkossa valmiiksi annettuja lukuja kutsutaan vihjenume-
roiksi ja sudokun muita lukuja muutettaviksi numeroiksi. Liitteessi [A] on esitetty
esimerkkejé erilaisista sudoku-tehtavisté, joita kiytetddn mychemmin tassa luvussa
simuloidun jaahdytyksen toiminnan havainnollistamiseen.

Sudoku soveltuu hyvin ratkaistavaksi simuloidulla jadhdytyksell4, sillé pelin sdéan-
not ovat selkeédt ja helpot ilmaista optimointitehtéavin kohdefunktiona ja rajoitteina.
Sudokun ratkaisemiseen on koodattu yksinkertainen versio simuloidusta jaahdytyk-
sestd kiyttaen Javaa, jonka loytéaa sivulta https://github.com/risliu/SA-sudoku.
Seuraavissa aliluvuissa kasitelladn tarkemmin erimerkiksi algoritmissa tehtyja valin-
toja, kuten sitd, miten kohdefunktio f ja naapurifunktio N ovat méaritelty. Lo-
puksi esitelladn menetelmalld saatuja numeerisia tuloksia, ja vertaillaan miten eri
parametrien arvot vaikuttavat saatuihin tuloksiin. Tarkoituksena on havainnollis-
taa, miten simuloitua jadhdytysta voi kdytdnnossa soveltaa ja miten menetelméssa
eri parametrivalinnat vaikuttavat saatuihin tuloksiin. Lopuksi pohditaan, mita joh-
topaatoksié tuloksista voi tehda. Néin ollen tassa luvussa ei verrata saatuja tuloksia
muihin sudokulle kehitettyihin algoritmeihin.

3.1 Menetelman implementointi

Simuloidun jaghdytyksen implementoinnissa sudokun ratkaisu esitetdan 9 x 9-koko-
naislukutaulukkona, jossa sudokuun tulevat numerot yhdesta yhdeksdéan on kuvattu
kokonaislukuina 1,2, ...,9 ja luku 0 vastaa toistaiseksi tyhjaa ruutua. Taman liséksi
jokaiseen taulukon kokonaislukuun eli ruutuun linkitetdéan tieto siité, onko ruudus-
sa vihjenumero vai muutettava numero. Kun menetelmén suoritus aloitetaan, tau-
lukkoon asetetaan jokaiseksi muuttuvaksi numeroksi jokin satunnaisesti generoitu
kokonaisluku 1,2, ...,9, minki avulla padstdan eroon tyhjistd ruuduista ja saadaan
aikaiseksi lahtoratkaisu.

Sudokua ratkaistaessa on olennaista, ettei vihjenumeroita muuteta. Téasta syys-
td on tarkedd, ettei naapurifunktio N ehdota uusia ratkaisuehdokkaita, joissa olisi
muutettu jotain vihjenumeroa. Tamén lisdksi esimerkiksi sudokussa on ylim-
mélld vaakarivilla vihjenumerot 4 ja 1, minka takia ratkaisun ylimmén rivin muissa
ruuduissa ei voi esiintyd naitd lukuja. Nama kaksi seikkaa riittévit naapurifunk-
tion tarjoamien ratkaisuehdokkaiden rajaamiseen. Menetelmén toteutuksessa naa-
purifunktio toimii niin, ettd sen tuottamassa ratkaisuehdokkaassa w’ € N(w) on
vaihdettu yksi muutettava numero joksikin toiseksi niin, ettei muutos ole ristirii-
dassa vihjenumeroiden asettamien rajoitusten kanssa. Jokainen sallittu muutos on
naapurifunktiossa yhtd todennékoinen.

Kohdefunktion arvon ja sen muutoksen nopea laskeminen on simuloidun jaahdy-
tyksen kannalta olennaista. Erityisen téarkead on, ettd kohdefunktion pienin mahdol-
linen arvo vastaa sudokun globaalia optimia. Menetelmén implementoinnissa kohde-
funktion arvo saadaan laskemalla yhteen jokaisen kokonaisluvun 1,2, ...,9 toistojen
madra jokaisessa vaakarivissd, pystyrivissd ja 3 x 3-aliruudukossa. Esimerkiksi jos
jossain rivissé esiintyy numero 5 kolme kertaa, niin télloin lukua on toistettu yh-
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teenséd kahdesti, ja kohdefunktion arvoon lisdtddn kyseinen toistojen méard. Néin
méaritettynéd kohdefunktion optimiarvo on nolla, silla talloin jokaisessa vaakarivissa,
pystyrivissa sekd 3 x 3-aliruudukossa esiintyy numerot 1,2,...,9 tasan kerran.

Kohdefunktion arvo lasketaan menetelmén alussa ldhtoratkaisussa kdymallé 1api
jokaisen kokonaisluvun 1,2, ..., 9 esiintyminen jokaisella vaakarivilla, pystyrivill, ja
3 x 3-aliruudukossa. Tadmén jalkeen uudessa iteraatiopisteessa riittaéd vain méarittasa
kohdefunktion arvon muutos, joka onnistuu nopeammin. Alustetaan ensin muutok-
sen arvo olemaan nolla. Seuraavaksi selvitetddn, mita ruutua ratkaisuehdokkaassa
w’ on muutettu ja mitkéd sen alkuperédinen ja uusi lukuarvo ovat. Tamaéan jilkeen
kyseista ruutua vastaavan vaakarivin, pystyrivin ja 3 x 3-aliruudukon kohdalla sel-
vitetddn, onko niissé toistoja alkuperdisen tai uuden lukuarvon kanssa. Jos joko
vaakarivilla, pystyrivilla tai 3 x 3-aliruudukossa on toistoja alkuperéisen lukuarvon
kanssa, jokaista kohden muutos pienenee yhdella. Jos toistoja on puolestaan uuden
lukuarvon kanssa vaakarivilla, pystyrivilla tai 3 x 3-aliruudukossa, muutos kasvaa
jokaista kohden yhdelld. Muutos voi kasvaa néin ollen esimerkiksi kahdella, jos tois-
toja on vaikka sekd vaakarivilla ettd pystyrivilla. Lopputuloksena muutos on aina
jokin kokonaisluku arvojen —3 ja 3 valilla.

Menetelmén toteutuksessa ldmpotilaparametrin ¢, méaaradmisen voi jakaa kol-
meen osaan: alkulampdétilaan ¢y, jadhdytysfunktioon « ja iteraatiokierrosten luku-
maaraan Mj lampdotilassa t,. Menetelméan implementoinnissa kiytossa oleva jaahdy-
tysfunktio on muotoa tx,1 = aty, jossa a € (0,1), ja iteraatiokierrosten lukumé&éra
on jokin p € N kaikille lampotiloille ;. Seuraavassa aliluvussa esitelldén tarkemmin,
miten lampdotilaan liittyvien parametrien lukuarvot on valittu.

Algoritmissa on kaksi eri lopetusehtoa. Ensimmaéisessé ehdossa algoritmin suori-
tus pysaytetidn, jos kohdefunktion arvo on nolla. Téll6in sudoku on saatu ratkaistua.
Toisessa lopetusehdossa menetelmén suoritus puolestaan pysédytetaédn, jos kolmessa
perédkkaisessd lampotilassa ¢ yhtddn kohdefunktion arvoa huonontavaa ratkaisueh-
dokasta ei olla hyviksytty. Téassa toisessa lopetusehdossa pyritddan arvioimaan, onko
algoritmi jumittanut johonkin lokaaliin optimiin. Jos on, niin algoritmin suoritus
lopetetaan, jotta voidaan véalttda laskenta-ajan tuhlaamista ajoon, jossa globaalia
optimia ei todennékoisesti saavuteta.

3.2 Parametrien valinta

Tassé aliluvussa kerrotaan, miten on valittu lukuarvot alkulampotilalle £y, jaahdy-
tysfunktion kertoimelle a ja iteraatiokierrosten lukumaéarélle M. Kullekin paramet-
rille on valittu vahintaan kaksi mahdollista lukuarvoa, ja algoritmin suoritusta néilla
eri arvoilla vertaillaan aliluvussa [3.3] Alkuldmpétilan ja jadhdytysfunktion kertoi-
men valinnat perustuu teoksen [18] ehdotuksiin.

Alkulampotila ¢, on valittu niin, ettd joko 20% tai 50% kohdefunktion arvoa
huonontavista ratkaisuehdokkaista hyviksytadn. Taméa on huomioitu menetelméan
koodissa niin, ettd kdyttaja voi valita kahdesta alkulampdétilasta, jotka vastaavat
kyseisid 20% ja 50% todennékoisyyksid. Jotta alkulampotiloille on saatu oikeat lu-
kuarvot, on selvitetty odotusarvo kohdefunktion arvon muutokselle niissé tapauk-
sissa, jossa kohdefunktion arvo on ratkaisuehdokkaassa suurempi kuin nykyisessé
iteraatiopisteessd. Jatkossa kyseistd odotusarvoa merkitéén kirjoittamalla A, ja esi-

14



merkiksi sudokun tapauksessa tdmé odotusarvo on laskennallisesti maaritetty
olemaan noin A = 1,5873394. Tarkastelemalla taulukkoa[I| huomataan, etté likiméa-
ridinen arvo odotusarvolle vaihtelee tehtdvin mukaan. Alkuldmpdétilat on kuitenkin
laskettu arvion A = 1,5873394 avulla, joten implementoinnissa ei olla esimerkiksi
laskettu alkuldmpotiloja jokaisen sudokun kohdalla erikseen. Alkulampdétilat saa-
daan puolestaan maarattyd yhtalosta

—-A

ty = —
0 lnp’

jossa p on todennékoisyys hyviksya kohdefunktion arvoa huonontava ratkaisuehdo-
kas. Sijoittamalla A = 1,5873394 ja p = 0,5 saadaan ensimmaéiseksi alkulampdotilaksi
to(50%) = 2,290046681. Sen sijaan sijoituksella p = 0,2 saadaan toiseksi alkulampo-
tilaksi ¢¢(20%) = 0,986269422.

Taulukko 1: Jokaiselle liitteen [A| sudokulle mahdollisten naapuripisteiden maéara
|N(w)|, ratkaisuavaruuden pisteiden lukumaédra 2| seké laskennallinen arvio koh-
defunktion arvoa huonontavan muutoksen keskiarvosta A.

Sudokutehtava |N(w)] 19 A

Sudoku A.1 217 1,496-10%2 1,5873394
Sudoku A.2 188 4,207-10%" 1,6424732
Sudoku A.3 20 4,977-10° 1,8571243
Sudoku A.4 171 6,065-10% 1,6252895
Sudoku A.5 199 1,179-10% 1,5838349

Jaahdytysfunktiolle «a(tx) = aty kerroin a on valittu olemaan joko 0,9 tai 0,8.
Kertoimen arvo a = 0,9 on melko tyypillinen valitulle jadhdytysfunktiolle, kun taas
valinta a = 0,8 laskee lampdtilaa tatd nopeammin.

[teraatiokierrosten lukumadrédksi M lampotilassa ¢, voi menetelméssa valita
minkd tahansa kokonaislukuarvon p € N, eli M = p jokaisella lampdtilalla ¢y.
Kuten taulukosta [I| ndhdéén, ratkaisuavaruuden koko sekd mahdollisten ratkaisueh-
dokkaiden lukuméaéra voivat olla suuria, ja néin ollen iteraatiokierrosten maaran u
on myos oltava riittavan suuri. Kvalitatiivisen tarkastelun perusteella algoritmin on
todettu ratkaisevan tehtavan nopeasti, kun iteraatiokierrosten méara o oli kokonais-
luku valilta [500, 4500]. Tarkempaa vertailua varten iteraatiokierrosten méaara p on
valittu olemaan joko 500, 1500 tai 4500.

3.3 Numeeriset tulokset

Seuraavaksi esitetdan simuloidulla jadhdytyksella saatuja tuloksia sudokuille ja ver-
taillaan, miten erilaiset parametrivalinnat vaikuttavat menetelméan toimintaan. Heu-
ristisen menetelmén suoriutumista arvioidessa on otettava huomioon seka ratkaisun
laatu ettd kuinka nopeasti sithen on paasty. Sudokun tapauksessa voidaan ajatel-
la, ettd ainoa hyvéi ratkaisu on sellainen, misséd kohdefunktion arvo on nolla, eli on
saavutettu globaali optimi ja tehtéva on ratkennut. Kuitenkin jos simuloidun jaah-
dytyksen algoritmia kiytetdén yksittdisen sudokun ratkaisemiseen vain kerran, eli
suoritetaan yksi ajo, niin saavutetun ratkaisun kohdefunktion arvo ei vilttamétta
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ole nolla. Siksi ohjelman suoriutumista tarkastellaan tédssa aliluvussa vertailemalla
sitd, kuinka kauan kestdéd saavuttaa globaali optimi, jos ajoja suoritetaan, kunnes
téallainen ratkaisu loytyy. Useamman ajokerran suorittaminen eli uudelleenkdynnis-
tys on simuloidun jadhdytyksen kaltaisissa iteratiivisissa heuristisissa menetelmis-
sé melko tavallista [14]. Uudelleenkdynnistysta soveltava heuristinen menetelmé voi
joissain tapauksissa saavuttaa optimin todennékoisemmin kuin samassa ajassa toi-
minut vastaavanlainen heuristinen menetelmé ilman uudelleenk&ynnistysté [7].

Seuraavaksi siirrytdén tarkastelemaan simuloidulla jadhdytykselld saatuja nu-
meerisia tuloksia. Kaikki tulokset on laskettu tietokoneella, jossa on kiaytossd Win-
dows 11 kéyttojarjestelmé, Intel Core i5 prosessori, 8Gt keskusmuistia ja NVIDIA
GeForce GTX 1070 naytonohjain. Tuloksia laskettaessa on lisdksi kéytetty Javan
ajoymparistod (JRE) 17.0.1.

Taulukoihin 2] on kerétty keskimééréiset laskenta-ajat eri sudokuille eri pa-
rametriyhdistelmilld, ja taulukoiden tulokset on ilmoitettu sekunteina. Numeeriset
tulokset on kerédtty niin, etté jokaista taulukoissa mainittua parametriyhdistelméa
soveltamalla on 500 kertaa 16ydetty globaali optimi, ja ndiden 500 optimin 16ytami-
seen vaaditusta ajasta on otettu keskiarvo. Ajokerrat, jolla ei olla saavutettu opti-
mia, otetaan kuitenkin huomioon mittaustuloksissa. Voi siis esimerkiksi kdyda niin,
ettd ohjelma ensin aloittaa ajan mittaamisen, minka jélkeen se suorittaa muuta-
man ajon, joissa saatu tulos f(w) > 0, ja vasta tamén jilkeen tekee ajon, jossa
f(w) = 0, jolloin ajan mittaaminen lopetetaan. Taulukoiden — tulokset eivit ota
kantaa sithen kuinka monta ajokertaa on vaadittu, jotta globaali optimi on 16ytynyt
500 kertaa, mutta vaadittujen ajokertojen lukumaara on kuitenkin merkitty taulu-
koihin 7] Taulukoissa [2H4]ilmoitettu keskiarvo on puolestaan sudokujen
tulosten keskiarvo tietyilld kiinnitetyilla parametreilla.

Taulukko 2: Keskimééraiset laskenta-ajat sekunteina eri parametriyhdistelmilla, kun
toistojen lukumaéra M = 500 kaikissa lampotiloissa .

M, = 500 to(50%) ja to(50%) ja t0(20%) ja t0(20%) ja
a=20.9 a=0.8 a=20.9 a=0.8
Sudoku A.1 1,432228 3,631798 1,000860 2,37612
Sudoku A.2 0,287314 0,626330 0,190148 0,459352
Sudoku A.3 0,000228 0,000180 0,000052 0,000050
Sudoku A.4 0,031818 0,060198 0,020192 0,042244
Sudoku A.5 0,151498 0,417822 0,102580 0,297520
Keskiarvo 0,380617 0,947266 0,262766 0,635057
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Taulukko 3: Keskimééraiset laskenta-ajat sekunteina eri parametriyhdistelmilla, kun

toistojen lukuméaara M, = 1500 kaikissa lampdotiloissa ty.

M, = 1500 t0(50%) ja t0(50%) ja t0(20%) ja t0(20%) ja
a=20.9 a=0.8 a=20.9 a=0.8
Sudoku A.1 0,657084 1,210568 0,461284 0,777584
Sudoku A.2 0,165602 0,258836 0,112358 0,184896
Sudoku A.3 0,000326 0,000282 0,000050 0,000052
Sudoku A.4 0,030332 0,033016 0,016674 0,021224
Sudoku A.5 0,085082 0,130666 0,056296 0,102112
Keskiarvo 0,187685 0,326674 0,129332 0,217174

Taulukko 4: Keskimééréaiset laskenta-ajat sekunteina eri parametriyhdistelmilla, kun

toistojen lukuméaara M, = 4500 kaikissa lampdotiloissa ty.

B t0(50%) ja t0(50%) ja t0(20%) ja t0(20%) ja
My = 4500 a=0.09 a=0.8 a=0.09 a=0.8
Sudoku A1 0,530644 0,710682 0,368243 0,476828
Sudoku A.2 0,153498 0,17261 0,112886 0,132846
Sudoku A.3 0,000424 0,000374 0,000050 0,000052
Sudoku A.4 0,036822 0,031792 0,024402 0,022242
Sudoku A.5 0,093714 0,101812 0,058340 0,070284
Keskiarvo 0,163020 0,203454 0,112785 0,140450

Taulukoiden [2}H4] tuloksista ndhdéén, ettd eri sudokutehtévien laskenta-ajoissa
on merkittévid eroja. Jos merkitddn sudokulle A.i laskentaan vaadittua aikaa kir-
joittamalla 7(7) kaikilla ¢ = 1,2,3,4,5, niin huomataan ettd kaikilla valituilla para-
metriyhdistelmilla pétee, ettéa

7(1) > 7(2) > 7(5) > 7(4) > 7(3). (8)

Néin ollen sudoku on vaikein ratkaista ja sudoku puolestaan helpoin. Su-
dokutehtévien [A.THA.5| vaikeutta voidaan arvioida myos taulukon [I] ratkaisuava-
ruuden pisteiden lukumédrien || avulla. Kéyttaméalld merkintdd, jossa [Q(i)| on
ratkaisuavaruuden koko sudokulle A.i, tehtévéit voidaan laittaa jarjestykseen

Q)] > [25)] > [22)] > [24)] > [2(3)]

Tehtévien jarjestys on télld tavalla muuten sama kuin kaavassa , paitsi etté su-
dokut ja ovat vaihtaneet paikkaansa. Taulukoiden tulokset yhtyvét
taulukkoon [1I| my6s siind mielessa, ettd sudoku vaikuttaa olevan selkedsti mui-
ta helpompi ratkaista, kun taas sudoku on selkeédsti muita vaikeampi. Nain ol-
len numeeriset tulokset vaikuttavat johdonmukaisilta sudokujen ratkaisuavaruuksien
kokojen kanssa.

Vertailtaessa alkulampotilan ¢y vaikutusta taulukoiden tuloksiin huoma-
taan, ettd alkuldmpotila ¢5(20%) = 0,986269422 on jokaisessa sudokussa
ja kiinnitetyilla parametrien arvoilla a ja M) = p parempi kuin valinta to(50%) =
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2,290046681. Tama voi johtua siitd, ettd alkulampdtilaa to(20%) kiyttdessd lampo-
tila t; laskee nopeammin riittdvan pieneksi ja nain ollen mahdollistaa suppenemisen
kohti jotain lokaalia optimia. On mahdollista, ettd yksittdiselld ajokerralla alkulam-
potilalla t(50%) saatetaan saavuttaa todenndkoisemmin ratkaisu, jossa f(w) = 0.
Menetelmé alkuldmpdétilalla t5(20%) voidaan kuitenkin todeta keskiméériisesti no-
peammaksi, jos ajokertoja toistetaan perédjialkeen niin kauan, ettd globaali optimi
loytyy.

Saaduista tuloksista ndhdaan myos, ettéd laskenta-aika on usein selkedsti lyhyem-
pi, jos jadhdytysfunktion «(tx) = aty kerroin a on 0,9 ja jos muut parametrit pide-
tadn samoina. Taulukoista [2-4] kuitenkin huomataan, ettd sudokun kaltaisten
helppojen tehtéivien kohdalla valinta a = 0,8 on parempi. Tamé voi johtua esimerkik-
si siitd, ettd hyvin helppojen sudokutehtévien kohdalla kaikki lampdtilaparametrin
. laskua nopeuttavat valinnat nopeuttavat myds ratkaisun loytamista. Vaikeam-
missa tehtédvissa vaikuttaa olevan puolestaan hyotyé siitd, etta lampotilaa lasketaan
hitaammin kertoimella 0,9, jolloin ratkaisuavaruutta kidydadn lapi perusteellisem-
min. Voi myos olla, etté jos tehtava on vaikea ja lampotilaa lasketaan liian nopeasti,
niin yksi simuloidun jaahdytyksen lopetusehdoista tayttyy liian aikaisin, silla algo-
ritmi tulkitsee padtyneensa lokaaliin optimiin ennenaikaisesti. Néin ollen uusi ajo
joudutaan aloittamaan, vaikka nykyisen ajon aikana olisi edelleen voitu saavuttaa
globaali optimi.

Taulukossa [2] ilmoitetut laskenta-ajat ovat padsaantoisesti hitaampia kuin taulu-
koissa [3] ja [4], paitsi helpoimman sudokun kohdalla. Tamé voi johtua siité, ettd
jos iteraatiokierrosten lukumaéra My on 500, lopetusehto tayttyy todenndkoisemmin
ennenaikaisesti. Taméa voi myos selittdéd sen, miksi laskenta-ajat jadhdytysfunktion
kertoimella a = 0,8 ja iteraatiokierrosten lukumaaralla M, = 4500 ovat nopeampia
kuin kertoimella a = 0,8 ja iteraatiokierrosten lukumaaralla M, = 1500. Sen sijaan
kertoimella a = 0,9 erot laskenta-ajoissa valintojen M, = 1500 ja M; = 4500 vililla
ovat melko pienié.

Taulukoihin [2-4] merkittyjen laskenta-aikojen keskiarvojen perusteella keski-
méadriisesti paras parametriyhdistelmé sudokutehtévien ratkaisemiseen on ¢,(20%),
a = 0,9 ja M = 4500. Lisdksi kyseisellda parametriyhdistelmélld saavutetaan pa-
ras laskenta-aika sudokutehtivissi ja [A.2] Kuitenkin parametriyhdistelmalld
t0(20%), a = 0,9 ja M, = 1500 saadaan paremmat keskiméadriiset laskenta-ajat
sudokutehtavissa [A4] ja [A.5] jotka ovat toisaalta tehtdviad [A.] ja [A.2] helpompia.
Molemmilla mainituilla parametriyhdistelmilla saavutetaan myos keskiméaraisesti
paras laskenta-aika sudokussa

Tarkastellaan vield taulukkoja [HIO0 Taulukoihin on merkittyna kuinka
monta ajokertaa vaaditaan, jotta globaali optimi on 16ytynyt 500 kertaa, kun taas
taulukoihin on merkitty, kuinka monta kertaa kohdefunktion f arvo on laskettu
jaettuna vaadittujen ajokertojen lukumadgralla.
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Taulukko 5: Vaadittujen ajokertojen lukuméara eri parametriyhdistelmillé, kun tois-

tojen lukuméaara M = 500 kaikissa lampotiloissa ty.

M, = 500 to(50%) ja to(50%) ja t0(20%) ja t0(20%) ja
a=209 a=0.28 a=209 a=0.38

Sudoku A.1 392479 1779072 423169 1661011
Sudoku A.2 79216 311282 83213 332945
Sudoku A.3 500 500 500 500
Sudoku A.4 8842 30575 9307 30943
Sudoku A.5 42055 206540 44310 210178

Yhteensa 523092 2327969 560499 2235577

Taulukko 6: Vaadittujen ajokertojen lukuméaré eri parametriyhdistelmilld, kun tois-
tojen lukumaéaara M = 1500 kaikissa lampdétiloissa .

M, = 1500 to(50%) ja to(50%) ja t0(20%) ja t0(20%) ja
a=209 a=0.28 a=209 a=0.28
Sudoku A.1 58987 196967 62939 181987
Sudoku A.2 15043 43037 15635 44272
Sudoku A.3 500 500 500 500
Sudoku A.4 2959 D778 2644 5489
Sudoku A.5 7798 21761 8082 24535
Yhteensa 85287 268043 89800 256783

Taulukko 7: Vaadittujen ajokertojen lukuméaré eri parametriyhdistelmilld, kun tois-
tojen lukumaara M, = 4500 kaikissa lampdtiloissa ty.

B to(50%) ja to(50%) ja t(20%) ja t(20%) ja

M, = 4500 a=09 a=08 a=09 a=0.8
Sudoku A.1 15626 38080 16378 36812
Sudoku A.2 4602 9491 5184 10497
Sudoku A.3 500 500 500 500
Sudoku A.4 1287 1979 1394 2067
Sudoku A.5 2924 5612 2810 5675

Yhteensa 24939 55662 26266 55551
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Taulukko 8: Keskiarvo siité, kuinka monta kertaa kohdefunktion f arvo on maaratty
jokaista suoritettua ajoa kohden eri parametriyhdistelmilla, kun toistojen lukuméaara
M, = 500 kaikissa lampdétiloissa .

M, = 500 to(50%) ja to(50%) ja t0(20%) ja t0(20%) ja
a=20.9 a=0.8 a=20.9 a=0.8
Sudoku A.1 12388 6893 8392 5005
Sudoku A.2 12251 6824 8259 4935
Sudoku A.3 1424 1107 281 274
Sudoku A.4 11860 6699 7871 4813
Sudoku A.5 12238 6839 8243 4955
Keskiarvo 12335 6873 8345 4987

Taulukko 9: Keskiarvo siité, kuinka monta kertaa kohdefunktion f arvo on maaratty
jokaista suoritettua ajoa kohden eri parametriyhdistelmillé, kun toistojen lukuméara
M, = 1500 kaikissa lampotiloissa ty.

My = 1500 a=0.09 a=0.28 a=0.09 a=0.28
Sudoku A1 38680 21380 26722 15712
Sudoku A.2 38491 21220 26514 15560
Sudoku A.3 2095 1794 290 288

Sudoku A.4 35834 20290 23639 14519
Sudoku A.5 37898 21094 25889 15432
Keskiarvo 38262 21271 26373 15604

Taulukko 10: Keskiarvo siitd, kuinka monta kertaa kohdefunktion f arvo on méaa-
ratty jokaista suoritettua ajoa kohden eri parametriyhdistelmilla, kun toistojen lu-
kuméara M = 4500 kaikissa lampdatiloissa .

Mj = 4500 a=0.9 a=0.38 a=0.9 a=0..8
Sudoku A.1 119881 65360 83902 48853
Sudoku A.2 118401 65263 83152 48317
Sudoku A.3 2748 2394 277 283

Sudoku A.4 101330 57785 66019 41319
Sudoku A.5 114583 63739 78086 46763
Keskiarvo 115681 64687 80591 47821
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Taulukoista huomataan, ettd ajokertojen lukuméérd noudattaa yhtalon ()
jarjestysta. Lisdksi sudokutehtédvien ja parametrivalintojen vélilla on monen kerta-
luokan eroja vaadittujen ajokertojen lukumaaréssa. Esimerkiksi sudokussa par-
haalla parametriyhdistelmailld globaali optimi saavutetaan noin 3,2% ajoista, kun
taas huonoimmalla parametriyhdistelmaélld globaali optimi saavutetaan vain noin
0,028% ajoista. Taulukoista huomaa my0s sen, ettd sudokun tapauksessa
globaali optimi saavutettiin jokaisella ajokerralla.

Sudokua lukuun ottamatta taulukoiden tulokset vaihtelevat lahinna
eri parametriyhdistelmien valilld, eivatkd niinkdén tehtavien vélilla. Taméa voi se-
littya esimerkiksi silla, ettéd jos ajokerta ei johda globaaliin optimiin, niin menetel-
mén suoritus lopetetaan, kun kolmessa perakkéisessa lampotilassa ¢ yhtéakédan koh-
defunktion arvoa huonontavaa ratkaisuehdokasta ei hyviaksytd. Tamén lopetuseh-
don tayttyminen riippuu ldhinna lampotilaparametrista, eikd niinkédan ratkaistavas-
ta tehtavasta. Taulukoiden perusteella tiedetdan, etta valtaosa ajoista ei johda
globaaliin optimiin, jonka takia taulukoiden tulokset painottuvat tietyilla pa-
rametriyhdistelmilla kohti samoja arvoja.

Taulukoiden tulokset voivat myos kertoa siita, ettd menetelmén suorituk-
sen aikana lampotilaa on laskettu liian nopeasti. Sen lisdksi keskiméaraisesti par-
haat laskenta-ajat on saatu parametriyhdistelméalla M;, = 4500, t¢(20%) ja a = 0,9,
jossa, aloituslampdotilaa lukuun ottamatta, on tehty lampdotilan ¢, laskemista hidas-
tavia valintoja. Toisaalta helpommissa tehtdvissa lampotilan laskemista nopeutta-
vat valinnat ovat parantaneet myos joskus keskiméaaraisia laskenta-aikoja. Jatkossa
ohjelmaa voisi testata suuremmilla toistojen M} ja kertoimen a arvoilla ja tarkas-
telemalla, kuinka paljon edelld mainittujen parametrien arvoja pitdd nostaa, etta
laskenta-ajat muuttuvat hitaammiksi. Simuloidun jadhdytyksen algoritmia voisi ol-
la mahdollista tehostaa myos siten, ettd ohjelma muuttaisi lampdétilaan ¢, liittyvia
parametreja yksittiisistd ajoista saatavan tiedon perusteella. Esimerkiksi algoritmi
voisi ensin laskea lampotilaa nopeasti, mutta hidastaa lampdtilan laskua, jos se ei
saavuta globaalia optimia riittdvin monen ajon jélkeen.

4 Yhteenveto

Tyossé on perehdytty simuloituun jaédhdytykseen. Simuloitu jadhdytys on metaheu-
ristinen optimointimenetelma ja yksi tunnetuimmista metaheuristiikoista. Erityises-
ti tyossd on késitelty simuloidun jadhdytyksen ominaisuuksia ja toimintaa. Aluk-
si tyossd on kerrottu mihin menetelmiin simuloidun jadhdytyksen kehittdminen on
perustunut, minka lisdksi on mainittu muutamia sovelluskohteita simuloidulle jaah-
dytykselle. Tamaén jéalkeen on esitelty simuloidussa jaahdytyksessa kiytetyt keskei-
set parametrit. Algoritmin toiminta on selitetty sekéd sanallisesti, ettd esittdmalld
algoritmi pseudokoodina. Simuloidun jadhdytyksen konvergenssia on kommentoi-
tu lyhyesti, minka liséksi on tarjottu aloittelijalle sopivia ohjeistuksia menetelméan
implementointiin.

Tyon lopussa menetelmén toimintaa on havainnollistettu sudoku-tehtévalla. Saa-
tujen tulosten perusteella on selvié, ettd sudokun kaltaisia yksinkertaisia pulmapele-
jé voidaan ratkaista melko helposti simuloidulla jadhdytykselld, ja ettd menetelmén
implementointi ei vaadi kuin suppeat ohjelmointitaidot ilman kattavampaa koulu-
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tusta alalta. Numeeristen tulosten perusteella on néhty, etta jos lampdétilaa pienen-
netddn lilan nopeasti, globaalin optimin l6ytdmiseen vaadittava laskenta-aika kas-
vaa. Tasta syysté, jotta saavutetaan mahdollisimman hyvét laskenta-ajat, iteraatio-
kierrosten lukumaaréan kussakin lampdotilassa ja lampotilojen laskemiseen kaytetyn
kertoimen on oltava riittdavan suuria. Lisdksi tuloksista on havaittu, etta liian korkea
aloituslampotila myos pidentéé laskenta-aikoja.

Yleisesti ottaen metaheuristiikkojen implementoinnissa vaaditaan kykyéa tulkita
menetelmaille saatuja numeerisia tuloksia sekd taitoa sddtdad menetelmén toimintaa
tulosten perusteella. Koska simuloidussa jaahdytyksessa usein tasapainotellaan rat-
kaisujen hyvyyden ja kidytetyn laskenta-ajan vélilla, menetelmén implementoinnissa
on myos osattava tehda tapauskohtaisia pa#atoksia. Néin ollen on osattava paattaa,
missd maarin halutaan varmistaa saavutettujen ratkaisujen laatu ja missd maarin
halutaan vihentaa laskenta-aikaa.
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