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Tutkielmassa esitelladn yleisesti kapasiteettirajoitettujen ajoneuvojen reititysongel-
ma (CVRP). Tami on kauppamatkustajan ongelman laajennus ja yksi tutkituim-
mista matemaattisen optimoinnin ongelmista. Ongelma muodostuu kapasiteettira-
joitetuista ajoneuvoista, joiden reitit asiakkaille optimoidaan esimerkiksi niiden mat-
kan tai kustannusten minimoimiseksi. Kapasiteettirajoitukset tarkoittavat mita vain
kuormallista rajoitetta. Naitd voivat olla esimerkiksi tilataksin matkustajaméara,
toimitettavien pakettien maaréd tai kokonaistilavuus. Kapasiteettirajoitus voi kos-
kea toimitusten enimméiskuorman lisdksi myos sitéd, kuinka paljon tavaraa voidaan
noutaa asiakkailta. Oikean maailman ongelmiin liittyy usein kapasiteettirajoitusten
lisdksi muita tehtdvikohtaisia rajoituksia, kuten ajoneuvojen méara tai ajomatkan
enimmaispituus. Ongelmalle on monta eri matemaattista mallinnustapaa. Tutkiel-
massa esitellddn lineaarinen kokonaislukuohjelmointimalli, kolmen indeksin ajoneu-
vovirtausmalli ja ositusmalli.

CVRPt ovat NP-vaikeita ongelmia, eli niiden tdsmaéllisten ratkaisujen laskeminen
on vaikeaa varsinkin suurilla asiakasméarilla. Ongelman monimutkaisuuden takia
suuri osa tutkimuksista on keskittynyt erilaisten tehokkaiden epatasmallisten me-
netelmien kehittamiseen. Menetelmien tehokkuus on usein tapauskohtaista, ja niité
voidaan arvioida esimerkiksi vertailemalla tarvittavaa laskennallista tehoa tai rat-
kaisujen optimaalisuutta. Tutkielmassa tarkastellaan yleisesti eri menetelméatyyppe-
jé ja tarkemmin yhté heuristista asiakkaiden ryhmittelyyn perustuvaa menetelmaé.:
Ryhmittele ensin, reititd sitten (CFRS). Menetelmé perustuu nimensé mukaisesti
sithen, etté ensin ryhmitellaan joukko asiakkaita eri ryppéisiin, minka jalkeen opti-
moidaan ryppaiden asiakkaille ajoneuvojen toimitusreitit. Ryhmittelyn tarkoitukse-
na on viahentdé tarvittavien muuttujien maardd CVRP:n ratkaisemiseksi. Menetel-
mé on osoittautunut erityisen tehokkaaksi laskenallisten kustannusten ja ratkaisujen
optimaalisuuserojen testeissé pienissd 32—-82 asiakaspisteen tapauksissa.

Asiasanat: kapasiteettirajoitettujen ajoneuvojen reititysongelma (CVRP), ryhmit-
tele ensin, reititd sitten -menetelmé (CFRS).
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1 Johdanto

Matemaattisessa optimoinnissa etsitddn parasta mahdollista ratkaisua tarkastelun
kohteena olevalle ongelmalle. Ennen kuin ongelma voidaan ratkaista, se on esitettava
matemaattisesti optimointitehtavina. Téta varten on maédrattava padatosmuuttujat,
kohdefunktio ja rajoitteet, joiden ominaisuudet maarittavit yhdessé optimointiteh-
tavan.

Paatosmuuttujat ovat ne tuntemattomat arvot, joita optimoidaan ja joiden avul-
la madritetddn optimiratkaisu. Paatosmuuttujat voidaan jakaa jatkuviin, diskreet-
teihin ja bin&drisiin muuttujiin. Jatkuvat paatosmuuttujat ovat reaalilukuja, esi-
merkiksi tuotantomadaré. Diskreetit padtosmuuttujat kuvaavat muuttujia kokonais-
luvuilla, esimerkiksi ajoneuvojen lukumaaraa. Bindariset paatosmuuttujat taas usein
kuvaavat kylla- tai ei-paatoksia.

Kohdefunktio méaérittad, mité asiaa optimointitehtévissid optimoidaan. Kohde-
funktiot voidaan jakaa minimointitehtéviin ja maksimointitehtaviin. Minimointiteh-
tavissé tavoitteena on minimoida kohdefunktioita. Téllaisia ongelmia voivat olla esi-
merkiksi kuljetuskustannusten minimointi tai ajoreitin ajamiseen kdytetyn ajan mi-
nimointi. Maksimointitehtévissa vastaavasti tavoitteena on maksimoida kohdefunk-
tioita. Kaytannon esimerkkeja maksimointiongelmille ovat esimerkiksi kokonaisvoi-
ton maksimointi tai reitin tehokkuuden maksimointi.

Rajoitteet asettavat ne ehdot, joiden puitteissa optimointi tapahtuu. Ne voi-
vat olla esimerkiksi resurssien méararajoja tai teknisia vaatimuksia. Rajoitteet voi-
daan jakaa kahteen kategoriaan, luonnollisiin rajoitteisiin ja varsinaisiin rajoitteisiin.
Luonnollinen rajoite on sellainen rajoitus, joka seuraa suoraan ongelman fyysisista,
loogisista tai kiytannollisistd ominaisuuksista. Se ei ole keinotekoisesti lisdtty, vaan
valttamaton ongelman maarittelyn kannalta. Esimerkiksi tyovuoroja suunniteltaes-
sa tallainen rajoite voisi olla se, etta tyontekija ei voi tyoskennelld useammassa kuin
yhdessa vuorossa samanaikaisesti. Varsinainen rajoite taas tarkoittaa rajoitusta, jo-
ka ei ole vain luonnollinen seuraus ongelman asetelmasta vaan asetetaan nimeno-
maan ratkaisun ohjaamiseksi. Téllainen rajoite voisi olla, etta jokaiselle vuorolle on
vahintdan yksi mutta enintddn kolme tyontekijas.

Optimointitehtévit voidaan jakaa lineaarisiin ja epélineaarisiin tehtéviin. Line-
aarisessa optimoinnissa kohdefunktio ja rajoitteet ovat lineaarisia. Sen sijaan tehta-
vét ovat epélineaarisia, jos kohdefunktio f tai mikddn epéyhtéalorajoitteista ¢;(x) <
0, ¢ =1,2,...,m tai yhtdlorajoitteista d;(x) = 0, j = 1,2,...,n on epéline-
aarinen. Epélineaarisia ovat ongelmat, joita ei voi muotoilla lineaarisina funktioina
ilman, ettd menettdd jonkin tarkedn piirteen oikean maailman epélineaarisuuden
vuoksi. Esimerkki téllaisesta on rahoituksessa sijoitussalkun riski, joka mitataan
salkun tuoton varianssina. Se on epélineaarinen funktio kuhunkin arvopaperiin si-
joitetusta méadrasta. 0]

Yksi tunnetuimpia ja tutkituimpia matemaattisen optimoinnin ongelmia on ajo-
neuvojen reititysongelma (englanniksi Vehicle Routing Problem eli VRP). Ajoneu-
vojen reititysongelma on laajennettu ongelma yksinkertaisemmasta kauppamatkus-
tajaongelmasta (englanniksi Travelling Salesman Problem eli TSP). Kauppamat-
kustajaongelmassa etsitadn lyhinta reittid kaupunkien ja varastopisteiden vélille.
Ongelmassa méarataan "kauppamatkustaja"kiymaédn jokaisessa kaupungissa ja va-



rastopisteessa tasmaélleen kerran ja palaamaan lahtopisteeseen. VRP:ssa taas pyri-
tadn suunnittelemaan mahdollisimman tehokkaat reitit ajoneuvoille, jotka kuljetta-
vat ldhetyksia eri kohteisiin. Tavoitteena on viahentéé resurssien, kuten kustannus-
ten, polttoaineen ja ajan, kiyttoad ja samalla parantaa toiminnan tehokkuutta. VRP
ei kuitenkaan rajoitu vain lyhimmaén reitin l0ytdmiseen, vaan siind on huomioita-
va myos kiytdnnon rajoitteet, kuten ajoneuvojen kapasiteetti, toimitusaikataulut ja
muut logistiikkaan vaikuttavat tekijat. [14]

Tama ongelma on ollut operatiivisen tutkimusyhteison keskiossa yli 50 vuoden
ajan sen taloudellisen merkityksen ja matemaattisten haasteiden vuoksi. Kauppa-
matkustajaongelma voidaan nykyéan ratkaista tuhansille tai jopa kymmenille tu-
hansille solmuille (nodes). Solmut tarkoittavat sijainteja, joissa kauppamatkustaja
vierailee, kuten kaupunkeja tai asiakaspisteitd. VRP on kuitenkin huomattavasti
monimutkaisempi. Yksinkertaisestakin ajoneuvojen reititysongelmasta tulee haas-
tava ratkaista, kun tarkkoja algoritmeja sovelletaan yli sadan asiakkaan tapauk-
sissa ja ratkaisussa otetaan huomioon ajoneuvon kapasiteetti. Téllaista ajoneuvojen
reititysongelmaa kutsutaan kapasiteettirajoitettujen ajoneuvojen reititysongelmaksi
(englanniksi Capacitated Vehicle Routing Problem eli CVRP). [9]

CVRPt ovat NP-vaikeita ongelmia eli niiden tasmallisten ratkaisujen laskeminen
on pitkédkestoista varsinkin suurilla asiakasméérilla [7]. Ongelman monimutkaisuu-
den takia suuri osa tutkimuksista on keskittynyt erilaisten tehokkaiden heurististen
menetelmien kehittdmiseen. Namé kiyttavat kdytannon sdéntoja tai alakohtaista
tietoa 1oytadkseen likiméaraisia ratkaisuja, jotka ovat riittavin lahelld optimaalista
ratkaisua, jolloin ne eivéit vaadi yhté paljon laskennallista tehokkuutta [10].

Gilbert Laporte, Paolo Toth ja Daniel Vigo kirjoittivat VRP:n historiasta teok-
sessaan [9]. Dantzig ja Ramser (1959) esittelivéit ensimméisen CVRP:n muotoilun ja
ratkaisivat sen yksinkertaisella heuristiikalla. Seuraavina vuosina kehitettiin useita
heuristiikkoja, kuten Clarke ja Wrightin (1964) sdéstoheuristiikka, joka on edelleen
laajasti kiytossa sen nopeuden ja kohtuullisen tarkkuuden ansiosta.

VRP:n tarkkojen ratkaisumenetelmien kehitys alkoi vuonna 1981, kun Christofi-
des, Mingozzi ja Toth esittivat ensimmaiset matemaattiset muotoilut ja dynaamiseen
ohjelmointiin perustuvan ratkaisualgoritmin. Laporte, Desrochers ja Nobert (1984)
puolestaan kehittivit ensimmaéisen leikkaustasomenetelman, joka vaikutti moniin
myohempiin tarkkoihin algoritmeihin.

Sittemmin on kehitetty useita tarkkoja menetelmié, kuten haarautus ja leikkaus
(branch-and-cut) ja joukkojakomenetelmét (set partitioning), joiden avulla VRP
voidaan ratkaista tehokkaammin. Merkittavia edistysaskeleita on niahty esimerkiksi
Fukasawan et al. (2006) ja Baldaccin et al. (2008) tutkimuksissa.

VRP:iden tutkiminen koki merkittdvan murroksen 1990-luvulla, kun metaheu-
ristiset menetelmét, kuten tabu-haku, mukautuva laajan naapuruston haku (englan-
niksi Adaptive Large Neighborhood Search eli ALNS ja geneettisten algoritmien hy-
bridit alkoivat yleistyd. Viime vuosina menetelméat ovat kehittyneet kokonaisvaltai-
semmiksi ja kykenevit ratkaisemaan useita VRP-muunnelmia.

Viimeaikaisessa tutkimuksissa VRP-malleja on laajennettu huomioimaan aikaik-
kunat, synkronointi ja stokastiset rajoitteet. Stokastiset rajoitteet tarkoittavat ra-
joitteita, jotka esiintyvat optimointitehtévissa epavarmuustekijéiné, joissa rajoittei-
den parametrit tai muuttujat eivit ole kiinteitd arvoja vaan satunnaismuuttujia.



Tamé tarkoittaa, ettd rajoitteet eivit aina pade deterministisesti, vaan ne toteu-
tuvat tietylla todennékoisyydella. Lisdksi grafiikkasuoritinpohjainen rinnakkaislas-
kenta on noussut tarkedksi tyokaluksi, jolla voidaan ratkaista suuria VRP-tapauksia
reaaliajassa.

Tama tutkielma keskittyy erityisesti kapasiteettirajoitettujen ajoneuvojen reiti-
tysongelmaan (CVRP), joka on yksi kiytdnnossa tarkeimmistd VRP-muunnelmista.
CVRP:té sovelletaan muun muassa logistiikassa, jakelukuljetuksissa ja toimitusket-
juissa, kun ajoneuvojen reitit on suunniteltava tehokkaasti, huomioiden niiden ra-
jallinen kapasiteetti.

Tutkielmassa tarkastellaan, kuinka CVRP voidaan mallintaa matemaattisesti ja
ratkaista erilaisilla algoritmeilla. Luku 2 késittelee CVRP:n mallinnusta eri mal-
linnustavoilla: lineaarinen kokonaislukuohjelmointimalli, kolmen indeksin ajoneuvo-
virtausmalli ja ositusmalli. Luku 3 késittelee yleisesti CVRP:n ratkaisumenetelmié.
Siiné esitellddn myos ryhmittelyyn perustuva heuristinen ratkaisumenetelmé: ryh-
mittele ensin, reititd sitten (CFRS). Lopuksi luvussa 4 tehdddn yhteenveto tyon
keskeisista sisalloisté.

2 Reitittamisen mallinnus

Kapasiteettirajoitettujen ajoneuvojen reititysongelman tavoitteena on etsid opti-
maalisin reitti toimituspisteiden vilille ajoneuvoille, joilla on rajallinen kuorman
kapasiteetti. Kapasiteettirajoitus voi periaatteessa tarkoittaa mitd vain kuormallis-
ta rajoitetta. Naita voivat olla esimerkiksi tilataksin matkustajamaéra, toimitetta-
vien pakettien méaara, pakettien kokonaispaino tai kokonaistilavuus. Kapasiteetti-
rajoitus voi koskea toimitusten enimmaiskuorman lisdksi myos sitéd, kuinka paljon
tavaraa voidaan noutaa asiakkailta. Esimerkiksi jatekerayksessa roska-auton kapasi-
teettirajoitus maarittda kuinka suuren jateméaédran ajoneuvo voi ottaa kyytiin ennen
tyhjennysta.

Ajoneuvojen on tarkoitus lahted varastolta, kidyda ldpi ajoneuvolle méarétyt
asiakkaat, ja palata sen jdlkeen takaisin varastolle. Kun asiakkaiden osoitteet ja
pakettien koko on tiedossa, voidaan jokaiselle ajoneuvolle magréatéa yksilollinen op-
timaalinen reitti, jolloin esimerkiksi kustannuksia, kdytettyjen ajoneuvojen maaria
tai kuljetuksiin kuluvaa aikaa saadaan minimoitua. Yleensa kuitenkin kapasiteetin
lisdksi ongelmiin sovelletaan muitakin rajoituksia, kuten aikarajoitteet ja maksimi
toimintamatka.

Tehtédvan mallinnus toteutetaan rakentamalla matemaattinen esitystapa, joka
kuvaa ongelman eri osa-alueet. Naihin kuuluu esimerkiksi asiakkaiden osoitteiden
sijainti ja niiden valinen etéisyys seka etiisyys varastoon. Liséksi huomioidaan ajo-
neuvojen tilavuusrajoitukset, jotka vaikuttavat kuljetussuunnitteluun. Seuraavaksi
maarataan paatosmuuttujat, jotka kuvaavat mitkd ajoneuvot kulkevat kunkin toi-
mipisteen kautta. Kohdefunktio taas luodaan tehtdvén tavoitteen mukaan esimer-
kiksi minimoimaan kustannuksia tai ajoneuvojen kulkemaa kokonaismatkaa, mihin
vaikuttavat yksittaisten ajoneuvojen reittipituudet ja polttoainekulut. Lopuksi mal-
liin lisdtaan rajoitteet, kuten se, ettd ajoneuvojen kapasiteetit eivat saa ylittya, jo-
kaisella toimipisteelld kidydaan vain kerran ja jokaisen ajoneuvon on aloitettava ja
lopetettava reittinsa varastolla.



CVRP:n ratkaisemiseksi on kehitetty useita matemaattisia malleja, jotka eroavat
toisistaan tehokkuuden, tarkkuuden ja laskennallisen monimutkaisuuden suhteen.
Tassé luvussa esitellddn kolme mallia:

e Lineaarinen kokonaislukuohjelmointimalli
e Kolmen indeksin ajoneuvovirtausmalli
e Ositusmalli

Seuraavaksi kasitelladn jokainen malli erikseen.

2.1 Lineaarinen kokonaislukuohjelmointimalli

Yksi tapa mallintaa kapasiteettirajoitettujen ajoneuvojen reititysongelmaa on muo-
toilla se lineaariseksi kokonaislukuohjelmointimalliksi (englanniksi Linear Integer
Programming Model). Seuraavaksi esitelldén kyseinen malli ldhteen [I] mukaisesti
siten, etté reittien kokonaismatkaa minimoidaan.

Vastaavasti kuin TSP:ssé solmut (node) tarkoittavat verkoston pisteitd, joissa
ajoneuvot voivat kdydd. CVRP-mallissa solmut edustavat asiakkaita, joille toimi-
tuksia tehdéén, tai varastoa, josta ajoneuvot lahtevéit ja johon ne palaavat. Kaari
(arc) puolestaan yhdistaé kaksi solmua ja edustaa mahdollista reittid niiden valilla.
Esimerkiksi, jos ajoneuvo kulkee asiakkaalta 1 asiakkaalle 2, se kiyttdaa kaarta (1,2).
Bindarimuuttuja x;;, on paatosmuuttuja, jota kdytetdan kuvaamaan kuuluuko tietty
reitti ajoneuvon optimaaliseen reittiin seuraavasti

T = 1, jos ajoneuvo k kulkee solmusta ¢ solmuun j ja

z;jk = 0, jos kyseisté reittid ei kiytetda Vk e {1,...,p}, d,je€{l,...,n}.
My®és siirtyminen solmusta itseensé on kielletty eli
v, =0 Vke{l,...,p}, i,j€{l,...,n}.

Parametri d;; kuvaa etdisyytté solmusta ¢ solmuun j. Verkossa on yhteensa n solmua,
joista yksi on varasto. Kéaytossd on p ajoneuvoa. Kohdefunktio voidaan esittaé siis

seuraavasti
P n n
min E E E dijxijk-

k=1 i=1 j=1

Jokaisessa solmussa tulee kiyda yksittdisen ajoneuvon ja sieltd tulee poistua tdsmal-
leen kerran samalla ajoneuvolla, lukuunottamatta varastoa. Varastosta tulee lahteé
ja sinne tulee palata tésmélleen kerran jokaisella ajoneuvolla. Parametri ¢; kuvaa
kunkin asiakkaan kysyntéé eli kuinka paljon kapasiteetista menee asiakkaalle ja @)
taas on ajoneuvojen kapasiteetti. Ajoneuvon k palvelemien asiakkaiden kysyntdjen
summan ei tule ylittda kyseisen ajoneuvon kapasiteettia. Naméa rajoitteet voidaan
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esittaa seuraavasti
s.t. szjk = Zxﬁk’ Vie{l,...,n}, ke{l,....p} (1)
i=1 i=1

SN wgpp =1, Vie{2,....n} (2)

k=1 =1

Zl’ljk: 1, Vke {1,...,])} (3)
=2

SN g <Q, Vke{l,....p} (4)

i=1 j=2

Rajoite takaa, ettd ajoneuvo poistuu solmusta, johon se saapuu. Se varmistaa,
ettd ajoneuvon saapumisten méara solmuun on yhté suuri kuin sen lahtojen méaara
kyseisestd solmusta. Yhdessd ensimméisen rajoitteen kanssa rajoite (2) varmistaa,
ettéd jokaisessa solmussa kidydadn vain kerran ja sieltd myos poistutaan samalla ajo-
neuvolla. Rajoite (3]) pitdd huolen siité, ettd jokainen ajoneuvo lédhtee varastolta, ja
yhdessa rajoitteen kanssa varmistaa, ettéd jokainen ajoneuvo myo6s palaa takaisin
varastolle. Rajoite katsoo, ettd ajoneuvon kapasiteettirajoitusta ei ylitetd. On
syytd huomioida, etta téssd mallissa kaikilla autoilla on sama maksimikapasiteetti.

Mallissa on kuitenkin toistaiseksi yksi oikean maailman ongelma. Rajoitteissa ei
oteta huomioon sitd, ettd optimiratkaisu saattaa sisiltdéa kuvan [T] havainnollistavan
alikierroksen (englanniksi subtour). Alikierrosten poistamiseen on kehitetty useita
tapoja. Yksi tavoista on silmukan ehtojen (englanniksi loop conditions) lisédminen
rajoitteisiin. George Dantzig, Ray Fulkerson ja Selmer Johnson julkaisivat mene-
telmén kauppamatkustajaongelman ratkaisemiseksi. Ratkaisussa esiteltiin silmukan
ehdot, jotka tunnetaan nykypéivané alikierrosten rajoitteina (englanniksi subtour
constraints).|5]

13 14

Kuva 1: Havainnollistus alikierroksesta, joka kulkee solmujen 11, 12, 13 ja 14 lapi.

Seuraavaksi esitellaén ldhteen [2] mukaan Dantzig-Fulkerson-Johnson malli (DFJ).

>



Malli poistaa alikierrokset kayttamalla osajoukkoja rajoittamaan ei-toivottuja reit-
tejd. Kaikki solmut muodostavat yhdesséa joukon

V =1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13 ja 14.

Alikierroksen solmut 11,12, 13 ja 14 muodostavat joukon S, joka on joukon V os-
ajoukko. Osajoukossa S on nelja solmua ja kaarta, minka takia se on alikierros. Kaa-
rien madran tulisi olla pienempi kuin nelja eli yksi kaarista tulisi poistaa. Poistetaan
kaari solmujen 11 ja 14 valiltd. Nyt solmuista 11 ja 14 taytyy ldhted kaaret sol-
muihin, jotka eivéit ole osajoukossa, eli osajoukosta ulkopuolisiin solmuihin johtavia
kaaria on oltava vahintaan kaksi. Taméan ehdon taytyy toteutua jokaisen osajoukon
kohdalla, jotta kaikki alikierrokset saadaan poistettua. Osajoukot, jotka siséltéavat
varaston, tai osajoukot, joissa on nolla tai yksi solmua, eivét voi olla alikierroksia.
Ehdon tulee koskettaa kaikkia mahdollisia joukon V' osajoukkoja, joissa on kaksi
solmua ja joissa ei ole varastoa. Tamé ehto voidaan esittdd seuraavasti

> wg>2 ScV\{l}, 2<|S|<n-2
i€S,j¢S

Tama lineaarinen kokonaislukuohjelmointimalli tarjoaa CVRP:n ratkaisemiseen tés-
méllisen lahestymistavan. Malli tuottaa optimaalisia ratkaisuja, miké tekee siita eri-
tyisen hyodyllisen pienille ja keskikokoisille ongelmille.

2.2 Kolmen indeksin ajoneuvovirtausmalli

Kolmen indeksin ajoneuvovirtausmalli (englanniksi A three-index vehicle flow for-
mulation) on Fisherin ja Jaikumarin (1978, 1981) kehittamé CVRP:n muotoilu, jossa
ei ole vaatimuksena sité, etta kaikilla ajoneuvoilla on sama kapasiteetti. Kapasiteet-
tirajoitusten lisdksi mallin rajoituksiin on lisédtty aikaikkunat ilman pysédhdysaikoja.
Téllaisessa mallissa kdytetdén muuttujia kuvaamaan ajoneuvon kulkua kaaren (i, )
kautta. Kolmen indeksin mallissa muuttuja z;j; osoittaa, kulkeeko ajoneuvo k kaaren
(1, 7) kautta. [8] Seuraavaksi esitelladan kyseinen malli ldhteen [§] mukaisesti. Olkoot

D, ajoneuvon k kapasiteetti,
[a;,b;] solmun i aikaikkuna,
t;; matkaan kuluva aika solmusta ¢ solmuun 7,
z;j(1 # j) binddrimuuttuja, joka saa arvon 1, jos ajoneuvo k kulkee kaaren (7, j) kautta,
yir  binddrimuuttuja, joka saa arvon 1, jos ajoneuvo k kdy solmussa i,
t; ajoneuvon saapumisaika solmussa i,

T suuri vakio.



Malli muotoillaan seuraavasti

min Z Z Z Cijmijk (5)

k=1 i=1 j=1

J#i
i=1
P .

p (i=1)

Zyik: ) (7)
— {1 (1=2,...,n)
i=1
injk:yjk (i=1,....n; k=1,...,p) (9)
j=1
injkgy‘s’_l (SCV; !5\22; k:17--->p) (10)
i,jES
a; <t; <b; (i=2,...,n) (13)
zijr €4{0,1}y (4,5=1,...,n; k=1,...,p) (14)
yr € {0,1} (i=1,....,n; k=1,...,p) (15)

jossa rajoite @ on ajoneuvojen kapasiteetteja koskeva rajoitus. Rajoite on ajo-
neuvojen méaaritys lahtopisteelle ja asiakkaille. Lahtosolmu ¢ = 1 eli varasto, palvelee
kaikkia ajoneuvoja, joten silld on arvo m. Jokainen asiakas i # 1 palvellaan tasan
yhdella ajoneuvolla k eli y; = 1. Rajoite varmistaa, etti sisdén tulevien kaarien
madrda on sama kuin asiakasta palvelevien ajoneuvojen maéri. Jos asiakas j kuu-
luu ajoneuvon k£ reittiin, sen taytyy olla myos jossakin kaarella kyseisen ajoneuvon
reitilld. Rajoite @ katsoo, ettd ulosldhtevien kaarien maéara on sama kuin asiakas-
ta palvelevien ajoneuvojen maara. Jos asiakas j kuuluu ajoneuvon k reittiin, sen
taytyy myos lahted kyseiseltd asiakkaalta toiselle asiakkaalle tai varastolle. Rajoit-
teella poistetaan alikierrokset. Rajoite koskee ajoneuvojen saapumisaikaa.
Tama varmistaa, ettd asiakas j voi vastaanottaa tilauksen vasta, kun ajoneuvo k
on ensin saapunut asiakkaalle 7. T on suuri vakio, joka tekee ehdosta merkitykset-
tomén silloin, kun z;j; = 0 eli kun ajoneuvo ei kulje kyseistd kaarta. Rajoite ((12)
on aikaikkunarajoitus. Tdmaé varmistaa, etté asiakas j saa toimituksen aikaisintaan,
kun ¢; 4 ¢;;, mutta ei liian aikaisin. Tamaé rajoite on erityisen tarkeéd aikaikkunoita
sisaltavissd VRP-muunnelmissa. Rajoite varmistaa, ettd toimitukset tapahtu-
vat aikataulun mukaisesti. Jokaisen asiakkaan ¢ palveluajan taytyy olla sen omassa
aikaikkunassa [a;, b;]. Rajoitteet ja ovat binddrimuuttujia. (14)) ma&rittéas,
kiyttaako ajoneuvo k kaarta (i,7) vai ei, ja madarittaa palveleeko ajoneuvo k
asiakasta 1.

Mallissa on etuna se, etta se tuottaa toteuttamiskelpoisen ratkaisun, vaikka sité
ei suoritettaisi loppuun asti [8]. Kolmen indeksin ajoneuvovirtausmalli on Fishe-
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rin ja Jaikumarin kehittdma muotoilu, mikd méarittelee ajoneuvon kulun kaaren
kautta yksilollisesti kullekin ajoneuvolle. Mallin keskeinen etu on, ettd se mahdol-
listaa ajoneuvojen kapasiteetin ja aikarajoitteiden tarkan huomioimisen ilman, etta
ajoneuvojen on oltava kapasiteetiltaan identtisid. Malli hyédyntda bindarimuuttu-
jia ajoneuvojen reitin maarittamiseksi ja aikamuuttujia saapumisaikojen hallintaan,
miké tekee siitd erityisen hyodyllisen aikarajoitteita siséltavissa VRP-muunnelmissa.
Vaikka malli tarjoaa tdsmallisen ratkaisun, sen kiytdnnon soveltaminen saattaa vaa-
tia heuristisia tai likiméaaréisid menetelmia laskennallisen tehokkuuden parantami-
seksi.

2.3 Ositusmalli

Moni kapasiteettirajoitettujen ajoneuvojen reititysongelmien tésmaéllisistéa ratkaisu-
menetelmistd ovat hyvid loytdméadn optimaalisen ratkaisun tietyissd parametreissa.
Kuitenkin oikeassa maailmassa pitdd usein huomioida asioiden satunnaisuus. Car-
los Novoa et al. esitti artikkelissaan [II] VRP:lle ratkaisumenetelmén, joka huo-
mioi satunnaisuutta. Novoa ja muut hyodyntiviat ratkaisumenetelméssé ositusmal-
lia (englanniksi set-partitioning model eli SPM), joka on hyodyllinen aikarajojen ja
monimutkaisten reittirajoitusten tai muiden kiytdnnon rajoitteiden mallintamisessa
[11].

Ositusmallin muotoilussa ajoneuvoille valitaan kokonaisia reitteja ennalta maa-
ritetystd mahdollisten reittien joukosta sen sijaan, etté reittivalinnat tehtéisiin las-
kemalla kaari kerrallaan, kiytetdanko sitd vai ei. Ositusmallissa madritellaédn bi-
naarimuuttujat jokaiselle mahdolliselle reitille ja muodostetaan ositusongelma, jolla
voidaan 16ytad optimaalinen CVRP:n rajoitteita noudattava reittikokoelma. Ositus-
mallissa on etuna myos se, etté reittikustannusten ei tarvitse olla suoraan verrannol-
lisia etédisyyteen, vaan se voi ottaa huomioon reittikustannusten epélineaarisuuden
toisin kuin kaaripohjaiset mallit [11]. Ositusmalli on hyvin yleispéteva ja voi ottaa
huomioon useita reittirajoituksia, koska reitin toteutettavuus siséltyy epasuorasti
reittijoukon R méaritelméén [4].

Kuten edella on todettu, kapasiteettirajoitettujen ajoneuvojen reititysongelmiin
usein kuuluu tietyissd oikean maailman tilanteissa myds satunaisuutta. VRP on
stokastinen (SVRP), jos yksi tai useampi sen elementeistd mallinnetaan satunnais-
muuttujana [IT]. Yksi satunnaisista elementeisté voi olla esimerkiksi ajoreitilld ole-
vien asiakkaiden tarpeet. Oikean maailman tilanteita, joissa asiakkaiden tarpeita
ei tiedetd on lukuisia ja ne toimivat vastaavasti tilanteissa, joissa tuotteita ei vie-
da asiakkailta, vaan asiakkailta haetaan jotain. Esimerkiksi jateautonkuljetuksessa
asiakkaiden tarkkaa jatteiden méaraé ei tiedetd etukiteen. Seuraavaksi esitellddn
Carlos Novoan et al. kehittdmé yksinkertainen ositusmalli CVRP:lle, jossa asiak-
kaiden tarpeiden laajuutta ei tiedetd ennen kuin vasta asiakkaan luona. Esitystapa



perustuu lahteeseen [11]. Olkoot

R reittien joukko,
I asiakkaiden joukko,

¢, reitin r € R tarkka kustannusarvio,

a;» 1, jos asiakas ¢ € I on reitilld » € R, muussa tapauksessa 0,
k ajoneuvojen madara,

x, 1, jos reitti r € R valitaan, muussa tapauksessa 0.

Jokainen reitti » € R kiy asiakasjoukon luona A, C I, ja jokaisen ajoneuvon on
kaytéava kaikilla reittinsa asiakkailla. Reitin r kustannus ¢, koostuu kahdesta osasta:
reitin kustannuksesta ilman, etté reitilla tapahtuu epdonnistumisia, ja kustannuk-
sesta (), joka huomioi varastolle paluusta johtuvan lisimatkan reittivirheiden seu-
rauksena. Reittivirheet ovat tapahtumia, joissa ajoneuvo saapuu asiakkaalle, mutta
silla ei ole tarpeeksi tuotetta tai tilaa tayttaméan asiakkaan tarpeita.

Koska jokainen ajoneuvo noudattaa alun perin suunniteltua reittia, voidaan va-
rastolle paluun odotettu kustannus (), laskea yksinkertaisesti etukéteen kullekin
reitille. On kuitenkin syytd huomioida, ettd toisin kuin deterministisen VRP:n ta-
pauksessa, reitin kustannus riippuu reitin suunnasta. Malli voidaan muotoilla mini-
moimaan odotetut reitityskustannukset seuraavasti

min Z Cr &y (16)

reR

st Y apz, =1, Vi€l (17)
reER
d a <k (18)
reR
. €{0,1}, VreR (19)

Kohdefunktio minimoi odotetut reittikustannukset. Rajoite (17)) varmistaa, et-
té jokaista asiakasta palvellaan tdsmélleen yhdellé reitilla. Rajoite takaa, etta
valittujen reittien mééra ei ylitd ajoneuvojen maaraa. Rajoite on binddrimuut-
tuja. Jokainen mahdollinen reitti joko valitaan osaksi ratkaisua (1) tai ei valita (0).

Reitin kustannusarvioon ¢, siséltyy kustannus @), joka huomioi ylimaéraisen
varastolle suuntautuvan matkan, mikali reitilla tapahtuu reittivirhe. Téma kustan-
nus (), riippuu reitin suunnasta. Kustannus @), voidaan laskea reitille r menetta-
méattad yleispatevyyttd maadrittamalld reitti suuntajérjestyksessd seuraavasti r— =
{0,1,2,...,s,,0}, missi 0 edustaa varastoa, 1 ensimméisté asiakasta reitilld ja niin
edelleen. Ongelman kuvauksesta muistetaan, ettd d; edustaa asiakkaan i todellis-
ta kysyntdd ja () ajoneuvon kapasiteettia. Olkoon d;; asiakkaiden ¢ ja j vélinen
etaisyys.

Kaava maarittad tarkasti reitin r lisimatkojen odotetun kustannuksen va-
rastolle annetussa suunnassa . Se on lisiksi sovellettavissa riippumatta siitd ku-



vataanko kysynta jatkuvina vai diskreetteinéd arvoina.

Sp 00 j—1 i
Q. E2) 3P jZdu <1Q < idu> do j+
j=1 I=1 u=1 u—1
Sy 00 j—1 (20)
Z ZP ( d, = Q) (doj—1+doj —dj-1;).
j=1 1=1 u=1

Ositusmalli tarjoaa CVRP:n ratkaisemiseksi lahestymistavan, jossa ongelman reitit
muodostetaan ja valitaan kokonaisuuksina perinteisen kaaripohjaisen optimoinnin si-
jaan. Tama saattaa mahdollistaa tehokkaamman ratkaisun suurille ongelmille, silla
ratkaisutilaa voidaan rajoittaa jarkevésti valituilla reittijoukoilla. Vaikka ositusmalli
tarjoaa laskennallisesti tehokkaamman lahestymistavan kuin perinteinen kaaripoh-
jainen lineaarinen kokonaislukuohjelmointi, sen kadytdnnon sovellettavuus riippuu
reittien valinnan laadusta ja heurististen menetelmien tehokkuudesta.

3 Heuristinen menetelma

Ajoneuvojen reititysongelman ratkaisemiseksi on kehitetty kaksi vakioitunutta al-
goritmiluokkaa. Némaé ovat tdsmalliset eli eksaktit algoritmit seké likiméaaraiset eli
approksimatiiviset algoritmit. Tésmaélliset ja likim&araiset algoritmit eroavat siten,
ettd tasmalliset algoritmit ovat hakualgoritmeja, jotka analysoivat kaikki mahdolli-
set vaihtoehdot, joista se pyrkii loytaméaan tasmallisen optimaalisen ratkaisun. T&-
mé ldhestymistapa kay lapi koko ratkaisujoukon loytadkseen parhaan mahdollisen
ratkaisun, joka esimerkiksi minimoi kustannukset tai maksimoi suorituskyvyn. Liki-
méaraiset algoritmit sen sijaan ovat laskennallisesti tehokkaampia. Kyseiset algorit-
mit etsivit ratkaisuja, jotka ovat riittavan ldhelld optimaalista ratkaisua, jolloin ne
eivat vaadi yhta paljon laskennallista tehokkuutta. Nama algoritmit tarjoavat hy-
vaksyttavia ratkaisuja ilman, ettd kaikkia mahdollisia ratkaisuja taytyy kdydéa lapi.
Likimé&araiset algoritmit perustuvat heuristisiin sdantoihin ja dlykkaisiin optimointi-
tekniikoihin. Tasmallisten algoritmien vahvuus on niiden kyky loytéa paras mahdol-
linen teoreettinen ratkaisu. Kuitenkin VRP:n korkea laskennallinen monimutkaisuus
tarkoittaa, ettd tdsmaélliset menetelmét vaativat usein paljon laskenta-aikaa, mikéa
voi tehdé niistd epakaytannollisia tapauksille, joissa on todella monta mahdollista
reittid. [10]

Likimé&araisia algoritmeja on neljéa tyyppia: heuristiset, metaheuristiset, hyper-
heuristiset ja matemaattis-heuristiset menetelmat (englanniksi matheuristics). Heu-
ristiset algoritmit kiyttavat kiytannon sdantdja tai alakohtaista tietoa loytadakseen
hyvaksyttavid ratkaisuja nopeasti. Metaheuristiset menetelmét ovat laajemmin kay-
tettyja heuristisia hakutekniikoita, joita sovelletaan monimutkaisiin optimointion-
gelmiin. Hyperheuristiset menetelmét puolestaan kayttéviat heuristiikoita luodak-
seen tai valitakseen parempia heuristiikkoja optimointiongelmien ratkaisemiseksi.
Matemaattisheuristiset menetelmét yhdistévat heuristisia menetelmia matemaatti-
seen mallinnukseen ratkaistakseen optimointiongelmia, kuten CVRP. Néilla algorit-
meilla on omat vahvuutensa ja heikkoutensa. Sopivan menetelmén valinta riippuu
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ongelman ominaisuuksista, kiytettavissa olevasta laskentatehosta ja ratkaisun tavoi-
tellusta tarkkuudesta. [10] Seuraavaksi esitelldén Alesianin et al. kehittdméa asiak-
kaiden ryhmittelyyn perustuva heuristinen ratkaisumenetelma.

Ryhmittele ensin, reititd sitten (englanniksi Cluster First, Route Second eli CFRS)
on yksi tunnetuimpia heuristisia VRP:n ratkaisumenetelmiia. CFRS:n logiikka pe-
rustuu nimensé mukaisesti siihen, ettd ensin ryhmitellaén joukko asiakkaita eri ryp-
péisiin, minka jalkeen optimoidaan ryppaiden asiakkaille ajoneuvojen toimitusreitit.
Ryhmittelyn tarkoituksena on vdhentadd tarvittavien muuttujien méadrad CVRP:n
ratkaisemiseksi. Menetelmén esitystapa perustuu ldhteeseen [3].

Jokaista yksittédistd rypasta palvelee vain yksi ajoneuvo ja jokaisessa ryppadssa
on vahintaan yksi asiakas. Mallilla on seuraavat ominaisuudet

1. Yksi ajoneuvo voi palvella yhta tai useampaa rypéasté,
2. Ryppééssa on oltava viahintdan yksi asiakas,
3. Jokainen asiakas kuuluu vain yhteen ryppéaaseen,

4. Ryppaat madratdan siten, ettd jokaista ryppadn asiakasta voidaan palvella
yhdella ajoneuvolla.

Mallin vaiheet ovat seuraavat:

1. Minimoidaan reittien kustannukset rypéaspaihin kapasiteettirajoitetuille ajo-
neuvoille. Rypéspéaat (englanniksi cluster heads) edustavat kaikkia ryppédn
asiakkaita.

2. Jokaiselle ajoneuvolle, joka vierailee yhdessé tai useammassa ryppéadssa kor-
vataan rypaspadt asiakkaiden sijainneilla ja ratkaistaan erikseen kauppamat-
kustajaongelma asiakkaiden vélille, jotta saadaan optimaalinen asiakaspalve-
lujarjestys ryppéan sisalla.

3.1 Vaihe 1

Rypéaspadt vastaavat ongelmanmaérittelyssa virtuaalisia asiakkaita. Rypéaspédn ky-
syntd on sen ryppédseen kuuluvien asiakkaiden kysyntdjen summa. Ensimméises-
sé vaiheessa ongelma mallinnetaan eri tavalla kuin perinteisessi CVRP-muotoilussa,
jossa huomioidaan yksittdiset asiakkaat rypéspéaiden sijaan. Téssa lahestymistavassa
asiakkaiden sijainnit korvataan rypéspéiden sijainneilla, jotka edustavat virtuaalisia
asiakkaita.

Taulukko 1: Maarittelyt.

U U ={1,...,n} on kaikkien asiakkaiden joukko.

qr Ryppaan k asiakkaiden kokonaiskysynta.
dr;  Rypaspaiden k ja [ vilinen etaisyys.

u;  Asiakkaan 7 sijainti.

K Ryppéiden joukko.
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Maksimihakuetéisyys (suurin sallittu etdisyys asiakkaan ja rypaspadn vélilla).
Maksimiméara asiakkaita, jotka voivat kuulua yhteen ryppéaéseen.
Kaytettavisséd olevien ajoneuvojen maéra.

Ajoneuvon kapasiteetti.

Asiakkaan 7 kysynta.

Asiakkaiden maéra.

TTo<Sw

)
o

Ajoneuvon kuorma ryppéain k palvelemisen jalkeen.

Yy DBindarimuuttuja, joka osoittaa, onko siirtyminen ryppaasta k
ryppédseen [ osa ratkaisua.

cr  Rypaspéén k sijainti.

Ay, Asiakasjoukko, joka on liitetty ryppééseen k, Ay = {w;|i € k}.

ap  Asiakasjoukko, joka kuuluu ryppéadseen k.

Miéarittelemme tassd kahden ryppéaédn ¢ ja ¢ vélisen etdisyyden niiden rypés-
péiden sijaintien perusteella, eli di; = d(cg, ¢;). Tarkemmin rypéspéiden sijaintien
maédarittely esitelladn pseudokoodilla algoritmissa (32)). Ensimmaéisessi vaiheessa jé-
tdmme huomiotta asiakkaiden véliset etdisyydet ryppaiden sisilld. Maarittelemme
binddrisen muuttujan vy, joka saa arvon 1, kun reitti ryppééstd k ryppéaédseen [ on
osa ratkaisua. Ryhmitelty CVRP voidaan siis muotoilla yhtéldiden (21))-(29) mukai-
sesti, mutta on syytd huomata, ettd muotoilussa minimoidaan reittien kustannuk-
set ryppaiden valille, eli todelliset asiakkaat korvataan virtuaalisilla asiakkailla eli
rypaspailla. CVRP voidaan muotoilla seuraavasti

IIliIl Z Z dklykl (21)

YKL LK IeK

st. Y yu=1, VieK\{0} (22)
keK
S pu=1, Vke K\ {0} (23)
leK
Z Yko = Zyoz (24)
keK leK
0 — 0, > qyu — QL —yw), Ve K\{0},le K\{0},l#k (25)
a <0, <Q, Vke K\{0} (26)
Ykl € {07 1}7 Vkal e K (27)
Zy()l <V (28)
leK
yee =0, ke K. (29)

Kohdefunktio etsii minimikustannukset kaikille reiteille, jotka palvelevat kaik-
kia ryppaita. Rajoitteet ja ovat sisddntulevien ja ulosmenevien kaarien
rajoitteet. Ne varmistavat, ettd jokaisesta ryppéadseen liittyvéstd solmusta menee
vksi kaari sisdén ja yksi kaari ulos. Rajoite katsoo, ettd varastolta ldhtevien
ajoneuvojen maara on sama kuin sinne palaavien ajoneuvojen maérd. Rajoitteet
ja ovat kapasiteettirajotteita. Jos yi; = 0, rajoite muuttuu muotoon
0, + Q > 6, miki pétee kaikille 6,6, € [0, Q]. Néin ollen, kun yz, = 0, rajoite
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ei sido ratkaisua. Toisaalta, kun ¥y, = 1, rajoite asettaa ehdon 0, > 0, + ¢;. Ra-
joite varmistaa, ettd ajoneuvon kuorma lahtiessddn ryppéaésta k on suurempi
tai yhté suuri kuin ryppéén k kokonaiskysynté eikd ylitd ajoneuvon kapasiteettia ().
Rajoite on standardi bindarimuuttuja, joka saa arvon 1, jos ajoneuvo kulkee
reitilla ryppéésté k ryppédseen [. Rajoite (28)) varmistaa, ettd ratkaisussa ei hyodyn-
netd useampaa ajoneuvoa kuin on méaritelty. Rajoite estda ajoneuvoja mene-
masta ryppadsta k takaisin samaan ryppaéseen k. Malli etsii minimikustannusreitit
kaikkien ryppéiden palvelemiseksi, mutta ratkaisu ei kuitenkaan etsi minimikustan-
nusreitteja yksittéisille asiakkaille.

3.2 Vaihe 2

Seuraavaksi siirrytaan vaiheeseen 2, jossa ratkaistaan kauppamatkustajaongelma jo-
kaiselle ajoneuvolle siten, ettd rypéaspaiden sijainnit korvataan ryppéaiden siséllé ole-
vien todellisten asiakkaiden sijainneilla. Jokaisen ajoneuvon TSP:n ratkaisu on lyhin
mahdollinen reitti, joka kiy kaikilla kyseiselle ajoneuvolle maaratyilla asiakkailla eli
kaikilla asiakkailla, jotka kuuluvat sen palvelemiin ryppaisiin. On térkedd huoma-
ta, ettd kauppamatkustajaongelma ratkaistaan vain niille asiakkaille, jotka on maa-
ritty ajoneuvolle ensimméisessé vaiheessa. Asiakkaiden palvelujirjestyksen maaraé
TSP:n ratkaisu, eiké ryppailld ole endéd merkittévad roolia tiassa vaiheessa.

Jotta ylempi malli voidaan ratkaista tulee méarittaa ryppéét ja niiden rypéaspéaat.
Tama toteutetaan soveltamalla kaksivaiheista ryhmittelyalgoritmia. Ensimméisessa
vaiheessa asiakkaat osoitetaan alustaviin ryppéisiin. Toisessa vaiheessa alustavia ryp-
péaita paivitetddn, jotta ratkaisu saadaan optimaalisemmaksi. Algoritmi kuvaa
algoritmin askeleita kdyttden taulukon madrittelyitd. Rypéaspéaat maaritellaan
niiden sijaintien ¢; perusteella, missd k = 1,...,|K|, ja |K| on ryppédiden mé&aré.
On térkedd huomata, ettd | K| voi muuttua iteraatioiden vililld, jos osaa asiakkaista
ei voi madrata ryppadseen tai jokin rypés jaa tyhjilleen.

Rypaspaat ovat keskioité, jotka edustavat tiettyé asiakasjoukkoa. Algoritmi
aloitetaan valitsemalla |K| satunnaista rypéaspddti. Seuraavaksi maarataan asiak-
kaat asiakkaiden sijaintien perusteella niiden lahimmalle rypéspéélle, mikali tama
ei riko yhtélsiden (21)-(29) rajoitteita. Olkoon 0 < |K| < V < n, missi V on
kiytettavissa olevien ajoneuvojen kokonaismédrd ja n on asiakkaiden lukumé&ara.
Olkoon ¢, ryppédén k € K rypéaspaén sijainti. Maaritellidn myos a; joukoksi asiak-
kaita, jotka kuuluvat kyseiseen ryppééseen a, = {i | i € k},i € {1,...,n}, jossa
i on yksittdinen asiakas. Olkoon Aj joukko asiakassijainteja, jotka liittyvéit kysei-
seen ryppadseen. Jokaisella asiakkaalla i € {1,...,n} on asiakassijainti u;, joten
Ap = {u; | i € k}. Mééritettyjen asiakkaiden joukko on a = |J, ai, kun taas méa-
rittdméattomien asiakkaiden joukko on U = U’ \ a, ja kaikkien asiakkaiden joukko
U' = {1,...,n}. Vastaavasti, olkoon C' = {c1,..., ¢k} joukko rypéspéiden sijain-
teja. Aluksi jokaisen ryppédan k rypéaspééan sijainti ¢, alustetaan valitsemalla satun-
naisesti yksi asiakaspaikoista (uq, ..., u,) siten, ettd jokainen asiakaspaikka on yhté
todennakoinen valinta. Kaksi eri rypéspaéta eivit saa saada samaa sijaintia. Toisin
sanoen ¢ ~ U(uq, ..., u,) siten, ettd ¢, # ¢;, j € K. Aluksi oletetaan, ettd kaikki
ryppait ovat tyhjii, eli a, = 0,k € K. Kun rypéspiiden sijainnit ¢, k € K on sa-
tunnaisesti valittu, suoritetaan seuraavat vaiheet. Vaiheessa 1 jéarjestetdén asiakkaat
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i€ {1,...,n} etdisyyden perusteella niiden lahimpéén rypéaspadhén. Ta&mé varmis-
taa, ettd ryppaisiin priorisoidaan asiakkaita, jotka ovat lahimpéna rypaspaitéa. Jos
asiakasta ei voida lisata lahimpadn ryppadseen kapasiteettirajoitusten takia, tiede-
taan, ettd kaikki ryppéadseen aikaisemmin sijoitetut asiakkaat ovat kyseista asiakas-
ta rypéastd lahempénd. Asiakkaan ¢ € {1,... ,n} etdisyys lahimpééin rypéaspadhéin
k € K on

D; = mkin d;

missa d; j, on asiakkaan 7 ja rypéspédn ¢ valinen etéisyys. Kun asiakkaiden etaisyy-
det niiden lahimpéaan rypéaspdahan Dy, Do, ..., D, on laskettu, kartoitetaan asiak-
kaat (1,2,...,n) prioriteettijoukkoon P = (by,bs,...,b,), jossa asiakasprioriteetit
tayttavat ehdon Dy, < Dy, < --- < Dy . Tama vaihe voidaan toteuttaa laskennalli-
sesti algoritmin pseudokoodin mukaisesti.

1: syote: {dix},U’

2: jokaiselle i € U’ laske D; ratkaisemalla mkin di (30)
30

3: aseta: P = (by,...,b,) siten, ettd Dy, < --- < Dy,

4: tulos: P = (by,...,by,).

Vaiheessa kaksi maaratdan asiakkaat ryppaisiin. Aloitetaan prioriteettijonon ensim-
méisesta asiakkaasta b; ja suoritetaan seuraavat vaiheet. Ensin alustetaan joukko
Cy, = K, joka siséltda kaikki mahdolliset ryppéaét, joihin asiakas b; voidaan maaré-
td. Taman jilkeen méadritetddn asiakkaan b; ldhin rypés £* seuraavasti

* .
k™ = arg rnkln dp, ks

jonka jilkeen tarkistetaan seuraavat ehdot:
e Rypas £* ei ole saavuttanut asiakkaidensa maksimimaarasa W.

o Etaisyys dp, x+ on pienempi tai yhta suuri kuin suurin sallittu etdisyys asiak-
kaan ja rypaspaan R valilla.

e Kyseisen ryppéén kokonaisasiakaskysynté s, + > 15, missé > p; on niiden
Jj€aj, j€ay
asiakkaiden kokonaiskysynté, jotka ovat jo ryppéadssa £*, on pienempi tai yhta
suuri kuin ajoneuvon kapasiteetti Q).

Jos kaikki ylla olevat ehdot téayttyvét, lisatddn asiakas b; ryppaén k* asiakkaiden
joukkoon aj. Jos jokin ehto ei tdyty, asiakasta b, ei lisata ryppéddseen £* ja kyseinen
rypés poistetaan mahdollisten ryppéiden joukosta asiakkaalle by: Cy, < Cy, \ {k*}.
Taman jalkeen suoritetaan samat tarkistukset muille ryppaille joukossa Cy,, kunnes
asiakas b; voidaan lisédté johonkin ryppédseen. Jos asiakas by lisdtdan ryppéédseen k,
paivitetdan kyseisen ryppéaan keskipiste, joka edustaa ryppéaéan kaikkien asiakkaiden
painopistetta. Laajennetun joukon aj rypaspaén sijainti ¢, lasketaan seuraavasti



jossa |ax| on niiden ryppééseen k kuuluvien asiakkaiden lukuméérd, jotka ovat tal-
lennettu joukkoon a,. Tamé vaihe paattyy, kun kaikki prioriteettijonossa olevat
asiakkaat on késitelty. Toinen vaihe voidaan toteuttaa laskennallisesti algoritmin
(31) pseudokoodin mukaisesti.

1
2
3:
4

5:

8

9:

csyote:  {w b, W, R, {u:}, K, {cr},{dix}, U

: laske P suorittamalla algoritmi (30))

jokaiselle b; € P aseta Cy, = K

ckun b; € U ja Gy, # 0 aseta k* = arg mkin dp; x

jos lag<| < W  ja dp» <R ja w, + Z 1 < @ niin
JEapx
DA — apr U {bz} (31>
1
Cx — U;
|ax- zeza,;*

U =U\{b}

muuten

10: Cbi — Cbi \ {k*}

1

I: tulos:  {ag}, {ck}

Kolmannessa vaiheessa poistetaan kaikki asiakkaat, jotka on osoitettu rypéasjoukkoi-
hin ay, ja siilytetddn vain paivitetyt rypéaspéiden sijainnit ¢, jossa k € K. Nailla
péivitettyjen rypéaspaiden sijainneilla suoritetaan vaiheita 1 ja 2, kunnes asiakkaiden
méaaradminen ryppaisiin kahdessa perakkéisessa algoritmin iteraatiossa ei muutu eli
algoritmi on konvergoitunut. Jos algoritmi on konvergoitunut mutta kaikkia asiak-
kaita ei ole osoitettu johonkin rypésjoukon K ryppééseen tai joissakin joukon ryp-
péissé ei ole yhtddn asiakasta, kasvatetaan tai vihennetddn ryppaiden lukumaéaéaria
| K|, jonka jélkeen suoritetaan uudelleen kaikki ryhmittelyalgoritmin vaiheet. TAmé&
algoritmin itseohjautuvuus takaa, ettd kaikki asiakkaat méarataan ryppdaisiin. Vai-

heen kolme

D

~J

: kun ({ak}y{')
- (fa})
: ({ak}llK|> < algoritmi (32)

voi toteuttaa laskennallisesti algoritmin (32)) pseudokoodin mukaisesti.

Lkunay #0, ke KAU #0 tee

2:cp ~Uug, ... u,), k€K, sitenettd cp #£c¢j, jeEK
3:U <+ {1,...,n}

4: a0, ke K

5}

edellinen 7 <{ak |1K|> tee
= (ta)

edellinen

8: jos U # (), niin

Ne}

IR

|K|+ 1, jos on osoittamattomia asiakkaita

10: jos 3k, aj, = 0, niin
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11: |[K| + |K| — 1, jos on ryppéita ilman asiakkaita: ar = (), jollekin k£ € K
12: tulos:  {ex}, {ar}

On syytd huomata, ettd asiakkaiden méardaminen ryppaisiin, rypéspaiden sijain-
tien paivitys ja lopetusehto perustuvat 16yhésti k-means-algoritmiin, joka esitelladan
opetusmateriaalissa [12]. Yksi merkittévd ero algoritmien vélilld on, ettd asiakkai-
den méaaraysvaiheessa asiakasta ei aina sijoiteta lahimpéaan rypéaskeskukseen, koska
lisdksi on otettava huomioon useita etaisyyteen ja kapasiteettiin liittyvid rajoituksia.
Liséksi ryppéaiden lukumé&éra | K| voi muuttua, jos algoritmi ei onnistu kohdistamaan
kaikkia asiakkaita ryppaisiin.

3.3 Tulokset

Alesianin et al. menetelméd muotoilee alkuperdisen CVRP-ongelman pienemmén
ulottuvuuden ongelmaksi (englanniksi reduced dimension problem). Vaikka mene-
telmén aikavaativuuden parannus on eksponentiaalinen, etsitty ratkaisujoukko pie-
nenee, miké saattaa johtaa optimaalisen ratkaisun poissulkemiseen. Menetelmén ke-
hittajat vertailivat mallin tehokkuutta arvioimalla laskennallisia kustannuksia ja
ratkaisun optimaalisuuden eroa kayttamalla julkisesti saatavilla olevia testitapauk-
sia, joita kiytetddn CVRP-ratkaisumenetelmien vertailuun. Optimaalisuuden ero on
menetelmén ratkaisun ero optimaalisesta ratkaisusta. Laatueroa mitataan suhteelli-
sena eroavaisuutena seuraavien ratkaisujen vélilla:

e Esitellyn menetelmén ratkaisu.

e Paras tunnettu tai optimaaliseksi todistettu ratkaisu, joka on raportoitu osoit-
teessa http://vrp.galgos.inf.puc-rio.br.

On syytd huomata, ettd menetelmén ratkaisemiseksi on kiytettavd branch-and-cut-
menetelmad laskemaan globaali optimaalinen ratkaisu tai heuristista ldhestymis-
tapaa laskemaan likiméaérédinen ratkaisu. Liséksi jokaiselle ajoneuvolle taytyy rat-
kaista TSP-ongelma, mikd voi johtaa suurempiin laskennallisiin kustannuksiin tie-
tyissa tapauksissa. Taté tutkitaan laskennallisissa kokeissa, joissa arvioidaan mene-
telmén laskennallisia kustannuksia ja ratkaisun laatua. TSP-ongelmat ratkaistaan
tspy-kirjaston TwoOpt-algoritmilla Pythonilla.

TwoOpt -algoritmin kehitti G. A. Croes, ja se esiteltiin hdnen vuonna 1958 jul-
kaistussa teoksessa "A Method for Solving Traveling-Salesman Problems". Taméa
paikallisen haun algoritmi on suunniteltu parantamaan TSP:n reitteja. Se tunnistaa
kohdat, joissa reitti ristedd itsensé kanssa, ja jarjestdéd solmut uudelleen siten, etta
ristedméa poistuu. Algoritmissa kokeillaan kaikkia kaaripareja ja tarkistetaan, onko
ristedméaton versio lyhyempi kuin alkuperéinen. [13]

Kaikki testit suoritetaan yleiskiyttoisella tietokoneella, jossa on 2,3 GHz Intel
Core 15 -prosessori ja 16 Gt RAM-muistia. Testitapaukset siséltdvit seuraavat ta-
pauskoot, jotka ovat julkisesti saatavilla osoitteessa http://vrp.galgos.inf.puc-rio.br:

e Pienet tapauskoot: 32-82 asiakasta.

o Keskikokoiset tapauskoot: 101-350 asiakasta
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e Suuret tapauskoot: 350-1001 asiakasta.
e Hyvin suuret tapauskoot: 3000-16000 asiakasta.

Kokeessa raportoidaan suorituskyky, kun ylempi malli ja alkuperdinen CVRP-malli
ratkaistaan 100 sekunnin aikarajan sisalla. Tamén jéalkeen verrataan ylemman mal-
lin ja alkuperédisen CVRP:n ratkaisua testitapauksen optimaalisimpaan tunnettuun
ratkaisuun. Analyysin tavoitteena on verrata optimaalisuutta eli ylemmé&n mallin
ratkaisun eroa yleiseen optimaaliseen ratkaisuun ja suorituskykya tutkimalla kuinka
paljon paremmin malli suoriutuu alkuperaiseen CVRP:hen verrattuna, kun kéyte-
taan 100 sekunnin laskenta-aikaa. Jalkimméinen analyysi osoittaa, voiko ryhmittely
parantaa ratkaisuja rajoittamalla haettavaa ratkaisutilaa ja siten nopeuttaa opti-
moinnin prosessia. Malli saavutti

e pienissi tapauskoissa keskimaérin 10, 1% optimaalisuuseron 4, 8% keskihajon-
nalla,

e keskikokoisissa tapauskoissa keskiméérin 9% optimaalisuuseron 4, 4% keskiha-
jonnalla,

e suurissa tapauskoissa keskiméarin 8.9% optimaalisuuseron 4% keskihajonnalla
ja

e hyvin suurissa tapauskoissa keskimaérin 15, 7% optimaalisuuseron 5.3% keski-
hajonnalla.

Alkuperdinen CVRP-malli saavutti pienissa tapauskoissa keskiméarin 11, 4% opti-
maalisuuseron. Tama 1.3% korkeampi tulos osoittaa, etta esitelty menetelmé hyo-
dynsi 100 sekunnin laskenta-aikabudjetin tehokkaammin l6ytadkseen parempia rat-
kaisuja. Tarkemmat laskennalliset analyysit 16ytyvét lahteesté [3] ja sivustolta
http://vrp.galgos.inf.puc-rio.br., jossa testitapaukset ja niiden yleiset optimaaliset
ratkaisut ovat saatavilla.

4 Yhteenveto

Kapasiteettirajoitettujen ajoneuvojen reititysongelma on laajennus yleisesté ajoneu-
vojen reititysongelmasta ja yksi maailman tutkituimmista matemaattisen optimoin-
nin ongelmista. Kapasiteettirajoitus tarkoittaa mitd vain kuormallista rajoitetta.
N&ita voivat olla esimerkiksi tilataksin matkustajamééré, toimitettavien pakettien
méaard, pakettien kokonaispaino tai kokonaistilavuus. Kapasiteettirajoitus voi kos-
kea toimitusten enimmaéiskuorman lisdksi myos sitd, kuinka paljon tavaraa asiak-
kailta voi kerralla noutaa. CVRP:n kapasiteettirajoitusten liséksi oikeassa maail-
massa rajoituksia on useasti enemmaéan. Naitd voivat olla muun muassa kiytettavien
ajoneuvojen maéra, ajoneuvojen reittien maksimipituus tai aikaikkunarajoitus. Eri
ongelmatilanteille on eri ratkaisumenetelmia, joilla on omat vahvuutensa ja heikkou-
tensa. Sopivan menetelméan valinta riippuu ongelman ominaisuuksista, kiytettavissa
olevasta laskentatehosta ja ratkaisun tavoitellusta tarkkuudesta.
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Tutkielmassa esiteltiin yleisesti CVRP:n historia, mallinnus ja epéatasmalliset rat-
kaisumenetelmét. Siiné késiteltiin kolmea eri mallinnustapaa: lineaarinen kokonais-
lukuohjelmointimalli, kolmen indeksin ajoneuvovirtausmalli seké ositusmalli. CVRP
kuuluu NP-vaikeisiin optimointiongelmiin. Sille ei tunneta muita kuin expontentiaa-
lisen ajan vievid algoritmeja, jotka ratkaisisivat kaikki mahdolliset CVRP-tapaukset
optimaalisesti. Tamén takia CVRP:n ratkaisemiseksi on kehitetty useita epéatasmal-
lisia ratkaisumenetelmid. Ratkaisumenetelméat ovat epétdasmallisid, koska ne eivét
kiy kaikkia mahdollisia reittejé lapi vaan etsivit ratkaisun, joka on riittévan lahel-
14 optimaalista ratkaisua. Ne ovat hyodyllisid oikean maailman tilanteissa, joissa
tietokoneen laskentateho on rajoitettu.

Tutkielmassa esiteltiin asiakkaiden ryhmittelyyn perustuva epatéasmaéllinen mut-
ta laskennallisesti tehokas heuristinen menetelmé. Menetelmé on Francesco Alesia-
nin et al. kehittdmé. Se perustuu yhteen tutkituimmista CVRP:n heuristisista me-
netelmista: Ryhmittele ensin, reititd sitten (CFRS). Ryhmittelyn tarkoituksena on
vahentdd tarvittavien muuttujien maarad CVRP:n ratkaisemiseksi. Menetelmassa
asiakkaat jaetaan ensin ryppaisiin, jonka jélkeen ryppéiden vélille optimoidaan ajo-
neuvoille reitit siten, ettda yhtéa rypéasta palvellaan yhdella ajoneuvolla, mutta yksi
ajoneuvo voi palvella useampaa kuin yhta rypéstda. Mallin ensimmaéisessa vaiheessa
minimoidaan reittien kustannukset ajoneuvoille rypéaspéaihin, jotka edustavat kaik-
kia ryppéaan asiakkaita. Toisessa vaiheessa jokaiselle ajoneuvolle korvataan rypaspaét
asiakkaiden sijainneilla ja ratkaistaan erikseen kauppamatkustajaongelma asiakkai-
den vilille, jotta saadaan optimaalinen asiakaspalvelujarjestys ryppaén sisalla. Me-
netelmén kehittdjat vertasivat menetelmaansa suorituskyvylta ja optimaalisuudelta
alkuperdiseen CVRP-malliin arvioimalla niiden laskennallisia kustannuksia. Muun-
neltu ryhmittelymalli osoittautui laskennallisesti tehokkaammaksi ainakin pienissa
tapauskoissa, joissa on 32-82 asiakaspistetta.
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