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Tassé tutkielmassa tarkastellaan, millaisia ovat lukion paattavan lyhyen matematii-
kan opiskelijan matematiikan perustaidot, sekd mita tyypillisid virheita ja virhekasi-
tyksié heilld esiintyy perustaitoja vaativien ylioppilastehtéavien ratkaisuissa. Perus-
taitoina pidetdan téssé tutkielmassa ylaasteella opittuja taitoja, kuten esimerkiksi
pinta-alan ja tilavuuden laskemista. Muita taitoja ovat muun muassa prosenttio-
suuksien laskeminen ja yhtalonratkaisutaidot. Matematiikan oppiminen on luonteel-
taan kumulatiivista, jossa uusi tieto rakentuu vanhan tiedon péélle. Perustaitojen
heikko osaaminen vaikeuttaa mychempéaéd matematiikan oppimista. Liséksi matema-
tiikan oppimista voi hankaloittaa erilaiset virhekésitykset.

Tutkimus perustuu kuuteen perustaitoja mittaavaan lyhyen matematiikan ylioppi-
laskokeen tehtévaan vuosilta 2019-2021. Tutkimuksessa késiteltdvi aineisto on Yli-
oppilastutkintolautakunnalta tutkimuskayttéon saatu korpusaineisto, joka siséltéa
100 satunaisesti valittua ratkaisua kustakin kuudesta tehtavésta. Liséksi aineistos-
sa on esitettyné tehtavistd jaetut pisteméarat. Tavoitteena on selvittaéd kokelaiden
perustaitojen taso, sekd tunnistaa ratkaisuista tyypillisimmét virheet ja virhekési-
tykset.

Tutkimuksen perusteella geometriaan liittyvat perustaidot ovat kohtalaisen hyvél-
14 tasolla. Yleisia virhetyyppeja geometrian tehtéavissa olivat muun muassa kolmion
korkeusjanan tunnistamiseen liittyvéat virheet, sekd monikulmioisen sarmion ja pyra-
midin tilavuuteen liittyvat virheet. Prosenttiosuuksien laskemisessa osaamistaso oli
yleisesti erittdin hyvad, mutta prosentin ja prosenttiyksikon eroa ei laajalti tunnistet-
tu. Tama olikin yleisin virhetyyppi toisessa tutkielmassa késiteltavissé prosenttilas-
kennan tehtavissa. Yhtalonratkaisutaidoissa ilmeni valtaosalla kokelaista puutteita
etenkin useamman muuttujan yhtaloissa. Naissa yhtena virhetyyppiné oli esimer-
kiksi se, ettd kerrointermi vahennettiin pois yhtalosta.

Asiasanat: Perustaidot, matematiikan oppiminen, geometria, prosenttilaskenta, al-
gebra, virhe, virhekésitys, matematiikan ylioppilaskoe.
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1 Johdanto

Matematiikan merkitys lukio-opinnoissa on kasvanut. Vuoden 2020 korkeakoulu-
uudistuksen myotéa korkeakoulujen hakuprosessissa ylioppilaskirjoitusten arvosanan
merkitys korostui. Vahintdan puolet korkeakoulujen hakijoista valitaan lukion tai
ammattikoulun paattotodistuksen arvosanojen perusteella. Uudistuksen myota ma-
tematiikan merkitys on kasvanut opiskelijoiden jatko-opintoja ajatellen. Moniin kor-
keakoulupaikkoihin pitkdn matematiikan arvosanasta saa toiseksi eniten valintapis-
teita heti didinkielen arvosanan jélkeen. Myos ylioppilastutkinnon rakenteessa koros-
tuu matematiikan tidrked asema. Aiemmin opiskelijan oli suoritettava nelja ainetta,
joista didinkieli oli pakollinen ja lisdksi opiskelijan oli valittava vihintaén kolme ai-
netta toisen kotimaisen kielen, matematiikan, vieraan kielen ja reaaliaineen valilta.
Ylioppilastutkinnon rakenne uudistui vuonna 2022 siten, ettd kirjoitettavia aineita
on oltava vahintaén viisi, joista yksi on didinkieli ja liséksi opiskelijan on valittava vé-
hintdéan nelja kirjoitettavaa ainetta vahintadn kolmesta ryhmasté, jotka ovat toinen
kotimainen kieli, matematiikka, vieras kieli ja reaaliaine. (Ylioppilastutkintolauta-
kunta) Matematiikan osaamisen tarve on siis suuri niin lukio-opinnoissa kuin myos
opiskelijan jatko-opintoja ajatellen. Matematiikan taitojen tarkeys ei kuitenkaan ra-
jaudu pelkéstdan koulumaailmaan, vaan myos yleisesti yhteiskunnassa matematii-
kalla ja luonnontieteilld on tarked merkitys. Esimerkiksi tyoeldmén kehitysndkymaét
ja menestyminen eri elinkeinoeldmén aloilla edellyttiavat matematiikan osaamista.
(Joutsenlahti, Résénen, Silfverberg 2018) Liséiksi matematiikan osaamista tarvitaan
ja hyodynnetéén yleisesti arkieldmén tilanteissa (Van den Heuvel-Panhuizen 2003).
Kuitenkin esimerkiksi Iso-Britanniassa vuonna 1993 tehdyn tutkimuksen mukaan
jopa neljénnes aikuisista ei omannut sellaisia matemaattisia taitoja, joita vaaditaan
perusarjessa ja yleisesti tydelamésséd. (Atkinson, Spilsbury, Williams 1993) Huoles-
tuttavana ilmiona voidaan nahdé se, ettd samaan aikaan kun matematiikan merkitys
opinnoissa ja sitd kautta yhteiskunnassa on kasvanut, on suomalaisten koululaisten
matemaattinen osaaminen uusimpien eli vuoden 2022 Pisa-tulosten mukaan heiken-
tynyt (Opetus ja kulttuuriministerio).

Matematiikka mielletddn usein luonteeltaan hierarkkiseksi ja kumulatiiviseksi,
missa uudet tiedot ja taidot rakentuvat aiemmin opittujen taitojen padlle. Peruskéa-
sitteiden ja taitojen oppiminen tarjoaa pohjan monimutkaisempien taitojen ja tehté-
vien osaamiselle. (Joutsenlahti ym. 2018) Matematiikan kumulatiivinen ja hierarkki-
nen luonne, seké sen merkitys yhteiskunnassa korostaa ennen kaikkea matematiikan
perustaitojen tarkeytta.

Matematiikan opetuksella on keskeinen rooli opiskelijoiden yleisesti matemaat-
tisten taitojen sekd matemaattisten perustaitojen kehittymisessd. Oppilaiden riit-
tdvien pohjataitojen varmistaminen edesauttaa heiddn myohempéad matemaattista
oppimista. Lisdhaasteita opettamiseen tuovat muun muassa oppimisvaikeudet, eri-
laiset oppilaiden virhekésitykset ja niiden aikainen havaitseminen.

Téassé tutkielmassa tarkastellaan lukiolaisten matematiikan perustaitoja, joita
heille on peruskoulussa opetettu. Nama perustaidot ovat yhtéalonratkaisutaidot, ku-
vioiden ja kappaleiden geometria seké prosenttilaskenta. Tutkimuksen tarkoituksena
ja tavoitteena on selvittdd, millaiset ovat lukion lyhyen matematiikan opiskelijoiden
matematiikan perustaidot, ja mita tyypillisid virheita ja virhekéasityksia esiintyy hei-



dan perustaitoja vaativien ylioppilastehtévien ratkaisuissa. Tutkimusaineisto koos-
tuu kuuden lyhyen matematiikan ylioppilastehtavéin ratkaisuista, mitkd perustuvat
kokonaan tai osittain matematiikan perustaitoihin. Tehtéavat ovat vuosien 2019-2021
sahkoisistd ylioppilaskokeista ja aineisto on saatu ylioppilastutkintolautakunnalta.
Aineisto on tutkimuskayttoon tarkoitettu korpusaineisto, joka sisdltad 100 satunnai-
sesti valittua ratkaisua kustakin téssa tutkielmassa késiteltavasta tehtavasta. Jokai-
nen tutkimusaineistossa oleva ratkaisu on anonyymi eli ratkaisun laatijaa ei aineis-
tosta selvid. Aineiston ylioppilastehtévien sisillot ja aiheet perustuvat vuoden 2015
lukion perusopetussuunnitelmaan.

Tutkielman luvussa 2 tutustutaan tarkemmin matematiikan perustaitoihin. Li-
siksi tarkastellaan, milld tavalla perustaidot nakyvéat niin peruskoulun kuin lukion
opetussuunnitelmissa. Kolmannessa luvussa tarkastellaan teoriaa matematiikan ja
oppimisen ja opetuksen taustalla. Luvussa perehdytédén hieman matematiikan op-
pimisvaikeuksien kautta. Neljannesséd luvussa késitellddn virheitéd ja ennen kaikkea
virhekésityksia seké niiden vaikutusta matematiikan oppimiseen. Teoriaosuuden jél-
keen tutkielman viidennessé luvussa esitetddn taman tutkielman tutkimuskysymyk-
set sekd kuvaillaan tarkemmin tutkimuksen aineistoa ja toteutusta. Kuudennessa lu-
vussa esitelladn tutkimuksen tuloksia ja seitseménnessé luvussa pohditaan tulosten
merkittavyytté ja sitd, kuinka tuloksia voidaan hydédyntaéd opetuksen suunnittelussa
ja toteutuksessa.



2 Matematiikan perustaidot

Matematiikan hierarkkisen luonteen johdosta matematiikan perustaitojen merkitys
korostuu. Yleisesti matematiikan perustaidoiksi mielletdéan alakoulussa opittuja ma-
tematiikan perustaitoja. Naitd matematiikan perustaitoja ovat muun muassa arit-
meettiset perustaidot eli yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolaskut (ThinkMath). Li-
saksi matematiikan perustaitoihin kuuluvia késitteitd ovat muun muassa muotojen,
kuvioiden, murtolukujen, desimaalilukujen, prosenttilukujen, eksponenttien, suhde-
lukujen, tieteellisen merkintétapojen ja kaavojen oppiminen (Centre Point Schools).
Aritmeettisia perustaitoja harjoitellaan jo alakoulun ensimmaisilla luokilla ja ne luo-
vat pohjaa myohemmaélle matemaattiselle oppimiselle ja osaamiselle (Geary 2011).
Harjoittelulla on térkea merkitys aritmeettisten taitojen kehityksessa ja lopulta har-
joittelun ja toistomédrien kautta peruslaskutoimitukset automatisoituvat ja néin
vapauttavat tyomuistin resursseja ongelmanratkaisujen haastavampiin prosesseihin
(Joutsenlahti ym. 2018).

Téassa tutkielmassa perustaitoja tarkastellaan peruslaskutaitojen sijaan ylékou-
lussa opiskeltujen siséltojen pohjalta. Perustaitoja ei siis mielletd téssa tutkielmas-
sa yksikasitteisiksi, vaan perustaidot voidaan ajatella olevan sidoksissa opiskelijan
ikdan ja opiskelutaustaan. Esimerkiksi alakoulun loppupuolella olevan opiskelijan pe-
rustaidoiksi voidaan mieltdd peruslaskutaidot, mutta lukion pasttavin opiskelijan
perustaidot voidaan ndhdé kehittyneempiné taitoina. Téllaisia taitoja ovat muun
muassa tdman tutkielman kiinnostuksen ja tarkkailun kohteena olevat taidot eli yh-
talonratkaisutaidot, tasojen ja kappaleiden geometria, prosenttilaskenta sekd murto-
ja desimaalilukujen hallitseminen. N&ita taitoja harjoitellaan varsinkin ylakoulussa
jo melko runsaasti, jolloin lukion péaattavélla opiskelijalla on useamman vuoden ko-
kemus esimerkiksi yhtaloista ja niiden ratkaisemisesta, minka vuoksi yhtalonratkai-
sutaidot voidaan mieltdd lukiolaisen perustaidoksi. Seuraavaksi tarkastellaan naitéa
ylédkoulussa opetettuja matematiikan perustaitoja seké perusopetuksen ettéd lukion
opetussuunnitelman ndkokulmasta. Alaluvussa 2.1 késitellddn matematiikan perus-
taitoja perusopetuksen opetussuunnitelmassa ja péaasiallisena lahteené toimii vuo-
den 2014 perusopetuksen opetussuunnitelma. Alaluvussa 2.2 taas késitelladn mate-
matiikan perustaitoja lukion opetussuunnitelmassa ja péadasiallisena lahteena toimii
vuoden 2015 lukion opetussuunnitelma.

2.1 Matematiikan perustaidot perusopetuksen opetussuun-
nitelmassa

Perustaitoja tarkastellaan tédssad luvussa uusimman eli vuonna 2014 kiyttoonotetun
perusopetuksen opetussuunnitelman pohjalta. Matemaattiset perustaidot nakyvat
niin opetussuunnitelman tavoitteissa kuin sisélldissd. Matematiikan kumulatiivista
luonnetta painotetaan perusopetussuunnitelmassa. Perusasioiden hallinta mainitaan
valttdméattoména edellytyksend uusien aiheiden oppimiselle. (POPS 2014)
Ensimmaisen ja toisen luokan opiskelijoiden oppimistavoitteina mainitaan muun
muassa oppilaan perehdyttdminen peruslaskutoimitusten periaatteisiin ja tutustut-
taminen niiden ominaisuuksiin (T7) seké oppilaan ohjaaminen kehittdméaén sujuvaa
peruslaskutaitoa luonnollisilla luvuilla ja kdyttaméan erilaisia pasassilaskustrategioi-



ta (T8). (POPS 2014) Ensimmaisten luokkien kohdalla korostuu erityisesti peruslas-
kutaidon kehittdminen, jolla luodaan pohjaa mythempiin matematiikan opintoihin.

3-6 luokkalaisten tavoitteissa mainitaan muun muassa peruslaskutaidon péas-
sé harjaannuttaminen. Liséksi tavoitteena on kehittda yhteen-, vihennys- ja kerto-
laskualgoritmeja ja varmistaa niiden osaaminen. Myos jakolaskuja harjoitellaan ja
samalla pyritddn sisdistdmadn eri laskutoimitusten valisid yhteyksid. 3-6 luokan ai-
kana laajennetaan myos lukualuetta, aluksi negatiivisilla kokonaisluvuilla ja lopulta
mukaan tulevat murtoluvut ja desimaaliluvut. Murtolukujen ja desimaalilukujen jal-
keen perehdytédéan prosentin késitteeseen ja hydodynnetadn néiden vélisid yhteyksia.
Edella mainitut sisallot ja tavoitteet korostuvat perusopetusuunnitelman tavoitteis-
sa T9 ja T10. Tavoitteeksi T9 mainitaan oppilaan lukukésitteen kehittyminen posi-
tiivisiin rationaalilukuihin ja negatiivisiin kokonaislukuihin. Tavoitteeksi T10 maini-
taan oppilaan padssilaskutaidon kehittaminen ja laskutoimitusten ominaisuuksien
kirjallinen hyddyntdminen. (POPS 2014)

Vuosiluokkien 7-9 tavoitteissa mainitaan muun muassa laskutaidon kehittaminen
ja vahvistaminen erityisesti negatiivisilla luvuilla sekd murto- ja desimaaliluvuilla.
Lisaksi tavoitteena on varmistaa prosentin kasitteen ymmartaminen. Téassa kohtaa
tutustutaan polynomin késitteeseen ja harjoitellaan eri laskutoimituksia polynomeil-
la. Liséiksi harjoitellaan muodostamaan lausekkeita ja sieventaméan niitd ja ratkaise-
maan ensimmaisen asteen yhtéloité ja epayhtéaloitd. Geometrian saralla tavoitteena
on oppia kiayttdméadn Pythagoraan lausetta, Pythagoraan kiddnteislausetta seké tri-
gonometrisia funktioita. Lisdksi tdrkeéna osa-alueena ja tavoitteena mainitaan mo-
nikulmioiden pinta-alojen ja piirien laskeminen. My6s kolmiulotteisten kappaleiden
kuten pallon, lierién ja kartion pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen mainitaan
perusopetussuunnitelman keskeisissé tavoitteissa, kuten myos yksikkomuunnosten
hallitseminen. Namé siséllot ja tavoitteet korostuvat erityisesti tavoitteiden T10,
T11, T13, T14 ja T17 kohdalla. Tavoitteessa T10 mainitaan paattely- ja paassélas-
kutaidon kehittdminen. Tavoite T'11 on kehittaa kykyéa laskea peruslaskutoimituksia
rationaaliluvuilla. Tavoitteeksi T13 luetaan oppilaan prosenttilaskennan ymmarta-
misen ja sen kehittdmisen tukeminen. Tavoitteessa T14 mainitaan tuntemattoman
kisitteen ymmartaminen ja yhtédlonratkaisutaitojen kehittdminen. Tavoitteessa T17
mainitaan oppilaan suorakulmaisen kolmion ja ympyraéan liittyvien ominaisuuksien
ymmartadminen ja hyodyntaminen. Tavoitteessa T18 mainitaan pinta-alojen ja tila-
vuuksien laskemisessa kehittyminen. (POPS 2014)

Vuosiluokkien 7-9 tavoitteissa ilmenee vahvasti myos tassa tutkielmassa kasitelta-
vat taidot eli yhtalonratkaisutaidot, kuvioiden ja kappaleiden geometria ja prosent-
tilaskenta. Vaikka esimerkiksi prosenttilaskentaan onkin jo perehdytty jo alakoulus-
sa (POPS 2014), voidaan ndmaé késiteltavit taidot nahda ylidkoulussa opiskeltaviksi
uusiksi aiheiksi ja sisalloiksi.

2.2 Matematiikan perustaidot lukion opetussuunnitelmassa

Tassa osiossa tarkastellaan lukion opetussuunnitelman perusteita tdmén tutkiel-
man aineiston takia pelkastdan lyhyen oppiméérdn kurssien tavoitteiden ja sisél-
tojen pohjalta. Lukion opetussuunnitelmasta on loydettavissa runsaasti mainintoja
lukiolaisen perustaidoiksi luokiteltavista taidoista.
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MAY1-kurssin yhdeksi tavoitteeksi mainitaan, ettd opiskelija "kertaa ja téay-
dentéé lukualueet, kertaa peruslaskutoimitukset ja prosenttilaskennan periaatteet".
Keskeisiksi sisélloiksi mainitaan muun muassa reaaliluvut, peruslaskutoimitukset ja
prosenttilaskenta, jotka ovat tuttuja aiheita jo peruskoulusta. Lausekkeita ja yhté-
16ita kasittelevd MAB2-kurssi taas mainitsee yhden tavoitteen osana, ettéd opiskelija
"vahvistaa yhtédloiden ratkaisemisen taitojaan". Geometrian kurssin MAB3 tavoit-
teina mainitaan muun muassa, ettd opiskelija harjaantuu tekem&an havaintoja ja
paatelmia kuvioiden ja kappaleiden geometrisista ominaisuuksista seké vahvistaa ta-
sokuvioiden ja kolmiulotteisten kappaleiden kuvien piirtdmisen taitojaan. Keskeisina
sisaltéind ovat muun muassa suorakulmaisen kolmion trigonometria, Pythagoraan
lause ja Pythagoraan lauseen kiddnteislause, sekd kuvioiden ja kappaleiden pinta-
alan ja tilavuuden maéarittdminen. Kukin edelld mainituista keskeisista sisélloista
ovat mainittuna myos perusopetuksen opetussuunnitelmassa. Talousmatematiikan
kurssin MABG6 yhdeksi tavoitteeksi mainitaan, ettd opiskelija syventda prosenttilas-
kennan taitojaan. (LOPS 2015)

Perustaidot siis nayttaytyvét keskeisina siséltdinéd niin perusopetuksen kuin lu-
kion opetussuunitelmissa.



SOVELTAVA o : = -
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sovellukset sovellukset sovellukset sovellukset
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lukujonot taito

Kuva 1: Matematiikan taitojen tasot, Taipale 2009

3 Matematiikan oppiminen ja opetus

Tassé luvussa tarkastellaan matematiikan oppimista ja opetusta tarkemmin. Aluk-
si tarkastellaan matematiikan oppimisen kumulatiivista luonnetta yleisella tasolla.
Alaluvussa 3.1 tarkastellaan oppilaiden asenteiden ja motivaation vaikutusta mate-
matiikan oppimiseen ja tutustutaan oppilaan matikkakuvan muodostumiseen. Ala-
luvussa 3.2 tarkastellaan matematiikan kumulatiivista luonnetta hyvin havainnol-
listavaa Van Hielen teoriaa, joka luonnehtii geometrian taitojen kehittymisen hie-
rarkiaa. Matematiikan oppimisen haasteita tarkastellaan tarkemmin alaluvussa 3.3.
Alaluvussa 3.4 pohditaan opettajan roolia oppijan motivoijana ja oppimisen tu-
kijana. Alalukua 3.2 lukuunottamatta tdmén luvun pédasiallisena ldhteend toimii
Joutsenlahden, Silfverbergin ja Résésen teos Matematiikan opetus ja oppiminen.

Matematiikan perustaitoja ja niiden kehittymistd on jarkevaé tarkastella mate-
matiikan oppimisen ja opetuksen kautta. Matematiikan oppiminen on luonteeltaan
hierarkkista, jossa uusi tieto rakentuu kumulatiivisesti vanhan tiedon péaalle. Mate-
matiikan osa-alueiden taitotasoja ja hierarkioita havainnollistetaan kuvassa [T}, joka
havannoi, kuinka késitteen ymmaértaminen mahdollistaa laskutoimitusten toteutta-
misen ja tamén jilkeen erilaisten matematiikan taitojen soveltamisen (Taipale 2009).
Matematiikan hierarkkisen luonteen takia onkin mielekésta tarkastella matematii-
kan oppimista ja matemaattisten perustaitojen kehitystd aivan ensimmaisité koulu-
vuosista lahtien. Hyvit matemaattiset valmiudet koulupolun alussa luovat vankan
pohjan matematiikan oppimiselle mychemmin opinnoissa. Samaan aikaan heikot ma-
temaattiset valmiudet hankaloittavat mychempéda matemaattisten taitojen kehitty-
mistd. Kumulatiivisen luonteen seurauksena tasoerot matematiikassa kasvavat opin-
tojen edetessé, toisin kuin esimerkiksi lukutaidossa, jossa tasoerot koulunkédynnin
alussa tasoittuvat myohemmin opintojen edetessé. Toisaalta erityisesti koulupolun
alussa esiintyvit matematiikan oppimisen ongelmat esiintyvét usein myo6s paallek-
kdin lukutaitoon liittyvien ongelmien kanssa. Vaikka pohjatietojen ja -taitojen mer-
kitys matematiikassa onkin melko suuri, on matematiikassa kehittymisen esitetty
vaativan my0s runsaasti toistoihin perustuvaa harjoittelua. (Joutsenlahti 2018)

Matematiikan oppimisen kumulatiivisen luonteen seurauksena lukiolaisen haas-
teet matematiikassa seké lukion paattavien kirjoittajien keskuudessa ilmenevét on-
gelmat matematiikan perustaidoissa voivat juontaa juurensa jo yldkoulun opintoja
edeltéviin opintoihin. Alakoulussa ilmenneet haasteet matematiikassa voivat kasaan-
tua ylakouluun siirtyessa ja talloin uusien aiheiden ja sisdltojen oppiminen yldkou-
lussa voi muodostua hankalaksi.



3.1 Oppilaan asenne ja matikkakuva

Oppilaan motivaatiolla ja asenteella on merkittéva vaikutus matemaattiseen oppimi-
seen ja samaan aikaan hyvien matemaattisten valmiuksien esimerkiksi esiopetuksen
alussa ennustetaan lisddvan kiinnostusta matematiikkaa kohtaan opintojen edetessé.
Motivaation merkitys oppimisessa sekd matematiikan hierarkkinen luonne nostavat
esiin opettajan merkityksen ja roolin oppilaan oppimisen tukena. (Joutsenlahti ym.
2018)

Motivaatio ja asenne matematiikkaa kohtaan vaihtelee suuresti oppilaiden kes-
kuudessa. Lisiksi oppilaiden mindkuva matematiikan oppijana eli matikkakuva voi
erota suuresti saman taitotasoistenkin oppilaiden vililla. Pahimmillaan kielteinen
asenne matematiikkaa kohtaan voi kulminoitua matematiikka-ahdistuksena. Télla
taas on suora negatiivinen vaikutus oppilaan matemaattiseen suoriutumiseen. (Jout-
senlahti ym. 2018)

Ylipaatdaan tunteet ovat olennainen osa matemaattisessa ongelmanratkaisussa.
Tunteet ja asenne vaikuttavat konkreettisesti esimerkiksi siihen, kuinka sinnikk&s-
ti ja méadratietoisesti oppilas on valmis tyostdméaan tehtévid, joka on haastava ja
monivaiheinen. Oppilaan matikkakuvalla taas on vaikutusta siihen, kuinka paljon
negatiiviset tunteet ottavat valtaa ja miten se konkretisoituu ongelmanratkaisuti-
lanteessa. Oppilas, jolla on kielteinen matikkakuva voi luovuttaa tehtédvéan suhteen
kokonaan pientenkin vastoinkdymisten ja negatiivisten tunnekokemusten jalkeen,
kun taas hyvian matikkakuvan omaava oppilas voi saada lisimotivaatiota pienten
vastoinkdymisten jilkeen. (Joutsenlahti ym. 2018)

Matikkakuva voidaan jakaa kolmeen osatekijaéan, jotka ovat uskomukset, tunteet
ja motivaatio. Uskomukset voivat liittya itsessdédn matematiikkaan, sen oppimiseen
tai henkilokohtaiseen kokemukseen itsestéddn matematiikan oppijana. Yksi esimerkki
uskomuksesta liittyen matematiikan oppimiseen ja henkilokohtaiseen kokemukseen
oppijana on se, ettd matematiikan taidot tavataan nahda vahvasti synnynnéisena
lahjakkuuteena, jossa ihmiselld joko on "matikkapaata" tai ei ole. Taméa uskomus
on haitallinen opiskelulle, oli kyseessé sitten lahjakas opiskelija tai ei. Lahjakas opis-
kelijaa voi tuudittautua siihen ja kokea, ettei hin tarvitse harjoitusta ja tyon tekoa
matematiikan oppimisessa. Heikommalla matematiikan oppijalla tdméa uskomus taas
vaikuttaa esimerkiksi motivaation siten, etta ei koeta mahdollisena, ettd omat taidot
voisivat kunnolla kehittyd matematiikan saralla. (Joutsenlahti ym. 2018)

Vaikka matematiikkaa pidetdéan yleisesti loogisimpana ja jarkiperédisimpéané op-
piaineena, on oppilaiden suhde matematiikkaan kuitenkin tunneperdinen. Matema-
tiikan opiskelussa tunteet ovat voimakkaasti ldsnd. Onnistumisen ja epdonnistumi-
sen tunteet ovat yleisid oppimistilanteissa ja riskind on, ettd esimerkiksi toistuvat
epaonnistumisen tunteet jaavat pysyviksi kokemuksiksi ja niisté voi olla myohemmin
vaikea padstéd eroon. Epdonnistumiset ja epdvarmuus omista kyvyistddn voi aiheut-
taa matematiikka-ahdistusta oppilaassa. Toisaalta onnistumisen tunteet nostavat
oppilaan uskoa omiin matemaattisiin kykyihin. (Joutsenlahti ym. 2018)

Motivaatio muodostaa ehképé jopa tdrkeimméan osan oppijan matikkakuvan ke-
hittymisessd. Motivaatio voidaan jakaa ulkoiseen ja sisdiseen motivaatioon. Oppilas,
jolla on sisdinen motivaatio oppimiseen kokee tehtavan tai aiheen aidosti kiinnosta-
vaksi ja juuri kiiinnostus ja innostus uuden oppimisesta ajaa hantéd eteenpéin. Ul-
koista motivaatiota omaavaa opiskelijaa taas opiskelussa motivoi ulkoinen palkkio,
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kuten esimerkiksi hyvé arvosana. Sisdiseen motivaatioon perustuva opiskelu tuottaa
tutkimusten valossa parempia oppimistuloksia, kuin ulkoiseen motivaatioon perus-
tuva opiskelu. (Joutsenlahti ym. 2018)

3.2 Van Hielen teoria

Tarkastellaan seuraavaksi Dina van Hiele-Geldofin ja Pierre van Hielen vuonna 1957
esittdméadn geometrisen oppimisen malliin, joka tunnetaan van Hielen teoriana. Se
pyrkii kuvaamaan geometrista oppimista ja késitteen muodostumista. Vaikka van
Hielen teoria keskittyykin nimenomaan geometriaan, on se tdmén tutkimuksen tuek-
si varsin sopiva kahdestakin syystéd. Ensinnédkin se havainnollistaa hyvin matematii-
kan oppimisen hierarkkisuutta geometriassa ja toisaalta se antaa hyvai taustaa geo-
metrian oppimiselle ja geometriassa esiintyville virheille ja virhekéasityksille. Tahan
tutkielmaan valituista kuudesta tehtavistd kolme on miltein kokonaan geometrian
osaamista mittaavia tehtavia, joten geometrian oppimisen mallin ja teorian késittely
antaa tarkedd taustaa tdhan tutkielmaan.

Van Hielen teorian mukaan geometristen késitteiden muodostuminen on oppijalla
hierarkkista. Teoria kuvaa geometrisen ajattelun etenevin viidella eri tasolla. Teo-
rian mukaan geometriset késitteet muodostuvat viiden oppimistason kautta hierark-
kisesti, uusi tieto vanhan tiedon péaille, eikd uuden tason asiaa voi oppia osaamatta
edellistd tasoa (Clements, Battista 1992). Van Hielen teoriassa ensimmaéisessi oppi-
misen tasossa oppija osaa visualisoida, nimeté ja vertailla erilaisia geometrisia pe-
ruskuvioita. Toisella tasolla eli kuvailemisen ja analysoinnin tasolla oppija osaa tun-
nistaa erilaisia geometrisia peruskuvioita niiden ominaisuuksien perusteella. Téssé
kohtaa on myo6s hyvéd huomioida, etté alakouluikaisten oppijoiden geometriset taidot
painottuvat ensimméiselle ja toiselle Van Hielen tasoille (Korkatti 2016). Kolman-
nella Van Hielen tasolla eli jarjestamisen tasolla oppija osaa tunnistaa kuvioiden
valisia hierarkioita ja osaa perustellusti luokitella kuvioita niiden ominaisuuksien
perusteella. Ylakouluikaiset oppilaat jakautuvat padasiassa van Hielen tasoille 1, 2
ja 3 (Korkatti 2016). Neljannelld Van Hielen tasolla eli paéttelemisen tasolla oppija
osaa lauseiden ja aksioomien perusteella todistaa geometrisia lauseita. Viidennell&
ja ylimmaélla Van Hielen tasolla eli tasmaéllisyyden tasolla oppija kykenee itsenéisesti
tasmalliseen matemaattiseen péadttelyyn ja osaa vertailla ja arvioida eri aksiooma-
systeemeja (esim. Clements, Battista 1992; Korkatti 2016).

Néiden viiden tason lisdksi Clements ja Battista (1992) esittévit teoksessaan
Van Hielen oppimisen tason 0 eli esitunnistamisen tason. Clementsin ja Battistan
mukaan "nollataso” kuvaa geometrisen havainnoinnin tasoa, jossa oppija kykenee,
mahdollisesti havainnontikyvyn puutteellisuuden takia, tunnistamaan vain joitain
osia kuvioista ja muodoista. He voivat esimerkiksi erottaa kaarevia ja suoraviivaisia
muotoja toisistaan ja voivat esimerkiksi tunnistaa ja erottaa ympyran ja nelion
toisistaan, mutta eivit erota neliota ja kolmiota toisistaan.

Van Hielen malli on myos saanut osakseen kritiikkid nimenomaan tasojen hie-
rarkkisuuden johdosta. Tasot eivit nayttaydy kaikilla niin suoraviivaisesti, vaan op-
pilas saattaa sijoittua ja edetd eri Van Hielen tasoilla riippuen siitd, minkd geo-
metrian késitteen yhteydesséd tasoa mitataan (Mayberry 1983). Lisdksi tasojen dis-
kreettiytta on kritisoitu, kun on havaittu joidenkin oppilaiden sijoittuvan usealle eri



tasoille tai eri tasojen véleille (Burger, Shaughnessy 1986).

Van Hielen teoria korostaa virhekésitysten merkitysté. Jos oppilaalla esiintyy jol-
lain oppimisen tasolla virhekésitys tai useita virhekésityksié, ei han teorian mukaan
pysty kehittymé&an uudelle tasolle. Oppilaan oppimisen kannalta olisikin elintérkeéé
paastéd virhekésityksistd eroon ennen uuden tason asiaan tai aiheeseen siirtymisté.
Opettajalla on suuri rooli oppilaan virhekésityksestd pois johdattamisessa (Ryan,
Williams 2007).

3.3 Oppimisvaikeudet

Matematiikan opetusta ja oppimista laajemmin tarkastellessa on jarkevda huomioi-
da erilaiset oppimisvaikeudet, jotka vaikuttavat oppilaan matematiikan oppimiseen.
Dyskalkulia on yleisesti kiytossa oleva termi kuvaamaan matemaattista oppimisvai-
keutta. Se méaritelladn matematiikassa kehittymisen vaikeudeksi. Akalkulia taas on
matematiikan oppimisvaikeus, jossa henkilé on menettanyt laskutaitonsa esimerkiksi
aivovamman seurauksena (Light, DeFries 1995). Nykytutkimukset ovat osoittaneet
dyskalkulian olevan aivoperdinen oppimisvaikeus, vaikkakin heikkolaatuisella ope-
tuksella, kasvu ja -kehitysympéristolla seka dlykkyystasolla voi my6s olla vaikutusta
oppimisvaikeuden syntyyn. (Taipale 2009)

Matemaattiset oppimisvaikeudet ovat tutkimusten valossa yhté yleisia kuin luke-
miseen ja kirjoittamiseen liittyvét oppimivaikeudet (Résénen, Koponen 2015). Ma-
tematiikan oppimisvaikeudet voivat myos olla yhteydessa dysleksiaan eli lukihéi-
rioon. Erilaisista oppimisvaikeuksista késittelevistd tutkimuksista on tullut vahvaa
néayttoa siité, ettd suurella osalla lukih&irion omaavista oppilaista on myos vaikeuk-
sia matematiikan oppimisessa (Light, DeFries 1995). Esimerkiksi viidesluokkalaisten
oppimisvaikeuksista kdrsivien oppilaiden keskuudessa vain yhdelld prosentilla oli eri-
tyisesti lukemiseen liittyvia vaikeuksia, 18 prosentilla oli nimenomaan matematiikan
oppimisvaikeuksia ja jopa kahdeksallakymmenelldyhdelld prosentilla oppilasita oli
sekéd lukemiseen ettd matematiikan oppimiseen liittyvid vaikeuksia (Fletcher, Love-
land 1986).

Matematiikan oppimisvaikeudet eivét vélttamatté koske kaikkea matematiikkaa,
vaan ne voivat myos kohdistua eri aihealueisiin, kuten numeeriseen ja algebralliseen
tai geometriseen osa-alueeseen. Esimerkiksi geometrian opiskelussa ja oppimisessa
erilaisten késitteiden ja niiden hierarkioiden ymmértdminen on oleellista. Opittavia
ja muistettavia késitteitd ja sdantoja on paljon, joten niiden pelkkd muistaminen
vaati jo paljon tyomuistilta. Liséksi esimerkiksi visuaalisen prosessointiin liittyvét
ongelmat tuovat lisdé haasteita oppilaan oppimiseen. (Joutsenlahti 2018)

3.4 Opettajan merkitys

Opettajan rooli ja merkitys on suuri kaikenikéisié oppilaita ja heidén matemaatiikan
oppimista tarkastellessa. Oppimisvaikeuksien ja toisaalta myos esimerkiksi matema-
tiikkan perustaitojen osaamisen ndkokulmasta opettajien vilisella tiedonkululla on
suuri merkitys, erityisesti opiskelujen nivelvaiheessa esimerkiksi ylaasteelta lukioon
siirtyessé, jotta tuen tarpeet tulevat tietoon ja siten taytettya. Tutkimusten valossa
juuri ensimmaisen ja toisen asteen nivelvaiheessa noin kaksi kolmasosaa oppilaista,



jotka saivat eristyista tukea peruskoulussa, eivat sitd enda saaneet toisella asteella.
(Joutsenlahti 2018)

Opettajan ja oppilaan vélisella laadukkaalla vuorovaikutuksella on térkeé rooli
oppilaan motivaatiossa oppia matematiikkaa. Osallistavalla opetuksella, jossa op-
pilaat pyritddan ottamaan aktiivisesti mukaan opetustilanteeseen, kannustetaan op-
pilaita luovaan ajatteluun ja l6ytdméadn yhteyksié erilaisten matemaattisten kasit-
teiden vélillda (Mursalin 2025). Tehokkain tapa motivoida oppilaita ja téten myos
vahentédd oppilaiden matematiikka-ahdistusta olisi opettajana luoda kannustava ja
avoin oppimisympéristo, jossa oppilaat eivit pelkdd virheitd ja epdonnistumisia (Ag-
bata 2024).

Oppilaalla voi muodostua matematiikan taitojen kehittyessé erilaisia virhekési-
tyksié eri matemaattisia késitteitd koskien. Opettajalla on oppilaan virhekésitysten-
kin suhteen térkeé rooli virhekésityksistd pois oppimiseen (Ojose 2015). Matematii-
kan kumulatiivisen luonteen johdosta virhekésitykset voivat hankaloittaa matema-
tiikan perustaitojen kehittymisté. Seuraavassa luvussa tarkastellaan virhekésityksia
syvemmin ja my0s opettajan ja opetuksen merkitystd virhekasityksiin liittyen.

10



4 Virheet ja virhekasitykset

Téassé luvussa perehdytddan hieman virhekasityksiin, niiden syntymiseen sekd poh-
ditaan virhekasitysten tuomia haasteita niin oppimisessa kuin opetuksessa. Luvun
lopuksi tarkastellaan vield, mita yleisia virhekésityksia esiintyy tiettyjen matematii-
kan osa-alueiden kohdalla. Osa-alueista valikoitiin tarkastelun alle téssé tutkielmassa
késiteltavit aiheet eli geometria, algebra ja prosenttilaskenta.

Virhekasitys on véara tai virheellinen ymmérrys asiasta, joka pohjautuu alun al-
kaen virheellisesti tehtyyn paattelyyn tai ajatteluun (Welder 2012). Virhekésityksen
omaava oppilas el tunnista omia osaamisen puutteita tai péaattelyvirheitd. Oppi-
ja on voinut esimerkiksi pohjata ajattelunsa vadriin olettamuksiin tai virheellisiin
teorioihin, jotka estévéit rationaalisen padttelyn. (Ojose 2015)

Virhekésitysten syntymiselld oppijan ajatteluketjussa voi olla useita juurisyité.
Syyné voi olla esimerkiksi jonkin sédénnon ulkoaopetteleminen, mita saatetaan kayt-
taa viarassa tilanteessa, miké taas johtaa virheisiin ja jopa uusien virhekésitysten
syntymiseen. Matematiikka on oppiaineena altis virhekésityksille, silld esimerkiksi
jotkin sddnnot vaihtelevat késitteiden tai operaatioiden valilla (Ojose 2015).

Opetustilanteessa ja esimerkiksi koetilanteessa esiintyvien virheiden tunnistami-
nen aidoksi virhekésitykseksi voi olla haastavaa. Virhekasitykset tekee haastavaksi
niiden tunnistamisen lisédksi niiden moniulotteiset syyt, jotka voivat olla lahtoisin
pitkdnkin ajan takaa. Virheen ja virhekasityksen erottaminen voi olla hankalaa, ei-
ké niitd tule sekoittaa osaamattomuuteen (Kadarisma 2020). Yleisesti ottaen, jos
virhekuviot ovat ratkaisuissa systemaattisia ja toistuvia, voidaan ne nahdé olevan
seurausta virhekésityksestd (Sarawadi 2014).

Vadrin opittu asia on saattanut olla pitkdn aikaa osa oppilaan ajatusprosessia,
minka myo6ta virhekésityksistd ulosoppiminen voi olla hankalaa. Késitteen tai aiheen
todellinen oppiminen vaatii, ettd ensin opitaan pois vanhasta ja virheellisesta paa-
telmésta. Oppijalla on voinut kehittyd ajatteluun tietyt yksinkertaistukset, jonka
avulla han on ratkaissut tehtavid tdhan mennessa ja esimerkiksi alakoulun aikana
virhekasitykset eivit ole valttamétta nakyneet suoraan tuloksissa, mutta suurena ris-
kin& on, ettd vaikeudet ja ongelmat ilmenevit myohemmin opinnoissa myos tulosten
muodossa. Lisdhaastetta virhekésityksesta pois kasvamiseen tuo myds se, ettéd vadrin
opittu paattely voi joskus tuottaa myos oikean vastauksen. Matematiikan luonteen
johdosta virhekésityksia tulee aina olemaan ja opettajan nakdkulmasta on myos tér-
keda ottaa huomioon se, ettd vaikka oppilaalla olisikin virhekésitys tai -kasityksia,
ei se kerro valttdméatta hanen oppimiskyvyistddn mitdan. (Ojose 2015)

Virhekésitykset voivat pysya pitkddnkin oppilaan matemaattisessa padttelyssé,
joten niiden tarpeeksi aikainen havaitseminen ja puuttuminen on erityisen tarkeaé.
Opettajan rooli on merkittava niin virhekasityksen havaitsemisessa, kuin niista ulos
opettelusta. Oppikirjoissa ei erilaisiin virhekésityksiin aina pureuduta tarkemmin,
jolloin vastuu virhekasitysten "diagnosoinnista'" ja poisoppimisesta jad opettajalle.
(Ojose 2015)

Seuraavissa alaluvuissa tutustutaan erilaisiin yleisiin virhekésityksiin, joita il-
menee eri matematiikan osa-alueilla. Késiteltavit osa-alueet on valittu tdméan tut-
kielman tutkimusaineistoon valittujen tehtavien perusteella ja ndmé osa-alueet ovat
geometria, algebra ja prosenttilaskenta.
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4.1 Virhekisitykset geometriassa

Geometrian késitteisiin liittyvien hierarkioiden johdosta geometriassa esiintyvat vir-
hekésitykset ovat Van Hielen teoriaan nojaten erityisen haastavavia myohempaa op-
pimista ajatellen. Oppilaan geometrisen késitteen muodostumisella on tirked mer-
kitys virhekésityksen muodostumisessa geometriassa.

Clements ja Battista (1992) mainitsevat, ettd muun muassa seuraavia tyypillisid
virhekasityksia esiintyy geometriassa:

e nelio ei ole nelid, jos sen kanta ei ole vaakasuora

e kolmio on aina tasasivuinen

e jos kuviolla on nelja sivua, on se nelio

e kolmion pinta-alaa laskettaessa kolmion korkeus on aina kannan viereinen sivu
e jana ei ole halkaisija, mikéli se on pysty- tai vaakasuora

e kulmalla on oltava vaakasuora kylki

e nelikulmion kulmien summa on sama kuin kuvion pinta-ala

e nelion pinta-ala voidaan laskea Pythagoraan lauseen avulla

4.2 Virhekisitykset algebrassa

Opiskelijalla voi usein olla valmiiksi erilaisia virhekésityksiéd, kun opinnot algebran
parissa alkavat. Algebraan liittyy uudenlaisten symboleiden ja lausekkeiden késit-
telyd, mikd eroaa yksinkertaisesista artimeettisista menetelmistd. Virhekasitykset
aiheuttavat merkittavia haasteita monimutkaisempien matematiikan késitteiden ja
menetelmien oppimisessa. Algebran opiskelu siséltaéd esimerkiksi yhtéloiden, epéayh-
téloiden ja erilaisten lausekkeiden késittelyd. (Ojose 2015)

Tyypillisista algebraan liittyvisté virhekésityksista Ojose mainitsee muun muassa

e crinimiset termit summataan keskendéan esim. 2z + 4 + 3z = 9z

e samannimisten termien yhteenlaskussa mahdolliset eksponentit lasketaan myos
yhteen esim. 2% 4 2% = 2* tai 22 + 2% = 22%

e yhtédlonratkaisussa termi siirretdén toiselle puolelle ilman merkin vaihtoa esim.
r—7T=-7T=— z=-14

e rationaalilauseke sievennetééin ilman tekijoihin jakoa esim. >z* =z

e epayhtélon jakaminen negatiivisella ei vaikuta tuloksen merkkiin esim. —5z <
10 = < -2

Téarkeé osa algebran taitojen kehityksessa on kirjainmuuttajan ymmaéartaminen.
Kiichemann (1981) késittelee teoksessaan kirjainmuuttujan ymmérryksen eri muoto-
ja ja tasoja. Teoksessa esitetdan mallia, joka sisdltda kuusi erilaista muotoa ja tasoa
kirjainmuuttujan ymmaéartamisesséd. Naitd ymmarryksen muotoja esitetadan taulukos-

sa [Il
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Ymmarryksen muoto Muuttujan merkitys oppilaalle

Kirjaimen arviointi kirjain on tehtévin vastaus ja sille an-
netaan numeerinen arvo

Kirjaimen poisjattaminen kirjain jétetddn kokonaan huomioimat-
ta laskua tehdessa

kirjaimen yhdistdminen objektiin kirjain kuvaa tai on lyhenne jostain

konkreettisesta objektista

kirjain kuvastaa tuntematonta lukua | muuttuja voidaan ratkaista, mutta kir-
jain ndhddan kuvaavan yhtd tiettya
tuntematonta lukua

kirjain voi kuvata useampaa lukua muuttujan ratkaisu voi olla useampi,
kuin yksi luku
kirjain ymmaérretddn muuttujana muuttujan arvot riippuvat muuttujien

valisesta systemaattisesta suhteesta

Taulukko 1: muuttujakésitteen ymmaértdmisen taso Kiichemann (1981)

4.3 Virhekasitykset prosenttilaskennassa

Prosenttilaskenta kytkeytyy vahvasti aritmetiikkaan. Aritmetiikan perustaidot eli
yhteen-, vahennys-, kerto- ja jakolaskutaidot ovat kiinted osa prosenttilaskentaa.
Murtolukujen ja desimaalilukujen hahmottaminen ja néiden parissa tapahtuvien
laskuoperaatioiden hallitseminen on merkittiavan térkead. Monet prosenttilasken-
nassa esiintyvistd virhekasityksistd voivatkin olla seurausta virhekésityksista liit-
tyen murtolukuihin ja desimaalilukuihin. Ojose mainitsee teoksessaan murtolukui-
hin, desimaalilukuihin ja suoraan prosenttilaskentaan liittyvistd virhekasityksista
muun muassa

e murtolukujen yhteen- ja viahennyslaskussa osoittajaa ja nimittdjaa kasitellaan

erillisind lukuina esim. % + % = %

e Murtoluku, jolla on suurempi nimittédja on suurempi esim. % > %

e Kokonaislukua jaettaessa murtoluvulla osaméird muutetaan tuloksi, mutta
murtolukua ei muuteta sen kddnteisluvuksi esim. 9 : % =9. %

e Luku, jolla on enemmaén desimaaleja on suurempi esim. 1,12 > 1,2

e Kerrottaessa desimaalilukua kymmenluvulla lisdtdan nolla, mutta ei siirreta
pilkkua esim. 2,4 - 10 = 2,40

e desimaalilukujen tulossa pilkun merkitysta paikkajérjestelméin ei tunnisteta
esim. 0,1-0,1 =0,1

e Desimaalia muunnettaessa prosenttiluvuksi pilkkua siirretddn vaérdaan suun-
taan esim. 0,25 = 0,0025%
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5 Tutkimuksen toteutus

Téassé luvussa esitetdaén tutkimuksen aineisto ja tutkimuskysymykset (luku 5.1),
tutkimuksen analyysiprosessin vaiheet (luku 5.2) sekd tutkimuksessa hyodynnetty-
jen ylioppilastehtavien tehtdvinannot seké niiden malliratkaisut ja YTL:n esittamat
hyvén vastaukset piirteet (luku 5.3). Malliratkaisut on tehty erikseen juuri taté tut-
kielmaa varten.

5.1 Tutkimusaineisto ja tutkimuskysymykset

Tassa tutkimuksessa on tarkoituksena tarkastella ja selvittaa lukion lyhyen matema-
tiikan opiskelijoiden matemaattisia perustaitoja ja loytaé yleisid virheita ja virhe-
késityksié liittyen perustaitoja vaativiin tehtéaviin. Tutkielman tutkimuskysymykset
ovat:

- Millaiset ovat lukion péattavien lyhyen matematiikan opiskelijoiden
matematiikan perustaidot?

- Mité virheita ja virhekésityksia esiintyy perustaitoja vaativien ylioppi-
lastehtavien ratkaisuissa?

Tutkimuksen aineistona toimii kuusi lyhyen oppiméardn matematiikan sédhkoista
ylioppilastehtévéaa vuosilta 2019-2021. Aineisto koostuu Ylioppilastutkintolautakun-
nalta saadusta tutkimuskiyttoon tarkoitetusta korpusaineistosta, joka koostuu sa-
dasta anonyymistd ratkaisusta kutakin késiteltdvaa tehtdvad kohden. Ratkaisujen
lisdksi myoOs niiden tehtavikohtaiset pisteméadrat ovat aineistossa mukana. Piste-
méaristd kertovat aineistot on jaettu kahteen osaan, joista toinen sisaltaé tehtévan
anonyymien ratkaisujen pisteméarat ja toinen sisdltda kaikkien kyseisen tehtavan
tehneiden kokelaiden pisteméaarit.

Kaikki kuusi tutkimuksessa késiteltdavaa tehtavaa ovat matematiikan lyhyen op-
pimééran tehtévia. Tehtavisté kaksi (kevadn 2019 tehtéva 3 ja kevadn 2021 tehtévi 3)
on valittu A-osiosta ja loput neljé tehtavaa ovat kaikki valittu Bl-osiosta. Tutkimuk-
seen valikoidut tehtavat valittiin sen perusteella, kuinka kattavasti kyseinen tehtava
mittaa nimenomaan matematiikan perustaitoja. Kukin tehtéva on tdysin ratkais-
tavissa matematiikan perustaitoja hyodyntdmalld, pois lukien kevadan 2021 tehtéava
3, joka sisaltaa osittain perustaitoja kehittyneempia taitoja vaativia tehtavénosia.
Tasta syysta tdman tehtavin kohtaa 6 ei késitella tassa tutkielmassa lainkaan.

5.2 Analyysiprosessin kuvaus

Analyysiprosessi aloitettiin kdymaélla yksityiskohtaisesti lapi opiskelijoiden ratkaisuja
tehtava kerrallaan. Ensimmaisend tarkasteltiin tehtévan ratkaisun yleisté luonnetta
eli onko oppilas ymmaértanyt tehtavian ja onko hanella ollut tarvittavat taidot tehté-
van oikean ratkaisun saavuttamiseksi. Mikéli opiskelija ei ollut onnistunut ratkaise-
maan tehtévad oikein, kirjattiin tdmaé ylos ja kuvailtiin sanallisesti samalla kyseisen
ratkaisun virheen tai virheiden laatu. Ensimmaiselld analysointikerralla virhetyypit
kuvailtiin tarkasti kyseisen ratkaisun pohjalta.

Kaikkien ratkaisujen lapikdymisen jalkeen, analyysiprosessin seuraavassa vaihees-
sa pyrittiin ratkaisujen virheet luokittelemaan eri virhetyyppeihin, kuten esimerkiksi
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"virhe kolmion korkeusjanan tulkinnassa" tai "virhe prosenttimuunnoksessa." Kun
erilaiset virhetyypit kunkin tehtdvan ratkaisuille oli 16ydetty ja maéaritelty, kuhun-
kin virhetyyppiin sopivien ratkaisujen esiintyvyydet laskettiin ja taulukoitiin. Virhe-
tyyppeja tarkasteltiin mahdollisuuksien mukaan my6s laajemmin, mihin matematii-
kan osa-alueeseen virheet voidaan sijoittaa eli esimerkiksi liittyiko virhe geometriseen
tulkintaan vai oliko kyseessé esimerkiksi laskennallinen virhe.

Lisdksi tutkimusaineistoa analysoitiin tehtévian pisteytysten mukaan ja tarkas-
teltiin, millaisella tasolla opiskelijoiden osaaminen oli pisteiden valossa erityyppisien
tehtavien kohdalla. Tutkimusaineiston ratkaisujen pisteméaarien esiintyvyyksid ver-
tailtiin lopulta my6s kaikkien ratkaisujen pistemaéériin ja arvioitiin kuinka hyvin néa-
ma 100 ratkaisua edustivat koko kyseisen tehtévin tehneiden kirjoittajien joukkoa.

5.3 Tehtavanannot, hyvan vastauksen piirteet ja malliratkai-
sut

5.3.1 2019 kevit, matematiikka lyhyt oppiméaara, tehtava 3. Varikis lip-
pu

Seychellien lipussa (kuva on viisi eri varid kuvan mukaisesti. Kuinka monta pro-
senttia kukin vari peittda koko lipun pinta-alasta?

Kuva 2: Seychellien lippu, YTL 2019 Léhde: Prog Zoo.

Jaetaan punainen alue kahtia lipun lévistajén avulla. 1
Sinisen, keltaisen ja ylemmén punaisen kolmion korkeus on 150 ja kanta 100, eli
kunkin pinta-ala 7 500. 3

Vihreén, valkoisen ja alemman punaisen kolmion korkeus on 300 ja kanta 50, eli
pinta-ala 7500.

Koko lipun pinta-ala on 300 - 150 = 45 000.

Punaisen suhteellinen osuus on siten % = l,

~ 33 %

ja neljdn muun vérin osuus on é

~ 17 %.

— e e W

Kuva 3: Hyvén vastauksen piirteet, YTL

Malliratkaisu

Koko lipun pinta-ala lasketaan suorakulmion pinta-alan kaavaa hyddyntaen:

Ajippu = kanta - korkeus = 300 - 150 = 45000.
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Kuva 4: Kuva malliratkaisun tueksi. Lippu on halkaistu siten, ettd punainen osuus
kooostuu kahdesta kolmiosta.

Sinisen kolmion pinta-ala lasketaan kolmion pinta-alan kaavan avulla:

kanta - kork
4, = 2 201« W _ (100 - 150)/2 = 7500.

Sinisen osuus koko pinta-alasta:
7500 1

—— === 17%.
45000 6 [

Vihreén kolmion pinta-ala:
(150 — 100) - 300 15000

Ay = = 7500.
2 2

Vihredn osuus koko pinta-alasta:

7500

——— =1/6 = 17%.

45000 /6 [he
Keltaisen kolmion pinta-ala:

200 —100) - 150 15000
Ap = ( ) = = 7500.
2 2
Keltaisen osuus koko pinta-alasta:
7500 1

—— === 17N%.

45000 6 %
Valkoisen kolmion pinta-ala:

100 — 50) - 300
Aya = ( 5 ) = 7500.

Valkoisen osuus koko pinta-alasta:

7500

——— =1/6 = 17%.

45000 /6 [he

Punainen osa koostuu kahdesta kolmiosta, joiden pinta-alat yhteen laskemalla saa-
daan ratkaistua punaisen osan pinta-ala:

A, = ((300 — 200) - 150)/2 + (50 - 300)/2 = 15000.

Punaisen osan osuus lipun pinta-alasta:

15000 1
15000 3 58
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5.3.2 2019 kevit, matematiikka lyhyt oppiméiiri, tehtiavi 5. Paljonko
tolkissa on ilmaa?

Maitotolkki (kuva [5]) sisdltdd 1,75 litraa maitoa. Tolkin pohja on nelio, jonka sivun
pituus on 9,25 cm. Tolkin sisdosan kokonaiskorkeus on 23,0 cm, ja sen alaosa koostuu
suorakulmaisesta sdrmiosté, jonka korkeus on 20,0 cm. Tolkin yldosa muodostuu
pyramidista. Kuinka paljon ilmaa on avaamattomassa maitotolkissi?

Kuva 5: Maitotolkki, YTL

Koska yksi litra vastaa yhtd kuutiodesimetrié, niin télkissd on 1750 kuutiosent-
timetrid maitoa.

Sérmién tilavuus on (9,25)% - 20 = 1711,25.

Pyramidin tilavuus on £(9,25)%(23 — 20) = 85,5625.

Tolkin tilavuus on siten noin 1797 kuutiosenttimetria,

joten ilmaa on téydessé maitotolkissd 47 kuutiosenttimetrié.

BN = NN

Kuva 6: Hyvin vastauksen piirteet, YTL

Malliratkaisu

Maitotolkisséa 1,75 litraa maitoa, mikd on Sl-jérjestelméssi 1,75 dm® = 1750 cm?®.
To6lkki muodostuu suorakulmaisesta sarmiosté ja neliGpohjaisesta pyramidista. Sér-
mion tilavuus saadaan laskettua kertomalla pohjan pinta-ala sdrmicn korkeudella:
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V,=9,25cm-9,25 cm - 20 cm = 1711,25 cm?

Maitotolkin pyramidiosan tilavuus saadaan laskettua pyramidin kaavan avulla:

1
Vo = gA - h, jossa A on pyramidin pohjan pinta-ala ja h on pyramidin korkeus.
Pyramidin korkeus saadaan vdhentamalla tolkin kokonaiskorkeudesta sen sdrmic-

osan korkeus. Nain ollen pyramidin tilavuudeksi saadaan:

1
V, = 3 9,25 cm - 9,25 cm - (23 ¢cm — 20 cm) = 85,5625 cm®
Tolkin kokonaistilavuus saadaan laskemalla yhteen sdrmidosan ja pyramidiosan ti-
lavuudet:

Viok = Vi +V,, = 1711,25 em® + 85,5625 cm® = 1796,8125 cm® ~ 1797 cm?

Taydessa maitotolkissd on ilmaa tolkin kokonaistilavuuden ja maidon tilavuuden
erotuksen verran eli

1796,8125 cm® — 1750 cm?® = 46,8125 cm?® ~ 47 cm?.

5.3.3 2019 kevat, matematiikan lyhyt oppimaéaéara, tehtava 7. Mikko vaih-
taa rahaa

Mikko léhtee matkalle Varsovaan ja Prahaan. Han joutuu vaihtamaan rahaa useita
kertoja ennen matkaa ja matkan aikana. Jokaisessa vaihdossa hdn menettaéd vaihto-
tappiona 5 prosenttia rahan arvosta. Han vaihtaa 300 euroa Puolan ztotyiksi ja 200
euroa T8ekin korunoiksi. Hén ei muista, milld kurssilla vaihto suoritettiin, mutta
pitaa kirjaa siitd, kuinka suuri osuus rahoista tulee kaytettya.

Puolassa han huomaa, ettd kolmasosa zloteista on jadnyt kayttaméattd, ja hén
vaihtaa ne lahtiessddn TSekin korunoiksi. Kotiin tullessaan hénelld on vield viidesosa
kaikista korunoista jaljelld, ja hén vaihtaa ne takaisin euroiksi.

Kuinka monta euroa hén saa takaisin? Anna vastaus euron tarkkuudella.

Malliratkaisu

Jokaisella vaihdolla Mikko menettda vaihtotappiona 5 % rahan arvosta eli hanelle
jaa vaihdosta 95 % rahan alkuperéiisesta arvosta. Alkutilanteessa Mikko vaihtaa 300
euroa Puolan Zlotyiksi ja 200 euroa TSekin korunoiksi.

Ensimmaisen vaihdon jélkeen hénelld jaa (1 — 0,05) - 300 e = 285 euron arvosta
zlotyja ja (1 — 0,05) - 200 e = 190 euron arvosta korunoita.

Puolasta lahtiessadn hanelld on kolmasosa zlotyisté jaljella eli L§5 = 95 euron
arvosta zlotyja ja hén vaihtaa ne korunoiksi, jolloin hanelle jaa 95 - 0,95 = 90,25
euron arvosta korunoita. TSekkeihin padstydan hénelld siis on yhteensd 190 + 90,25
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Lasketaan eri valuuttojen arvot euroissa eri vaihtohjen jélkeen. 1
Ensimmaisen vaihdon jilkeen zloteja on 285 e ja korunoita 190 e

Puolen osuuden jilkeen jiljelld on 285/3 = 95 euron arvosta zloteja, jotka vaihdon
jalkeen ovat 90,25 euron arvosta korunoita.

Yhteensé korunoita on siis 280,25 euron arvosta.

Tsekin osuuden jélkeen jéljelld on 280,25/5 = 56,05 euron arvosta zloteja.
Vaihtotappion jalkeen Mikolle jaa noin 56,05 - 0,95 = 53,25 euroa.

TAI

Tehtéviissi osa rahoista vaihdetaan kolme kertaa, osa kaksi kertaa.

Euroista zlotyjen ja korunien kautta takaisin euroiksi tulee vaihdettua 300- % . % =
20 euroa,

eli kolmen vaihdon seurauksena Mikko saa takaisin 20 - (0,95)* = 17,15 euroa.
Euroista korunien kautta takaisin euroiksi tulee vaihdettua 200 - % = 40 euroa,
eli kahden vaihdon seurauksena hin saa takaisin 40 - (0,95)? = 36,10 euroa.
Yhteensd hén saa takaisin noin 53,25 euroa.

Vastaukseksi kelpaa myos 53 euroa.

3%} NN W

NN NN

Kuva 7: Hyvin vastauksen piirteet, YTL

= 280,25 euron arvosta korunoita, kun lasketaan mukaan ensimmaéisesté vaihdosta
saadut korunat.
Kotiin tullessaan on hinelld viidesosa korunoista jaljella eli % = 56,05 euron

arvosta korunoita ja hén vaihtaa ne takaisin euroiksi, jolloin hén saa takaisin 56,05 -
0,95 = 53,2475 =~ 53 euroa.

5.3.4 Kevit 2020, matematiikan lyhyt oppiméara, tehtava 7. Suklaarasia

Suklaakonvehtirasia (kuva |8) on muodoltaan siarmio, jonka pohja on sdédnnollinen
kahdeksankulmio. Kahdeksankulmion sivun pituus on 4,2 cm ja rasian korkeus 6,6
cm. Laske rasian tilavuus.

Kuva 8: Suklaarasia, YTL
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Tehtévéan vélivaiheet voi laskea myos desimaaliluvuilla.

Kahdeksankulmio saadaan neliosté poistamalla jokaisesta kulmasta suorakulmai-
nen kolmio.

Téllaisen kolmion kateetin pituus on 1—\/%
ja pinta-ala % . W 3

Nelioén pinta-ala on (4,2 + 2 - 1—\/%)2
Kahdeksankulmion pinta-ala siis (4,2 4 2 - 4—\/;)‘ — 2% -4

—
N

s
W NN NN

= Tilavuus on pohjan pinta-ala kertaa korkeus, eli n. 560 cm?.
TAI

Kahdeksankulmio muodostuu kahdeksasta tasakylkisestd kolmiosta.
Kérkikulma on 360°/8 = 45°.

Puolet kérkikulmasta on siis 22,5°

ja kolmion korkeus r =

== =
NN

1
2tan(22,5°) "

1
2tan(22,5°) 2
Kahdeksankulmion pinta-ala on 8 -

Kolmion ala on siis
1 1.1

2tan(22,5°) 2 )

= Tilavuus on pohjan pinta-ala kertaa korkeus, eli n. 560 cm?.

TAI

Kéytetty GeoGebran pinta-ala tai tilavuus -toimintoa riittévilla selityksilla.

W N N DD o~

Kuva 9: Hyvéin vastauksen piirteet, YTL

Malliratkaisu

Sarmion tilavuus saadaan laskettua kertomalla sdrmion pohjan pinta-ala sdrmion
korkeudella eli kaavalla V=Ah. Suklaarasian pohja on sdénnéllinen kahdeksankul-
mio, jonka sivun pituus 4,2 cm. Kahdeksankulmion pinta-ala voidaan laskea kuvan
mukaisesti nelion avulla, jonka kustakin kulmista on poistettu suorakulmainen tasa-
kylkinen kolmio, jonka hypotenuusan pituus on 4,2 cm. Kolmion pinta-ala saadaan
laskettua ratkaisemalla ensin kateettien pituudet Pythagoraan lauseen avulla:

a’ + b = 2.

S
|

Koska kateetit ovat yhta pitkat eli
yksinkertaistaa:

b, voidaan Pythagoraan lauseen kaavaa

a’ +a®> =% = 24% = 2.

Sijoitetaan kaavaan hypotenuusan pituus ja ratkaistaan kateettien a pituus:

2a% = 4,2% || : 2

, 4,22 I
a” = —
5 IV
4,2
a=—

V2
Yhden kolmion pinta-ala voidaan nyt ratkaista:
1, 1 42 42 1 422 422
Akolmio:_a = 8 T =T =3 a4 = -
2 2 V2 V2 2 2 4
Neliostd on poistettu nelja kolmioita ja ndiden kolmioiden yhteispinta-ala on 4 -

4,22/4 = 4,22,

Nelion yhden sivun pituudeksi saadaan:

42 42 4,2

2 4242
V2 V2 V2

4,2
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4.2 42

[} 4.2 o

Kuva 10: Malliratkaisun tueksi GeoGebralla hahmoteltu kuva.

Nain ollen nelion pinta-alaksi saadaan:

4,2
Aneié'): 472+2;2
1 ( \/5)

Sarmion pohjan pinta-ala saadaan laskettua vihentamallé neljéan kolmioiden yhteispinta-
ala nelion pinta-alasta:

4.9
A putmio = (4,2 +2- —=)? — 4,2* ~ 852 cm?

V2

Suklaarasian tilavuus ratkaistaan kertomalla pohjan ala sdrmion korkeudella:

Viarmis = 85,2 cm? - 6,6 cm ~ 562 cm?
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5.3.5 Syksy 2020, matematiikan lyhyt oppiméiéira, tehtivi 5. Maankiy-
ton muutos

Hallitustenvélisen ilmastopaneelin (IPCC) vuoden 2019 raportissa hyddynnettiin
maankayton tilastoja vuodelta 2015 . Niiden mukaan jadttomésta maanpinnasta
on ihmisen kdytossa 72 % ja loput 28 % on kiyttamattd. Oletetaan, ettd maankiytto
muuttuu vuosien 2015 ja 2030 valilla seuraavilla tavoilla: Kasvispitoisempaan ruoka-
valioon siirtyminen vihentad laidunmaan pinta-alaa kymmenellda prosentilla. Tama
pinta-ala muuttuu viljelysmaaksi. Viisi prosenttia kiayttaméttomasta osasta otetaan
kiyttoon talousmetsdna. Laske naiden oletusten perusteella eri maankéyttotapojen
prosenttiosuudet vuonna 2030.

5. Maankaytén muutos

5. A Taulukko: Maankaytté vuonna 2015

Kayttamatta: 28 %
Kaytossa: 72 %

- rakennetut alueet: 1 %
- vilielysmaa: 12 %

- laidunmaa: 37 %

- talousmetsa: 22 %

Lahde: Intergovernmental Panel on Climate Change. https://www.ipcc.ch/report/srccl/. Viitattu: 25.9.2019.

Kuva 11: Aineisto maankiyton muutos-tehtavian

Kéyttdmaton maa: 0,28 - (1 — 0,05) = 27%.
Asutusalueen osuus pysyy ennallaan.

Laidunmaa: 0,37 - (1 —0,1) ~ 33%

Viljelysmaa: 0,12 + 0,1 - 0,37 ~ 16%

Talousmetsé: 0,22 + 0,05 - 0,28 ~ 23%

Kéytossi olevan maan osuus: 0,72 + 0,05 - 0,28 =~ 73%

_ W W N =N

Kuva 12: Hyvén vastauksen piirteet, YTL

Malliratkaisu

Vuonna 2015 laidunmaan osuus maanpinnasta on 37 %. Kasvipitoisempaan ruoka-
valioon siirtyminen viahentdd vuoteen 2030 mennessd laidunmaan pinta-alaa kym-
menelld prosentilla eli vuonna 2030 laidunmaan pinta-ala on 90 % vuoden 2015
laidunmaan pinta-alasta. Nain ollen vuonna 2030 laidunmaan pinta-ala on:

0,37-(1-0,1) =0,37-0,9 = 0,333 = 33%.

Laidunmaan pinta-alasta vihennetty 10 % siirtyy viljelysmaaksi, jolloin viljelysmaan
pinta-alan uusi osuus saadaan lisiamalla vuoden 2015 viljelysmaan pinta-alan osuu-
teen laidunmaan pinta-alasta vihennetty 10 % osuus. Néin ollen vuonna 2030 vilje-
lysmaan pinta-alan osuus on:

0,12+0,1-0,37 = 0,157 = 16%.
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Vuoteen 2030 mennessd 5 % kiyttaméttoméan maan pinta-alan osuudesta otetaan
kayttoon talousmetsana, joten kayttamattoméan maan pinta-alan osuus vuonna 2030
on:

0,28 - (1 —0,05) = 0,28 - 0,95 = 0,266 ~ 27%.

Vuonna 2030 talousmetsdn osuus maapinta-alasta saadaan lisdamalld kayttamat-
tomén maan pinta-alasta poistettu osuus vuoden 2015 talousmetsdn pinta-alaan.
Vuonna 2030 talousmetsédn pinta-alan osuus on:

0,22 + 0,05 - 0,28 = 0,234 ~ 23%.

Kayttamattoméan pinta-alan osuudesta poistettu 5 % siirtyy siis kidytossa olevaan
maapinta-alaan eli vuonna 2030 kiytossé olevan pinta-alan osuus saadaan lisddmaél-
14 tdmé osa vuonna 2015 kiytossd olevan pinta-alan osuuteen. Siis vuonna 2030
maanpinnasta ihmisen kaytossa on:

0,72 + 0,05 - 0,28 = 0,734 =~ 73%.

Rakennettujen alueiden osuus ei muutu vuosien 2015 ja 2030 valilla. Maankayttota-
pojen prosenttiosuudet ovat siis vuonna 2030:

Kayttamatta: 27 %

Kiytossa: 73 %

- Rakennetut alueet: 1 %

- Viljelysmaa: 16 %

- Laidunmaa: 33 %

- Talousmetsa: 23 %

5.3.6 Kevit 2021, matematiikan lyhyt oppimaéaara, tehtavi 3. Kaavoja

Matematiikan sovelluksissa kiytetddan erilaisia kaavoja. Téssé tehtdvané on joko rat-
kaista kysytty suure kaavasta (kohdat 1-4) tai laskea sen lukuarvo (kohdat 5 ja 6).
Jokaisesta osatehtavistéa voi saada 2 pistetté.

. Ratkaise aika ¢ : v = vy + at.

. Ratkaise moolimassa M :n = 7.
. Ratkaise nopeus v : F = %mv?

. Ratkaise kateetin pituus a : a® + b* = ¢*.
. Laske sdde r : V' = 4?3, kun V = 2.

. Laske aika ¢ : K = k(1 + )", kun K = 1000, k = 500 ja p = 2. [h]

100

DO W N~
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Malliratkaisu

1.

1)
o 1
Merkkivirhe, esim. ¢ = “= 1
Mn=m (1)
1
M
/£ 1
2
Jakolaskut sieventdmitt, esim. v = 1
1)
a=e b, 1
a =4V — 1 tai a = —V/c® — b? vastauksena -1
© V' sijoitus oikein [2 = 4 =& tair® =0477464. . |. 1
 Ratkaistu r oikein [r = {/3¥ Y2 = /L tair~0781592.. | 1
Virhe sijoituksessa, ei muuta tehtévin luonnetta [2 = 4"—71] max1
o Sijoitukset oikein [1000 = 500(1 + ;)¢ TAT 1000 = 500(1,02)(]. 1
o Ratkaistu ¢ oikeaoppisesti |t = p%5; = log; g, 2 ~ 35,002....] 1
1000 = 500(1 + ﬁt). 1000 = 500(1 + 755)¢ tms. vakava virhe sijoituksessa; 0
vrt. laskettu sulkeilla, joita ei kirjoitetu nakyviin. max1
Virhe sijoituksessa, ei muuta tehtiivin luonnetta [500 = 1000(1 + 135)']- max1
Perusteltu kokeiluratkaisu kily (todettu monotonisuus seki 34,5 liian pieni, 35,5
lilan iso), pelkki 35 testaus ei riité.
Kahdessa viimeisesséd kohdassa vastaus voi olla tarkkana arvona tai likiarvona.
Kaikki tarkkuudet kayvit.
Kahdessa viimeisessi kohdassa vastauksessa tarkka arvo oikein ja likiarvo vésrin. | —0

Kuva 13: Hyvén vastauksen piirteet

v—vy=at ||:a

nM =

28 = mv? |
2F

A+ =7 || -0
(ZQZCZ—b2 H\/
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V = V=2
3 )
473
=2 |-3
= =2 |
4o =6 || : 4w
6
3—_

= =2~ 782
" A7 or ’

Tehtavan 6. kohtaa ei tassa tutkielmassa kasitella.
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6 Tutkimustulokset

6.1 2019 kevat, matematiikka lyhyt oppimaara, tehtava 3.
Varikas lippu

Téssé tehtdvassa oli tarkoituksena laskea Seychellien lipusta kunkin virin osuudet
lipun kokonaispinta-alasta. Vastauksen tuli olla annettuna prosenttimuodossa. Teh-
tavasséd kuinkin vérin pinta-alan osuudet pystyttiin ratkaisemaan kolmion pinta-alan
sdantojen ja kaavan avulla. Tehtdva kuuluu A-osioon eli tehtéva ei ole ollut valin-
nainen kenellekkdéan kokelaalle.

Tehtévasta oli jaossa 12 pistetta. Tassa tutkielmassa tarkasteltujen ratkaisujen
pistekeskiarvo oli 6,8 pistettd. Yleisin pistemédra tehtavista oli tdydet 12 pistetta
(23 kpl) ja toiseksi yleisin oli 0 pistettd (18 kpl). Kaikkien pisteméérien jakaantu-
minen on esitettynd taulukossa [2] Lisdksi tarkasteltavien ratkaisujen pisteméadrien
jakaumaa verrattaan koko kokelasjoukon pisteméérien jakaumaan kuvassa [14]

Pisteiden jakaumat ratkaisujen kokelaiden ja kaikkien kokeeseen osallistuneiden
kokelaiden vélilla olivat pitkilti samanlaiset. Keskiméarin ratkaisujen kokelaat suo-
riutuivat hieman heikommin verrattuna koko kokelasjoukkoon (keskiarvo 7,2 pistet-
té).

Pistemiira | Esiintyvyys (kpl)
0 18
1 1
2 1
3 8
4 7
) 6
6 3
7 10
8 2
9 3

10 10
11 8
12 23

Taulukko 2: Ratkaisujen pisteméérét ja niiden esiintyvyydet (N=100).

aaaaaaaaa

Kuva 14: Ratkaisujen kokelaiden seké kaikkien kokelaiden pisteméérien osuuksien
jakautuminen.
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Virheité tai virhekasityksia esiintyi kokonaisuudessaan 60 oppilaalla. Virheet oli-
vat luonteeltaan ja laadultaan kirjavia. Osa virheistd oli suoraan tunnistettavas-
ti virhekésityksista johtuvia késitteellisid virheitd ja osa taas huolimattomuudesta
mahdollisesti johtuvia merkintd- tai muotoiluvirheité, kuten esimerkiksi lopullisen
ratkaisun antaminen ei-pyydetyssd muodossa.

Ratkaisuista 16ytyi seitseméé eri virhetyyppié, joista kaksi liittyy suoraan geo-
metrian osaamiseen, nelja laskennallisiin virheisiin ja yksi prosenttilaskennan osaa-
miseen. Virhetyypit ja nédiden esiintyvyydet ovat esitettyné taulukossa [3] Yhteen-
sé erilaisia virhetyyppeja 10ytyi kokonaisuudessaan 77 kappaletta 60 eri oppilaalla.
Naista 17 oppilaalla esiintyi useampaa kuin yhta virhetyyppié.

Virhetyyppi esiintyvyys (kpl)
virhe kolmion korkeusjanan tulkinnassa 27
Kolmion pinta-alan kaava 4
Virhe prosenttimuunnoksessa 3
puutteelliset kirjaukset laskuissa 13
Laskuvirhe 18
Vastausta ei ole annettu pyydetyssd muodossa 5t
Ei taitoja ratkaista tehtavaa 7
Yhteensa 77

Taulukko 3: Virhetyypit ja niiden esiintyvyydet.

Yleisin virhetyyppi liittyi virhekésitykseen kolmion korkeuden maarittamisessa.
Tama virhetyyppi ilmeni 29 vastauksessa. Korkeusjanan ymmartamiseen liittyvat
virheet nakyivit ratkaisuissa padasiassa kahdella tavalla.

Toinen korkeusjanaan liittyva puutteellinen tieto liittyy virhekésitykseen, etta
kolmion korkeus on kannan viereinen jana. Tamaé ilmeni muun muassa kuvan
tapaisesti. Kokelas on ratkaissut puuttuvan sivun pituuden Pythagoraan lauseen
avulla ja kiayttanyt sita virheellisesti kolmion korkeutena.

Toinen korkeusjanan puutteellisen ymmartamisen ilmenemismuoto oli kuvan
mukainen tilanne, jossa kokelas on osannut ratkaista suorakulmaisten kolmioiden
(vihred ja sininen kolmio) pinta-alat, mutta muiden kolmioiden pinta-aloja ei ole
edes yritetty ratkaista.

Toiseksi yleisin virhetyyppi oli lasku- tai huolimattomuusvirhe tehtavassé. Naissa
tapauksissa tehtdvé oli ymmérretty, tehtavaa oltiin ldhdetty ratkaisemaan oikealla
tavalla ja oikeaa pinta-alan kaavaa kiyttden, mutta ratkaisu oli laskuissa tapahtu-
neiden virheiden takia puutteellinen. Laskuvirheité esiintyi 18 oppilaan ratkaisus-
sa. Laskuvirheet olivat pédasiassa huolimattomia merkintévirheitd laskuissa, mitka
vaikuttivat lopputulokseen. MyGs pyoristdmisen kanssa oli ongelmia ja sita esiintyi
ajoittain laskujen keskella.

Kolmanneksi yleisin virhetyyppi oli laskujen puutteelliset kirjaamiset. Tata vir-
hetyyppié esiintyi viidellatoista oppilaalla. Tamé virhetyyppi nékyi ratkaisuissa pel-
kén vastauksen muodossa ilman mink&dnlaista selitystéd, kuinka ratkaisuun on p&a-
dytty tai miten se on laskettu. Vastaukset olivat osittain tai jopa kokonaan oikein,
mutta selitysten tdydellinen puuttuminen ei tuonut tehtavésta pisteita. Téata virhe-
tyyppia esiintyi neljallatoista oppilaalla.
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koko lipun pinta-ala 150 - 300 = 45000

. 7500
100-150 _ 7e0p D _ 16.666..% = 17%
1orakulmaisen kolmion pinta-al 2 prosentti osuus=45000

keltainen= lasketaan korkeus h pytagoran lauseella hyddyntéen sinistd kolmiota
100% + 150 = z? = 10000 + 22500 = z*

2% = 32500

/32500 = 180.27756...

- 180. 9013,878
100 180.27756 =9013,878 ——0,20030.. = 20%
keltaisen alueen pinta-ala= 2 prosentti osuus= 45000
valkoinen= hyodynnetdan vihredd kolmiota ja lask valkoisen kolmion kanta pytagoran lauseella=

3002 + 50% = 2290 000 + 2500 = z%
z = /92500 = 304.13812...

304.13812 - 50 — 7603,453

valkoisen kolmion korkeus on 50. pinta-ala= 2 prosentti osuus=

7603,453
Booo - 0,168965 = 17%

50300 _ 7599 00 _ 16.666.% = 17%
vihred=pinta-ala= 2 prosentti osuus= 45000

punaisen prosentti osuus on jéljelle jaava 0sa=17+20+17+17="T71
100 — 71 = 29-39v,
V= prosentti osuusdet ovat= sininen 17%, keltainen 20%, valkoinen 17%, vihreé 17%, punainen 29%.

Kuva 15: Kokelaalla virhekésitys, ettd kolmion korkeus maaraytyy kannan viereisesté
sivusta.

Lipun kokonaispinta-ala A =300 - 150 = 45 000
45000/ 100 =450=1%

1
. A = —ah
Kolmion pinta-ala 2
a = kolmion kanta
h = kolmion korkeus

Sinisen osuuden pinta-ala = (100 - 150) : 2 = 7500
Pinta-ala prosentteina kokonaispinta-alasta: 7500 / 450 = 16,666... %

Vihredn osuuden pinta-ala = (50 - 300) : 2 = 7500
Pinta-ala prosentteina kokonaispinta-alasta: 7500 / 450 = 16,666... %

Keltaisen osuuden pinta-ala =
Punaisen osuuden pinta-ala =
Valkoisen osuuden pinta-ala =

Kuva 16: Kokelas osannut ratkaista suorakulmaiset kolmiot, mutta ei muuta.
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Lipun kokonais pinta-ala prosentteina on 100% ,joten uskoisin ettd "lajittelu véreittdin" prosenttimaréllisesti
menisi niin:

sininen=20% | koska se on terivikulmainen kaistale

keltainen= 18% | hieman pienempi kuin sininen kaistale

punainen= 35% | ylivoimaisesti suurin pinta-alaltaan oleva viri

valkoinen= 15% | pieni kaistale, mutta suurempi kuin valkoinen

tummanvihreé= 12% | pienimmén pinta-alan omaava véri

20% + 18% + 35% + 15% + 12% = 100%

Kuva 17: Vastaus, jossa oikean ratkaisun piirteet puuttuvat.

Seitseméan oppilaan vastauksessa ei ollut mitdéan oikean ratkaisumallin piirteita
ja kokelailta puuttuvat taidot tehtévan ratkaisemiseksi. Osassa néissa vastauksissa
laskuja ei ole kirjattu nékyville vaan vastaukseksi on annettu arviot kunkin vérin
prosenttiosuuksista koko lipusta. Esimerkkina téllaisesta vastauksesta on esitettyna
kuvassa Kahdessa ratkaisussa on joitain laskuja kirjattuna, mutta ne ovat vir-
heellisia sisalloltaan. Néiden kokelaiden vastauksissa ei ole osoitettu minkdanlaista
osaamista kolmion pinta-alaan ja prosenttiosuuksien laskemiseen liittyen. Ratkaisun
selitysten puuttellisuuksien johdosta néiden kokelaiden kohdalla ei pystyté tarken-
tamaan, mitd mahdollisia virhekésityksia heilld esiintyy, eikd néin ollen kokelaiden
ratkaisuja ole huomioitu muissa virhetyypeissa.

Viiden kokelaan ratkaisussa virhetyyppind on vastauksen antaminen vaarissa
muodossa. Tehtavinannossa pyydetdan antamaan vastaus prosenttiosuutena, mut-
ta naissé ratkaisuissa vastaukset on annettu pinta-alana eikd niiden suhteena lipun
kokonaispinta-alaan. Naista kokelaista neljélla oli my6s jokin toinen virhetyyppi rat-
kaisuissa.

Neljén kokelaan ratkaisussa on virhetyyppind se, ettd kolmion pinta-alan kaava
ei ole tiedetty tai ymmarretty kayttda. Naissa ratkaisuissa on kuitenkin osoitettu
yleisesti ymmarrysta tehtédvan luonteesta.

Kolmen kokelaan ratkaisussa esiintyy selkeité puutteita prosenttiosuuksien laske-
misessa ja ymmartamisessa. Jokaisessa néiden kolmen kokelaan ratkaisussa oli myos
jokin toinen virhetyyppi, mutta ratkaisu sisélsi myos oikean ratkaisumallin piirteité.

6.2 2019 kevat, matematiikka lyhyt oppimaara, tehtava 5.
Paljonko tolkissa on ilmaa?

Tehtavissa on tarkoituksena laskea, minka tilavuuden verran ilmaa taydessa maito-
purkissa on. Maidon tilavuus ja télkin mitat on tehtdvassa annettu. To6lkki koostuu
alaosan sarmiostd ja yldosan pyramidista, joten tehtdvd mittaa kokelaiden kykya
laskea sdrmion ja pyramidin tilavuuksia. Myo6s yksikkomuunnosten hallitseminen on
tehtévassa keskeisessa osassa.

Tehtévasta oli jaossa 12 pistetta. Téassa tutkielmassa tarkasteltujen ratkaisujen
pistekeskiarvo tehtavéssa oli 7,6 pistetta. Yleisin pistemaara tehtavista oli taydet 12
pistettd (21 kpl) ja toiseksi yleisin oli 11 pistettd (11 kpl). Nolla pistetti tehtavasta
sai yhdeksan oppilasta. Kaikkien pistemééarien jakaantuminen on esitettyna taulu-
kossa [ Lisdksi tarkasteltavien ratkaisujen pisteméérien jakaumaa verrataan koko
kokelasjoukon pisteméérien jakaumaan kuvassa [18|

Pisteiden jakaumat ratkaisujen kokelaiden ja kaikkien kokeeseen osallistuneiden
kokelaiden vililla olivat pitkilti samanlaiset pisteiden keskiarvon ollessa kaikkien
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kokelaiden keskuudessa myos noin 7,6 pistetta.

Pisteméaira | Esiintyvyys (kpl)
0 9
1 3
2 3
3 3
4 5)
) 4
6 9
7 7
8 10
9 7

10 8
11 11
12 21

Taulukko 4: Ratkaisujen pisteméérit ja niiden esiintyvyydet (N=100).

Kaikki kokelaat Ratkaisujen kokelaat

Pistemaara Pistemzara

Kuva 18: Ratkaisujen kokelaiden seké kaikkien kokelaiden pisteméérien osuuksien
jakautuminen.

Virheita tai virhekésityksia esiintyi tehtavan ratkaisuissa 66 oppilaalla. Kymme-
nen kokelaan ratkaisussa oli useampi kuin yksi virhetyyppi. Virheiden laatu ja vaka-
vuus vaihtelee suuresti, mita kuvastaa hyvin se, etta virhetyyppeja kirjattiin kaikille,
jotka saivat 0-10 pistettd tehtédvastda. Kokeilaiden taitotasot ja virheiden vakavuu-
det eroavat merkittavisti, kun verrataan 0 pistettd saaneita kokelaita 10 pistettéa
saaneisiin kokelaisiin.

virhetyyppi Esiintyvyys (kpl)
Virhe pyramidin tilavuudessa 49
Virhe sédrmion tilavuudessa 2
Virhe yksikkémuunnoksessa 3
Laskut /selitykset puuttuvat 1
Lopputulos ei vastaa tehtavanantoon 6
Tehtévia ei ole osattu/ymmérretty 10
Yhteensa 71

Taulukko 5: Virhetyypit ja niiden esiintyvyydet (N=100).
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Virhetyyppeja oli yhteensa kuusi, joista kolme liittyi geometrian osaamiseen,
tarkemmin sdrmion ja pyramidin tilavuuteen sekéd yksikkémuunnoksiin. Virhetyy-
pit ja niiden esiintyvyydet ovat esitettynéd taulukossa [5] Virheista selkedsti yleisin
oli, ettd kappaleen pyramidin muotoisen osan tilavuutta ei osattu laskea oikein. Py-
ramidin tilavuuden laskemiseen liittyvid virheita esiintyi 49 kokelaan ratkaisussa.
Ylivoimaisesti merkittavin syy pyramidin tilavuuden laskemiseen liittyviin haastei-
siin johtui siitd, ettd pyramidin tilavuuden kaavaa ei tunnettu. Néitd esiintyi 48
tapauksessa. Kokelaat kiyttivit tilavuuden ratkaisemiseksi muun muassa saannolli-
sesta oktaedrista johdettua kaavaa, kuten kuvan [19| kokelas. Téassé tavassa kokelas
on tulkinnut virheellisesti, ettd tehtavin pyramidi olisi puolikas oktaedri ja néden ol-
len tehnyt kappaleen mittojen sijoitukset oktaedrin tilavuuden kaavaan ja jakanut
sen lopulta kahdella. Pyramidin tilavuuden virheellisesti laskeneista 49 kokelaasta
kahdella oli pyramidin tilavuuden kaava oikein, mutta laskussa oli kiytetty vadrien
sivujen mittoja.

Télkiin mahtuu ilman pyramiidista paiti 1,711 maitoa

Timi saadaan laskemalla suorakulmaisen sirmion tilavuuden kaavallaV = abc
V' =20,0-9,25-9,25 =1711,25

Vastaus muutetaan litroiksi

1711,25 ~ 1,71

y-2V2
Lasketaan pyramiidin tilavuus kaavalla 6

9,253/2
V= % = 186,547 ~ 0,19L

Muutetaan pyramiidin tilavuus litroiksi

Suorakulmaisen sédrmion ja pyramiidin tilavuudet yhteensé néyttédvt kuinka monta litraa tolkkiin mahtuu
019+1.71=1.9

1,9-1,75=0,15

Tistd voidaan laskea ettd avaamattomassa maitotdlkissd on 0,15L ilmaa

Kuva 19: Kokelas laskenut pyramidin tilavuuden sdannollisestd oktaedristd johde-
tusta kaavasta.

Toinen useammin ilmenevé tapa oli laskea pyramidi puolikkaana sérmioné, kuten
kokelas kuvassa Téssé tavassa mitat ja laskut ovat sinélldan oikein, mutta on
tehty vaara tulkinta, ettd pyramidi olisi kahtiajaettu séarmio.

Ensin lasketaan maitotdlkin suorakulmaisen sarmion tilavuus V; joka saadaan kertomalla sen korkeus, syvyys ja leveys.
Korkeus: 20,0 cm
Leveys: 9,25 cm
Syvyys: 9,25 cm
V =20,0 cm-9,25 cm- 9,25 em = 1711,25 cm®
Seuraavaksi lasketaan maitopurkin ylipassd olevan pyramidin tilavuus. Se saadaan kertomalla sen korkeus, leveys ja syvyys yhteen ja lopuksi jakamalla se kahtia,
Korkeus: 3,0 cm
Leveys: 9,25 cm
Syvyys: 9,25 cm
V=30cm-9,25 cm-9,25 cm
2
Sitten lasketaan suorakulmaisen sérmion ja pyramidin tilavuudet yhteen niin saadaan koko maitpurkin tilavuus.
1711,25 cm® + 128,343... cm® = 1967,9375 cm®
Muunnetaan vieli tulos oikeaan muotoon eli litroiksi
1967,9375 cm?®
e T 1,961
1000

=128,343... em®

Lopuksi lasketaan paljonko ilmaa avaamattomassa tolkiss on ja sen saa kun vahenti maidon méran purkin tilavuudesta. Jéljelle javé osuus on ilman méri
tolkissi.
196 1—1,751=0211

vastaus: Avaamattomassa maitopurkissa on 0,21 litraa ilmaa.

Kuva 20: Kokelas tulkinnut pyramidin puolikkaan sdrmioné.

Tutkielmaa varten tarkastelluista ratkaisuista kymmenella ei ollut tehtavéan si-
sdistamista osoittavia havaintoja, joten namaé tulkittiin niin, etté kyseisilla kokelail-
la ei ollut ymmarrysta ja osaamista tehtavin ratkaisemiseksi. Tehtdvan padteemana
oli tilavuus-késitteen ymmartdminen ja tilavuuden laskeminen, ja naiden taitojen
voidaan nahda puuttuvan kyseisiltd kokelailta. Ratkaisujen selitysten puuttellisuuk-
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Lasketaan koko maitotdlkin tilavuus:

ukaan lasketaan ensimmaisend tolkin alaosan sarmion tilavuus:

1711.25
‘Timiin jiilkeen lasketaan tlkin yldosan pyramidin tilavuus. Pyramidi on kartio, jonka pohjan pinta-ala on sama kuin alaosan suorakulmaisen sirmion pohjan:
1
3°(925-925):3

85.5625

; sarmion ja pyramidin til den saadaan koko maitotslkin tilavuus:
85.5625 + 1711.25

1796.8125

Kuva 21: Kokelaan ratkaisumenetelmét oikeita, mutta pyydettya lopputulosta ei ole
annettu.

sien johdosta naiden kokelaiden kohdalla ei pystyta tarkentamaan, mitd mahdollisia
virhekasityksia heilld esiintyy.

Kahden kokelaan ratkaisussa oli tapahtunut virheitd sarmion tilavuuden las-
kemisessa. Toisessa tapauksessa kokelaalla oli tullut vaaran sivun mitta tilavuu-
den kaavaan ja toisessa tapauksessa kokelas oli tilavuuden sijaan laskenut sdrmion
kokonaispinta-alan.

Kolmella kokelaalla esiintyi virhe yksikkomuunnoksessa. Kuitenkin yksikkémuun-
nokset tapahtuivat laskujen loppupuolella, joten pelkian yksikkomuunnoksen merki-
tys ratkaisun pisteissa oli vah&inen.

Yhden kokelaan vastauksessa on esitetty lopputulos, mutta ei selityksia ja lasku-
ja miten siihen ollaan paadytty. Lopputulos ei ole oikein. Kokelas oli laskenut sér-
mion tilavuuden oikein, mutta mitddn muuta ei ole kirjattuna sdrmion tilavuuden
ja lopputuloksen lisdksi.

Kuuden kokelaan kohdalla annettu lopputulos ei vastaa tehtdvanantoa. Naissé
ratkaisuissa vastauksen lopputuloksena annettiin maitotélkin kokonaistilavuus, eika
maitotolkissd olevan ilman tilavuutta. Néistd kokelaista kaksi olivat jopa laskeneet
pyramidin ja sdrmion tilavuudet oikein, mutta unohtaneet tehtavianannon kysymyk-
sen, kuten kuvan [21] kokelaan vastauksesta ilmenee.

Kaiken kaikkiaan kokeilaiden ratkaisujen virheista erottuu kaksi useammin tois-
tuvaa virhekasitysta. Toinen virhekésitys on, ettd pyramidi on puolikas sdannéllinen
oktaedri ja toinen se, ettd pyramidi on puolikas sarmio.

6.3 2019 kevat, matematiikan lyhyt oppimaara, tehtava 7.
Mikko vaihtaa rahaa

Téasséd tehtavissad on tarkoitus laskea Mikolle reissusta jéljelle jadnyt rahasumma.
Tehtévassa mitataan kokelaan prosenttilaskennan osaamista. Murto- ja desimaalilu-
kujen hallitseminen korostuu téassé tehtavissia. Merkittdna erona aiempiin tehtéviin
on se, ettd tAma tehtava kuului B-osioon eli se on ollut kokelaille valinnainen tehtava.

Tehtavasta oli jaossa 12 pistettd. Tutkielmassa kisiteltavista sadasta ratkaisusta
yleisin pistemadra oli tdydet 12 pistettd. Ratkaisuista jaettujen pisteiden keskiar-
vo kokelasta kohden oli 9,97. Téaydet pisteet sai kokonaisuudessaan 46 kokelasta.
Toiseksi yleisin pistemééra oli 11 pistetta, jonka sai 25 kokelasta. Nolla pistetta teh-
tavasta sai kuusi opiskelijaa. Tehtavista saadut pistemaarat ja niiden esiintyvyydet
ovat esitettyné taulukossa[0] Lisiksi tarkasteltavien ratkaisujen pisteméérien jakau-
maa verrattaan koko kokelasjoukon pisteméérien jakaumaan kuvassa [22]
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Pistemdiira | Esiintyvyys (kpl)
0 6
1 1
2 1
3 1
4 0
) 0
6 4
7 3
8 3
9 5

10 5
11 25
12 46

Taulukko 6: Tehtévén ratkaisujen pisteméérit ja niiden esiintyvyydet (N=100).

Kaikki kokelaat Ratkaisujen kokelaat
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Kuva 22: Ratkaisujen kokelaiden seké kaikkien kokelaiden pisteméérien osuuksien
jakautuminen.

Pisteiden jakaumat ratkaisujen kokelaiden ja kaikkien kokeeseen osallistuneiden
kokelaiden valilla olivat pitkilti samanlaiset pisteiden keskiarvon ollessa kaikkien
kokelaiden keskuudessa my6s noin 9,8 pistetta.

Tehtévan ratkaisuissa esiintyi neljaa eri virhetyyppia 25 kokelaalla. Nama virhe-
tyypit ja niiden esiintyvyydet on esitettyné taulukossa [7]

Virhetyyppi Esiintyvyys (kpl)
Huolimattomuusvirhe 18
Virhekasitys prosenteissa 4
Tehtéavaa ei ole osattu tai ymmarretty 2
Selitykset ja laskut puuttuvat 1

Taulukko 7: Ratkaisuissa esiintyneet virhetyypit ja niiden esiintyvyydet.
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300e Puolan ztotyiksi :
300e - 0,05 = 15e
300e — 15e = 285e

200e TSekin korunoiksi :
200e - 0,05 = 10e
200e — 10e = 190e

Kolmasosa zloteista on jadnyt kiyttamatta, vaihto Tsekin korunoiksi :
285e
3
95¢ - 0,05 = 4,75¢
95¢ — 4,75¢ = 90,25¢

= 95e

Viidesosa kaikista korunoista jiljells, ja vaihtaa ne takaisin euroiksi :
90,25,
2 © — 18,05¢
18,05¢ - 0,05 = 0,90e
18,05¢ — 0,90 = 17,15¢ ~ 17e

VASTAUS :
Mikko saa 17e takaisin

Kuva 23: Kokelas unohtanut huomioida alussa vaihdetut korunat jéljelle jaaneité
korunoita laskettaessa.

300€ Puolan zlotyiksi: 300+ 0.05 * 15.
30015 » 285
285zlotya

200€ Tsekin korunoiksi: 200+ 0.05 * 10.

200-10 *» 190

190korunaa
Puolassa huomaa, etta kolmasosa zloteista jaanyt kayttamatta: —- 285 » 95
3

190 zlotya jaanyt kayttamatta
Vaihtaazlotyt sitten korunoiksi: 95+ 0.05 » 4.75

95-4.75 *» 90.25

90,25 korunaa
Kotiin tullessaan hanelldon 90.25+190 * 280.25 korunaa
Vaihtaakorunat euroiksi: 280.25-0.05 *» 14.0125

280.25-14.0125 * 266.238 = 266€
Vastaus: Mikko saa 266€ takaisin

Kuva 24: Kokelas on unohtanut, etta kaikista korunoista on lopulta % jaljella.

Yleisin virhetyyppi oli jossain kohtaa laskua tapahtunut huolimattomuusvirhe.
N&ita esiintyi kokonaisuudessaan 18 kokelaalla. Yleisin huolimattomuusvirhe oli, et-
ta kokelas oli tehtévan loppuvaiheessa unohtanut summata Zlotyisté vaihdetut koru-
nat reissun alussa olleiden korunoiden kanssa, kuten kuvan [23| kokelaan tapauksessa.
Toinen useammin esiintyva huolimattomuusvirhe oli se, ettd vaihtotappio oli jaanyt
jossain kohtaa tehtévdad huomioimatta, kuten kuvan [24] kokelaalla. Lisdksi muuta-
man kokelaan ratkaisun lopussa ei muistettu, ettéd kaikkiaan korunoista jai viidesosa
jaljelle.

Toiseksi yleisin virhetyyppi oli virheellinen ymmaérrys prosenteista ja miten pro-
sentteja kasitelladn laskuissa. Néita esiintyi neljan kokelaan kohdalla. Prosentteja ja
prosenttiosuuksia kaytettiin laskuissa eurojen kanssa sekaisin ja muun muassa kah-
della kokelaalla ilmeni virhekésitys, ettd prosentti ja sentti ovat sama asia. Kukin ko-
kelas oli yrittanyt ratkaista tehtévaa, mutta prosenttilaskentaan liittyvéit vaikeudet
johtivat siihen, ettd vain yksi kokelas neljésté sai yhden pisteen tehtavistd muiden
jaadessa pisteitta.

Kahden kokelaan kohdalla vastuksessa ei ilmennyt mitdédn oikean vastauksen
piirteitd eikd tehtévaéd ollut varsinaisesti edes yritetty ratkaista, joten heidét luo-
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kiteltiin kokelaiksi, joilla ei ollut tarvittavia taitoja tehtévin ratkaisemiseksi. Rat-
kaisun selitysten puuttellisuuksien johdosta naiden kokelaiden kohdalla ei pystyta
tarkentamaan, mitd mahdollisia virhekésityksia heilld esiintyy.

Yhdelld kokelaalla lopputulos on likimain oikein, mutta laskuja ei ole lainkaan
nékyvissa ja nain ollen kokelas on jaanyt kokonaan pisteittd tehtévissa.

6.4 Kevat 2020, matematiikan lyhyt oppiméaara, tehtava 7.
Suklaarasia

Tassé tehtavissa kokelaiden tehtévané on laskea tilavuus sdrmiolle, jonka pohja on
sdannollinen kahdeksankulmio.

Tehtévasta oli jaossa 12 pistettd. Yleisin pisteméara tasta tehtévasta oli 0 pis-
tettd ja tdméan sai 39 kokelasta. Toiseksi yleisin pistemé&aré oli 1 piste, jonka sai 20
oppilasta. Téassa tutkielmassa késiteltyjen ratkaisujen tehneiden kokelaiden saamien
pistemadrien keskiarvo oli 3,38 pistetta. Kaikki pistemaarat ja niiden esiintyvyy-
det ovat esitettynd taulukossa |8l Lisdksi tarkasteltavien ratkaisujen pistemaérien
jakaumaa verrattaan koko kokelasjoukon pisteméarien jakaumaan kuvassa [25]

Pisteiden jakaumat ratkaisujen kokelaiden ja kaikkien kokeeseen osallistuneiden
kokelaiden valilla olivat pitkilti samanlaiset pisteiden keskiarvon ollessa kaikkien
kokelaiden keskuudessa my6s noin 3,5 pistetta.

Pistemiira | Esiintyvyys (kpl)
0 39
1 20
2 4
3 7
4 2
) 1
6 2
7 1
8 3
9 2

10 2
11 9
12 8

Taulukko 8: Ratkaisujen pisteméérét ja niiden esiintyvyydet (N=100).

Kaikki kokelaat Ratkaisujen kokelaat
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Pistemaira Pistemaira

Kuva 25: Ratkaisujen kokelaiden seké kaikkien kokelaiden pisteméérien osuuksien
jakautuminen.
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Virhetyyppi Esiintyvyys (kpl)
Kappale hahmoteltu vaarin 44
Tehtavaa ei ole osattu tai ymmarretty 39
Perustelut tai laskut puutteelliset tai virheelliset 10
Kolmion pinta-ala 8
Ei ole ymmarretty tilavuuden késitetta 8

Taulukko 9: Ratkaisujen virhetyypit ja niiden esiintyvyydet.

Erilaisia selkeita virheité ja virhetyyppejé esiintyi ratkaisuissa 77 kokelaan koh-
dalla. Yhteensé ratkaisuista 10ytyi erilaisia virhetyyppeja viisi kappaletta. Kolme
virhetyyppié liittyy geometrisiin taitoihin, yksi virhetyyppi liitty laskennallisiin tai-
toihin. Liséksi tehtdvin osaamattomuus ja tietotaidon merkittava puute on laskettu
yvhdeksi virhetyypiksi. Virhetyypit ja niiden esiintyvyydet on esitettyné taulukossa
O Useampaa kuin yhtéd virhetyyppié esiintyi 31 kokelaan ratkaisussa.

Yleisin virhetyyppi kokelaiden ratkaisuissa oli, ettd kappale oli hahmoteltu tai
hahmotettu vaarin. Tamé virhetyyppi esiintyi 44 kokelaan kohdalla. 28 kokelaan rat-
kaisussa virheena oli, ettd kappale oli hahmoteltu esimerkiksi suorakulmaisena sér-
miona tai ympyralieriona. Lisédksi esiintyi useampi ratkaisu, jossa saannollisen kah-
deksankulmion kaava on yritetty paatella sdannollisen kuusikulmion kaavan avulla,
kuten kuva [26] kokelas.

Pohja on s&annéllinen kahdeksankulmio ja pohjan sivun pituus on 4,2cm

3412@
2

Jos séaanéllisen kuusikulmion pinta—alan kaava maolin mukaan on

4a2-ﬁ

kahdeksankulmion pinta—alan kaava on -

a on sivun pituus eli a=4,2

4 (42> 5

2

> 70.56
Kahdeksankulmion pinta—ala eli A on siis 70.56¢m>
V=Ah

A=70.56

h=6.6

70.56: 6.6 > 465.696

Stirmitn tilavaus on siis 465.696¢m>

Kuva 26: Kokelas yrittanyt paitella sdannollisen kahdeksankulmion kaavan kuusi-
kulmion kaavasta.

Toinen yleinen kappaleen hahmotteluun liittyvéa virhe liittyi sadnnollisen kah-
deksankulmion ominaisuuksiin. Téata esiintyi 22 kokelaan ratkaisussa. Téssé virhee-
né oli, ettd kappaleen kahdeksankulmioinen pohja hahmoteltiin monesti kuvassa
esitetyn kokelaan ratkaisun tapaisesti, jossa kahdeksankulmio on virheellisesti jaet-
tu viiteen nelioon ja neljaan tasakylkiseen suorakulmaiseen kolmioon, joiden kannat
ovat yhtapitkéit nelion sivujen kanssa. Téssé tavassa ei ole ymmérretty tai muistettu,
ettd sdannollisessé kahdeksankulmiossa kaikkien sivujen pituudet ovat yhté suuret.

39 kokelaan ratkaisussa ei ollut yhtaan pisteen arvoista havaintoa tai laskua, jo-
ten nama on tulkittu siten, ettd kyseisilla kokelailla ei ollut tarvittavia tietotaitoja
ja oikeita ratkaisutapoja tehtavan ratkaisemiseksi. 19 kokelaan ratkaisut sisaltavat
varsin suppeasti selityksia ja laskuja, minké johdosta naista ratkaisuista ei pystynyt
tunnistamaan ja luokittelemaan erityisié virhekasityksia. 20 kokelaan ratkaisusta on
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Kuva 27: Kokelas hahmotellut sdannollisen kahdeksankulmion vaarin.

Tilavuus V
V=abc
V = 4,2cm - 4,2cm - 6,60 = 116,424em?®

Kuva 28: Kokelaalla sijoittanut tunnetut mitat suorakulmaisen sédrmion kaavaan.

tunnistettavissa muita virhetyyppeja tai -késityksia. Yleisin virhe néiden kokelaiden
kohdalla liittyi kappaleen hahmottamiseen ja téta esiintyi neljantoista kokelaan rat-
kaisussa. Yleisin virhe oli, ettd kappaleen tilavuus oli yritetty laskea sijoittamalla
tunnetut mitat suorakulmaisen sdrmion kaavaan. Esimerkki téllaisesta ratkaisusta
esitettyna kuvassa [28|

Kymmenen kokelaan ratkaisussa virhetyyppiné on virheellinen tai puutteellinen
laskentaprosessi. Kahden kokelaan ratkaisussa ilmeni matemaattista epatarkkutta
ja esimerkiksi joitain mittoja oli arvioitu silmaméériisesti. Kaksi kokelasta ovat
pyoristaneet kesken laskun. Naistd kymmenesta kokelaasta vain kahdella kokelaalla
ei ollut muita virhetyyppeja. Toinen heista oli saanut oikean lopputuloksen, mutta
laskuja ei ole kirjattu néakyviin ja toinen taas on jattdnyt tehtévan kesken.

Kahdeksan kokelaan ratkaisussa ilmenee virhekésitys liittyen kolmion pinta-alan
laskemiseen. Kappaleen pohja on jaettu osiin, mutta kolmion pinta-alassa on kay-
tetty vadrdd korkeutta, kuten esimerkiksi kuvan 29 kokelas. Téssd tavassa kokelas
on jakanut pohjan oikein, mutta virheellisesti ratkaissut kolmion hypotenuusan pi-
tuuden ja kayttényt sitd kolmion korkeutena pinta-alaa laskettaessa.

Kahdeksan kokelaan ratkaisusta voidaan tunnistaa selkeitd puutteita tilavuus-
kasitteen ymmartamisessa. Tilavuuden luonnetta ei ole ymmaérretty eika tilavuuden
laskukaavaa ole tiedetty. Tilavuus yritettiin johtaa jollain lailla pinta-alan kaavaa

hyodyntamalld. Osa ymmarsi tilavuuden samana asiana, kuin kappaleen kokonaispinta-
alan, kuten kuvan [30] kokelas.
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360
Sarmion pohja muodostuu 8 kolmicista. Yhden kolmion kulma on siis —— » 45
3

Jaetaan kolmion kahteen osaan, jotta siitd saadaan suorakulmainen. Suorakulmaisen kolmion terava

45
kulma on »225

Selvitetssin hypotsnuusan pituus sclve(sm(u 5)=

ab
Kolmion pinta-ala: — =
2

Koko kolmion pinta-ala: 5 76194 2 » 11 523
Koko rasian pohjan pinta-ala: 11 5239- & » 92,1912

Lasketaan rasian tilavuus: 92 1912 6 6 » 608 462

h=6,6 cm

Kuva 29: Kokelaalla oikea ratkaisutapa, mutta kiyttanyt kolmion pinta-alaan vaaras
korkeutta.

kaikki sivut yhteensi= 8 - 4,2em= 33 6cm
kahd i inen pohja

dostaa kahde: tasasivuista kolmiota

lasketaan sen pinta-ala

a® V3
4
4,233

4
128,32418
4
= 32,0810 cm?
Kerrotaan pohjan pinta-ala kahdella, silla suklaarasiassa kahdeksankulmio on pohja ja kansi.
2 . 32,0810 = 64,162 cm?*

ukl i sivuja on 8 k

sivu ja korkeus kerrotaan keskenaan.
4,2cm - 6,6cm = 27,72cm?

tami kerrotaan kahdeksalla, silld sivuja on kahdek

8 - 27,72em? = 221,76cm?
nyt lasketaan pohja ja sivut yhteen.

64,162em? - 221,76cm* = 285,922cm®

Kuva 30: Kokelas sekoittanut tilavuuden kappaleen kokonaispinta-alaan.
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Kaikki kokelaat Ratkaisujen kokelaat

Kuva 31: Ratkaisujen kokelaiden seké kaikkien kokelaiden pisteméérien osuuksien
jakautuminen.

6.5 Syksy 2020, matematiikan lyhyt oppimaara, tehtava 5.
Maankayton muutos

Téssa tehtédvassa kasitelldan prosenttiosuuksia ja niiden muutosta. Tehtédva on Bl-
osion valinnainen tehtéva ja siitd oli jaossa 12 pistettd. Tutkielmassa kasitellyista
sadasta ratkaisusta yleisin pistemé&dra oli 1 piste ja pisteméérien keskiarvo oli 4,2
pistettd. Kahdeksan kokelasta sai tehtavésta 0 pistettd ja tdydet 12 pistetta sai 15
opiskelijaa. Pistemaérét ja niiden esiintyvyydet on esitettyné taulukossa [10] Liséksi
tarkasteltavien ratkaisujen pistemadrien jakaumaa verrattaan koko kokelasjoukon
pistemadrien jakaumaan kuvassa [31}

Pisteiden jakaumat ratkaisujen kokelaiden ja kaikkien kokeeseen osallistuneiden
kokelaiden valilla olivat pitkilti samanlaiset pisteiden keskiarvon ollessa kaikkien
kokelaiden keskuudessa noin 4,15 pistetta.

Pistemdaira | Esiintyvyys (kpl)
0 8
1 47
2 )
3 2
4 4
) 4
6 3
7 1
8 1
9 0

10 2
11 8
12 15

Taulukko 10: Ratkaisujen pisteméérit ja niiden esiintyvyydet (N=100).

Tehtévan ratkaisuista 10ytyi kokonaisuudessaan viitta eri virhetyyppia. Jalleen
yhteen virhetyyppiin on luokiteltu kokelaiden ratkaisut, joista ei ilmene mitdén oi-
kean ratkaisun piirteitd ja néin ollen voidaan ajatella, ettei heilld ole osaamista
eikd tarvittavia taitoja ja tietoja tehtdvian ymmaéartamiseksi. Muut virhetyypit liit-
tyvat laskennallisiin virheisiin, joista osa on tulkittu huolimattomuusvirheiksi ja osa
prosenttilaskentaan liittyviksi vaarinkéasityksiksi. Virhetyypit ja niiden esiintyvyydet
ovat esitettyna taulukossa [11]
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Virhetyyppi Esiintyvyys (kpl)
Prosentin ja prosenttiyksikon eroa ei ymmaérretty 52
Selitykset tai laskut puutteelliset 11
Prosentit laskettu vaérasta osuudesta 10
Tehtavad ei osattu tai ymmarretty 7
Huolimattomuusvirhe 6

Taulukko 11: Ratkaisuissa esiintyneet virhetyypit ja nédiden esiintyvyydet.

latojen mukaan 72% on Kiy(Gssi seuraavasti

- viljelysmaa: 22 %
- laidunmaa: 27 %

- talousmetsi: 27 %

Kuva 32: Kokelas ei erota prosentin ja prosenttiyksikén eroa.

Selkeésti yleisimméssé virhetyypissd kokelas ei ole erottanut prosentin ja pro-
senttiyksikon eroa. Téta virhetyyppié esiintyi peréti 52 kokelaalla. Téssa virhetyy-
pissa kokelas on tulkinnut tehtévaé esimerkiksi kuvan [32] tapaisesti. Tehtéavéassa lau-
dunmaan pinta-alan osuus vahenee kymmenella prosentilla. Kuvan kokelas on
virheellisesti ymmartanyt, ettd pinta-ala osuuden viahentyminen kymmenelld pro-
sentilla tarkoittaa samaa asiaa, kuin pinta-alan osuus vdhenisi kymmenen prosent-
tiyksikon verran.

Toiseksi yleisin virhetyyppi oli, ettd kokelaan ratkaisun selitykset tai laskut ovat
puutteelliset. Tata virhetyyppia esiintyi 11 kokelaan ratkaisussa. Hyvané esimerkki-
né tasta virhetyypistd on kuvassa [33| esitetyn kokelaan ratkaisu, jossa lopputulokset
ovat taysin oikein. Selityksia tai laskuja ei kuitenkaan lopputulosten lisdksi ole kir-
jattu, joten kokelas sai vain yhden pisteen ratkaisustaan.

Kymmenelld kokelaalla virhetyyppiné oli, etté prosenttiosuuden muutos on las-
kettu vaaraa alkuperdistd osuutta hyodyntamalld. Esimerkiksi kuvan [34] kokelas on
laskenut aivan oikein laidunmaan uuden pinta-alan osuuden, mutta sitten laske-
nut virheellisesti viljelysmaan pinta-alan osuuden. Hén on kasvattanut viljelysmaa-
ta kymmenelld prosentilla, mutta hénen olisi kuulunut lisaté viljelysmaan pinta-alan
osuuteen laidunmaasta poistetun pinta-alan osuus.

V= Maankiyttotapojen prosentti osuudet vuonna 2030 ovat:
Kéytittdmatta 26,6%

Kiytossd 73,4%

-Rakennettu 1%

-Viljelysmaa 15.7%

-Laidunmaa 33,3%

-Talousmetsi 23.4%

Kuva 33: Lopputulokset oikein, mutta selitykset ja laskut puuttuvat.
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Laidunmaa: 33,3%

Koska: 37% - 0,9 = 33,3%

Viljelysmaa kasvaa kymmenelld prosentilla eli
12%- 1,10 = 13,2%

Talousmetsi: 22% - 1,06 = 23,1%

Kéayttimitontd: 26,6%
koska: 28% - 0,05 = 1,4
28 — 1,4 - 26,6

Kuva 34: Prosenttiosuus laskettu vaaraa alkuperaistd osuutta hyodyntaen.

Kayttamatta: 28 %
Kaytéssa: 72 %

- rakennetut alueet: 1 %
-viljelysmaa: 12 %

- laidunmaa: 37 %

- talousmetsa: 22 %

2015:
28% kayttamatta
72% kdytossd (1% rakennetut alueet, 12% viljelysmaa, 37% laidunmaa, 22% talousmetsa.

2030:

23
PP e ... =—-100=82,142..% — 100% =~ —18%
Kayttimattdméan maan osuus laskee prosenttiyksikoissa 28% ---> 23%. Prosentteina tima on 28

Niin ollen 100%-22%=78% cli v.2030 78% maasta on kédytossa.

2
—7 -100 = 72,972...% — 100% =~ —27%
Laidunta vihentyy kymmenen prosenttiyksikkai eli 37
22
. . o .= -100 = 183,333...% — 100% ~ 83%
Viljelysmaa lisazntyy kymmenelld prosenttiyksikolla eli 12

27
I - o ==-100 =122,727..% — 100% =~ 23%
Talousmetsi lisaéintyy viidelld prosenttiyksikolld eli 22

Kuva 35: Kokelaalla selkeitéd puutteita prosenttilaskennan taidoissa.

Seitseman kokelasta ei osoita ratkaisussaan minkdénlaista prosenttilaskennan
osaamista. Naistd tapauksista kolmessa annettu ratkaisu on sen verran suppea, et-
tei tunnistettavia virhekésityksié 16ytynyt. Neljan kokelaan ratkaisussa laskuja on
sen verran esilla, ettd niistd voidaan tunnistaa joitain virhekasityksia. Naiden koke-
laiden ratkaisuista ilmenee selkeité kasitteellisid virheitd prosenttiosuuksiin liittyen.
Esimerkiksi kuvan kokelas on uutta prosenttiosuutta laskiessaan muodostanut
prosenttimuutosta kuvaavan murtoluvun, jossa nimittdjand on alkuperdinen pro-
senttiosuus ja osoittajana on esimerkiksi kymmenen prosenttiyksikkod pienempi ns
uusi prosenttiosuus. Téssé tavassa kokelaalla on siis lisdksi sekoittunut prosentin ja
prosenttiyksikon ero.

Kuuden kokelaan ratkaisussa esiintyy huolimattomuusvirhe. Huolimattomuus-
virheeksi luokiteltiin ratkaisu, jossa esimerkiksi tehtdva on muuten ratkaistu oikein,
mutta jossakin vaiheeessa esimerkiksi prosentit ja prosenttisouudet ovat menneet
sekaisin. Esimerkki téllaisesta tapauksesta on kuvassa jossa kokelas on aivan oi-
kein laskenut talousmetséan, kiyttamattoman ja kidytossa olevan maa-alan osuudet,
mutta laidunmaan ja viljelysmaan kohdalla prosentit ja prosenttiosuudet ovatkin
menneet sekaisin.
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Ennen (%) Jalkeen (%)

Kayttamatta 28 28-0.95 » 26.6
Kaytéssa 72 72+1.4+>73.4
Rakennettu 1 1

Vilielys 12 12+10 » 22
Laidun 37 37-10 » 27
Talous 22 22+1.4> 23 4

Kayttamatta olevasta maasta vahentyi siis 1,4%, joka siirrettiin talousmetsaan, jolloin my6s
kaytossa olevan maan osuus lisaantyi 1,4%

Ja laidunmaan osuus pieneni 10% ja siirtyi vilielysmaaksi.

Vastaus: Kayttamatta 26,6%, kaytossa 73,4%, rakennetut alueet 1%, vilielysmaa 22%, laidunmaa
27% ja talousmetsa 23,4%

Kuva 36: Kokelaalla huolimattomuusvirhe laidunmaan ja viljelysmaan osuuksien
laskuissa.

6.6 Kevat 2021, matematiikan lyhyt oppimaira, tehtava 3.
Kaavoja

Tamé tehtdva mittaa kokelaan yhtédlonratkaisutaitoja ja tehtédvéssa tarkoituksena
ratkaista pyydetty termi annetusta kaavasta. Kussakin kaavassa esiintyy useampi
tuntematon termi. Tehtéavésta oli jaossa 12 pistetta. Téssa tutkielmassa tarkastelta-
vien matematiikan perustaitojen nakokulmasta tehtédvan kuudes kohta on kuitenkin
sen verran kehittyneempéad matematiikkaa, ettd hyviat matematiikan perustaidot
eivit takaa téssd kohdassa péarjaamistd. Tehtdvan kuudetta osaa ei siis ratkaisuja
tarkastellessa huomioitu eli tarkastelun alla on kohdat 1-5.

Tutkielmassa tarkasteltujen ratkaisujen yleisin pistemaara oli 2 pistetta ja tdméan
méaaran sai 20 kokelasta. Pistemééarien keskiarvo oli 4 pistettd. 13 kokelasta sai teh-
tavasta 0 pistetta ja tdydet 12 pistettd sai yhteensd 3 kokelasta. Tehtéavista jaetut
pistem&érit ja niiden esiintyvyydet on esitettyné taulukossa[12] Liséksi tarkastelta-
vien ratkaisujen pisteméérien jakaumaa verrattaan koko kokelasjoukon pisteméaarien
jakaumaan kuvassa [37}

Kaikki kokelaat Ratkaisujen kokelaat
18 25

20

15

8 %
10
6
2
: I 11111,

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Pistemaara Pistemaara

Kuva 37: Ratkaisujen kokelaiden seké kaikkien kokelaiden pisteméérien osuuksien
jakautuminen.

Pisteiden jakaumat ratkaisujen kokelaiden ja kaikkien kokeeseen osallistuneiden
kokelaiden valilla olivat pitkalti samanlaiset pisteiden, joskin kaikkien kokelaiden
keskiarvo 4,6 oli hieman parempi. Kaikkien kokelaiden mediaani oli myds yhden
pisteen verran parempi (4 pistettd).
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Pistemdiira | Esiintyvyys (kpl)
0 13
1 10
2 20
3 13
4 6
) 5)
6 11
7 6
8 7
9 1

10 2
11 3
12 3

Taulukko 12: Ratkaisujen pisteméérét ja niiden esiintyvyydet (N=100).

Tunnistettavia virhetyyppeja tai virhekésityksia esiintyi 91 kokelaan ratkaisussa.
57 kokelaalla oli merkittivid puutteita yhtalonratkaisutaidoissa. Enemmistosta néi-
den kokelaiden ratkaisuista ei ole tunnistettavissa erityisia virhekésityksia ratkaisun
virheellisyyden tai puutteellisuuden johdosta. Muita virhetyyppeja 16ytyi yhteensa
kolmea eri muotoa. Virhetyypit ja niiden esiintyvyydet ovat esitettynéd taulukossa
13l

Yleisin virhetyyppi oli, ettd kokelaan yhtdlonratkaisutaidoissa oli merkittéavia
puutteita. Tamaé esiintyi 57 kokelaan kohdalla. Naista kokelaista 11 kohdalla tunnis-
tettiin jokin yhtalonratkaisuun liittyva virhekasitys. Kahdeksan kokelaan ratkaisussa
ratkaistava muuttuja on mielivaltaisesti siirretty yhtalon toiselle puolelle ja vastaa-
vasti muut termit toiselle, kuten kuvan kokelaan tapauksessa. Neljan kokelaan
ratkaisuissa esiintyi virhe, jossa kerrointermi on virheellisesti vihennetty pois yh-
talostda. Kahdella kokelaalla esiintyi molempia edelld mainituista virheistd. Yhden
kokelaan ratkaisussa yhtéalon laskuoperaatioita ei ole toteutettu yhtasuuruusmerkin
molemminpuolin.

Vaikka nailld 57 esiintyi merkittavia puutteita yhtéalonratkaisutaidoissa, esiintyi
joidenkin kokelaiden ratkaisuissa myos oikeita havaintoja ja laskuja. Naista kokelais-
ta 13 osasi ratkaista kateetin a pituuden Pythagoraan lauseesta. Seitsemén kokelasta
onnistui sijoittamaan numeroarvon tuntemattomaan termiin ja nain osoittivat jon-
kinlaista ymmarrystd muuttujakasitteeseen liittyen. Kahden kokelaan kohdalla rat-
kaisuissa esiintyi merkittavia virheitd, mutta tehtéavan viidennessa kohdassa pallon
sdde on osattu ratkaista pallon tilavuuden kaavasta.

Virhetyyppi Esiintyvyys (kpl)
Tehtavaé ei ole osattu tai ymmarretty o7
Huolimattomuusvirhe 25
Pythagoraan lauseen ratkaisussa virhe (v/c2 — 02 = ¢ — b) 11
Kerrointermi vihennetty pois yhtalosta 10

Taulukko 13: Ratkaisuissa esiintyneet virhetyypit ja nédiden esiintyvyydet
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Kuva 38: Kokelaalla suuria puutteita yhtalonratkaisutadoissa. Kokelas on siirtanyt
mielivaltaisesti ratkaistavan termin toiselle puolelle ja muut termit toiselle.

Huolimattomuusvirheita esiintyi 25 kokelaan ratkaisussa. Nama kokelaat osoit-
tavat ratkaisuissaan, ettd heiddn ratkaisuissaan ilmeni hyvia yhtaloratkaisutaitoja,
mutta heilld on esimerkiksi yhdessa tehtévin kohdassa sattunut virhe ratkaisussa.
Esimerkiksi kuvassa [39 kokelas on tehtavin ensimmaisessa kohdassa jakanut yhtalon
termilla a, mutta ei ole muistanut tehda taté jokaiselle termille.

11 kokelaalla esiintyi virhekésitys Pythagoraan lauseen kateetin ratkaisemises-
sa. Kokelailla oli virhekésitys neliGjuuren kayttoon liittyen. Kokelaat eivit ottaneet
huomioon laskujarjestyksen térkeyttd vaan he ovat tulkinneet niin, ettd ei ole vé-
lid laskeeko neliGjuurten erotuksen vai erotuksen neliojuuren eli he ovat ajatelleet,
ettd V2 — b2 = V2 — Vb2 = ¢ — b. Esimerkki téllaisesta ratkaisusta on esitettyni
kuvassa [40] jossa kokelas on laskenut téysin oikein muut osat paitsi Pythagoraan
lauseen.
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Kuva 39: Kokelaalla tapahtunut huolimattomuusvirhe tehtavin ensimmaisessé osas-
sa. Muut osat kokelas on ratkaissut oikein.

4,

a? + b =7 [| —b?
a? =2 - ||\/
a=\/?—bi

a=c—b

v-a=c—b

Kuva 40: Kokelaalla virhekésitys, jossa ei tunnista erotuksen neliGjuuren ja nelio-
juurten erotuksen vélisté eroa.
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Kymmenen kokelaan kohdalla ilmeni virhekéasitys siitd miten kerrointermista
padsee eroon yhtalonratkaisussa. Néissa tapauksissa kerrointermi on poistettu yhta-
16sté viahennyslaskulla, kuten kokelas kuvassa [T} Néisté kokelaista neljélla oli myos
muita merkittévid puutteita yhtalonratkaisutaidoissa, joten taulukossa [13| heidat on
laskettu kuuluvan molempiin virhetyyppeihin.

1. ratkaise t ¥ = Vo + at
ta+vg =v
t=v—a—1

n_fn
2. ratkaise M M
m—n
i
m
M=—
n
1
= —m?
3. ratkaise v 2
1
2
vm—=F
2
1
2
—F—=
v 2m‘J

Kuva 41: Kokelas poistanut kerrointermin viahennyslaskua kiyttden kohdissa 1 ja 3.
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7 Pohdinta

7.1 Tutkimuksen luotettavuuden arviointi

Tutkimuksen luotettavuutta arvioidessa on térkedd huomioida, ettd kutakin tehté-
vaa tarkasteltiin sadan satunnaisesti valitun, anonyymin vastauksen pohjalta. Suu-
ria johtopa#toksié ei siis voida tehda kaikkien lukion péaattévien opiskelijoiden mate-
maattisista perustaidoista. Toisaalta lopputuloksissa esitetyilla pistejakaumien eroil-
la ratkaisujen kokelaiden ja kaikkien kokelaiden valilla on pyritty parantamaan si-
td, kuinka hyvin ratkaisuissa esiintyvaéd osaamista ja niissa esiintyvia virhetyyppeja
voidaan yleistdd suurempaan joukkoon.

Téassé tutkielmassa tarkasteltavien tehtédvien ratkaisuissa esiintyvien virhetyyp-
pien madarittelyn ja luokittelun on tehnyt yksi henkild, mikd voidaan nahdé tutki-
muksen luotettavuutta heikentdvana asiana. Kasiteltavia ratkaisuja oli runsaasti ja
joidenkin kokelaiden ratkaisuista oli vaikeaa tunnistaa erityisid virhekasityksia tai
virhetyyppeja. Téasta syysté jokaisen tehtévin kohdalla yhtena virheluokkana toimii
tehtdvan osaamattomuus tai merkittavat puutteet tehtivan ratkaisemiseen vaadit-
tavissa tiedoissa. Téssé erityisend haasteena oli esimerkiksi tilanne, jossa kokelaal-
la on useampi virhetyyppi ja hénet olisi jopa perusteltua luokitella kyvyttomaksi
ratkaista tehtavad, mutta vastaus sisdltdd kuitenkin myos oikeaa ymmarrysta teh-
tavadn liittyen. Yhden henkilon subjektiivisten havaintojen pohjalta méarittdmien
virhetyyppien ja ratkaisujen luokittelu néihin virhetyyppeihin jattda mahdollisuu-
den virheiden esiintymiselle. Tata on pyritty ehkdiseméén silld, ettéd ratkaisuja tar-
kasteltiin useamman kerran, jolloin mahdollisia vaarid tulkintoja pystyttiin myos
havaitsemaan ja korjaamaan.

Omaa haastettaan tuloksista tehtaviin johtopéaatoksiin tuo se, etté osa tehtévis-
td ovat valinnaisia tehtavia ja osa kaikille pakollisia. On siis hyvin mahdollista, etta
tehtavan tehneiden kokelaiden osaamistaso vaihtelee pakollisten ja valinnaisten teh-
tévien vélilld. On my6s huomioitava se, ettd tutkielmassa kisiteltavit tehtéavit ovat
eri vuosilta ja seka kevadlta etta syksylté, joten kokelasjoukkokin poikkeaa toisistaan
muutaman tehtavin kohdalla.

Tutkielman luotettavuutta vahvistaa muun muassa se, ettd tutkielmassa késitel-
tiin useampaa tehtéavaa. Esimerkiksi geometria-aiheisia tehtévid kéasiteltiin kolmeen
otteeseen, miké osaaltaan laajentaa tutkimusaineistoa esimerkiksi geometrian virhe-
kasityksiin liittyen. Myos prosenttilaskentaa esiintyi kolmessa tehtavassa. Yksi teh-
tava painottui yhtalonratkaisutaitojen mittaamiseen, mutta yhtalonratkaisutaitoja
tarvitaan myo0s esimerkiksi suklaarasian tilaavuden maérittamisessa. Tutkimusai-
neiston ratkaisut tehneet kokelaat edustavat kunkin tehtdvin kohdalla monipuoli-
sesti eri taitotason opiskelijoita ja jokaisen tehtavén ratkaisuissa oli joukossa koke-
laita kaikista ylioppilaskirjoitusten arvosanaluokista. Tutkimusaineiston kokelailla
arvosanat B, C ja M olivat yleisimpid. Kahdessa tehtévéissi arvosanan A saaneita
opiskelijoita oli enemman kuin arvosanan M saaneita opiskelijoita.

7.2 Tutkimustulosten tarkastelu ja pohdinta

Tassé tutkimuksessa oli tavoitteena selvittda, kuinka hyvin lukion paattavat lyhyen
matematiikan opiskelijat hallitsevat matematiikan perustaitoja ja mité virhekasityk-
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sia heillé esiintyy perustaitoja vaativien tehtévien ratkaisuissa. Virhetyypit vaihteli-
vat tehtévakohtaisesti, mutta myos samoja virhetyyppejé ja virhekésityksia esiintyi
eri tehtavien valilla. Muun muassa huolimattomuusvirheet sekd puutteelliset selityk-
set ja laskut esiintyivét miltein jokaisessa tehtévassa.

Geometrian perustaidot ovat ratkaisujen ja pisteméérien perusteella yleisesti
kohtalaisen hyvat lukion paattéavilla ylioppilaskokelailla. Toisaalta kolmion pinta-
alan laskemista vaativissa tehtévissé ilmeni noin kahdeksalla prosentilla merkittéavia
puutteita osaamisessa. Myos tilavuuden késittdmisessa ilmeni merkittavia puutteita,
esimerkiksi maitotélkin tilavuuden laskemisessa kymmenelld prosentilla kokelaista ei
ollut tarvittavia taitoja tehtévin ratkaisemiseksi.

Prosenttilaskentaan liittyvien perustaitojen kohdalla tulokset vaihtelivat tehté-
vien valilla. Yksinkertaisten prosenttiosuuksien laskemisessa lukion paattavien opis-
kelijoiden taidot vaikuttavat olevan erittdin hyvia. Toisaalta tehtévéssé, jossa kési-
teltiin maankdyton muutosta, yli puolet kokelaista ei tunnistanut prosentin ja pro-
senttiyksikon eroa. Tama olikin yleisin virhe prosenttilaskuja kasittelevista tehtavis-
té.

Tarkastellaan seuraavaksi tehtévikohtaisesti tutkimustuloksia eli miké oli koke-
laiden yleinen osaamistaso perustaitoja vaativan tehtévan aihepiirissa ja mita vir-
hekésityksid heidan ratkaisuissaan esiintyy. Tarkastelun yhteydessa pohditaan myos
virhetyypin tai virhekasityksen syita ja toisaalta syitd kokelaiden hyvaan tai heik-
koon suoriutumiseen tehtévissa.

Kevadn 2019 kokeen tehtédva 3 késitteli kolmioiden pinta-aloja ja niiden osuuk-
sia koko lipun pinta-alasta. Yleisesti osaamistaso oli kohtalaisen hyvéa ja tehtédvista
jaettujen pisteiden keskiarvo aineiston kokelaiden keskuudessa oli 6,8. Positiivinen
huomio lopputuloksissa oli, ettd tdydet 12 pistettd oli yleisin arvosana kokelaiden
keskuudessa. Toisaalta kahdeksantoista oppilasta sai tehtévasta 0 pistettd, vaikka
tehtava kuului ylioppilaskokeen A-osioon eli se ei ollut valinnainen tehtéva. Kuiten-
kin enemmistolla 0 pistettd saaneista oppilaista oli jonkinlainen ymmaérrys tehta-
van luonteesta, mutta virheet esimerkiksi laskuissa johtivat pisteiden puuttumiseen.
Seitsemalld kokelaalla ilmeni huomattavia puutteita geometrian perustaidossa, joka
oli téssé tehtédvassa kolmion pinta-alan laskeminen.

Tamén tehtavin ratkaisuissa yleisin virhetyyppi oli, etté kolmion korkeusjanaa ei
osattu tulkita oikein kuvasta. Tamé nakyi muun muassa siten, etta kokelas oli laske-
nut pinta-alan ottamalla laskussa kiytettavin korkeuden kannan viereisesta sivusta.
Téama virhekésitys oli mainittu myos aiemmissa tutkimuksissa (esim. Clements, Bat-
tista 1992). Kolmion pinta-aloja kéisitelldén viimeistddn kahdeksannella luokalla, jo-
ten kokelaan kokemukset kolmion pinta-alan laskemisesta ulottuu useamman vuoden
taakse. Ottaen tamé huomioon, kolmion korkeusjanan maarittamiseen liittyvin vir-
hekésityksen yleisyys oli melko suuri. Ylakoululaiset sijoittuvat van Hielen tasoihin
1, 2 ja 3 (Korkatti 2016), joten hyviit geometrian perustaidot omaava lukion paatté-
va opiskelija voidaan sijoittaa vahintddan van Hielen tasolle 3. Kokelaat, joilla ilmeni
merkittdvia haasteita kolmion pinta-alan laskemisessa, sijoittuisivat korkeintaan ta-
solle 2, mutta ratkaisujen vahaisten merkintdjen johdosta tarkempaa luokittelua ei
pystyta tekeméaan.

Kohtalaisen yleisia virheita olivat myos mahdollisesti huolimattomuudesta johtu-
vat lasku- ja muotoiluvirheet. Esimerkiksi kunnolliset laskut ja selitykset puuttuivat
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kolmentoista kokelaan vastauksesta. Vastaus saattoi olla oikein, mista voidaan tehda
kevyt johtopadtos, ettéd tehtdva on ymmaérretty, mutta laskujen taydellinen puuttu-
minen ei tuonut pisteitd. Laskujen ja vélivaiheiden kirjaamisesta muistutellaan jo
matematiikan opintojen alusta ldhtien, joten tdmén virhetyypin yleisyys oli myos
yllattavan suuri.

Kevaan 2019 kokeen tehtavd 5 mittasi kokelaan taitoja kolmiulotteisen kappa-
leen tilavuuden laskemisessa. Téssé tehtévassa yleinen osaamistaso oli hyvéa, aineis-
ton ratkaisuista jaettujen pisteiden keskiarvon ollessa 7,6 pistettd. Selkeésti yleisin
pistemadrs tehtévista oli taydet 12 pistettéd ja tdmén sai yli viidesosa sadan koke-
laan otoksesta. Saman tyyppinen arvosanojen jakautuminen esiintyi myos kaikkien
tehtavin tehneiden kokelaiden kohdalla.

Selkedsti yleisin virhetyyppi téssad tehtévéssd oli, ettd pyramidin tilavuutta ei
osattu laskea. Suurimpana syyné tahédn vaikutti olevan se, ettd monella pyrami-
din tilavuuden kaava ei ollut tiedossa, vaikka kaava olisi ollut loydettavissa kokeessa
kaytossa olevasta taulukkokirjasta. Useampi kokelas oli hyodyntényt myos taulukko-
kirjasta 16ytyvéaa sdannollisen oktaedrin kaavaa pyramidin tilavuuden laskemiseksi.

Tehtavissa tarkasteltava perustaito eli kolmiulotteisen kappaleen tilavuuden las-
keminen oli pédasiassa hyvin hallussa kokelaiden keskuudessa. Kymmenelld koke-
laalla oli ratkaisun perusteella vakavia puutteita geometrian osaamisessa ja tehta-
van perustaidossa eli tilavuuden laskemisessa. Téamén lisdksi kaksi kokelasta osoitti
ratkaisuissaan jonkinlaisia geometrian ymmartamista, mutta tilavuuden laskemiseen
vaadittavat perustaidot puuttuivat heiltéikin.

Kevaan 2019 kokeen tehtava 7 mittasi kokelaan kykyja prosenttilaskennan pa-
rissa. Tutkimusaineiston kokelaiden osaamistaso téssé tehtévéssa oli todella hyvaa.
Pisteiden keskiarvo oli perati 9,97 ja melkein puolet oppilaista saivat tehtavista tay-
det 12 pistetta. Yleisesti kokelailla vaikuttaisi olevan erinomaiset valmiudet suorittaa
taman kaltaista prosenttilaskenta-aiheista tehtavaa. Yksi syy tehtévan korkeaan ta-
soon voi olla toki se, ettd tehtéva on B-osion tehtéva eli kokelaat ovat saaneet valita
tekevatko he tdméan tehtavan vai eiviat. Tamé luonnollisesti saattaa karsia kokelaat,
joilla ei ole valttamétta taitoja ratkaista tehtédvida. Toisaalta tehtédvan ratkaisujen
korkean laadun osasyyné voi myos olla tehtévin teema eli rahan vaihtaminen, joka
hyvin arkinen ja tunnistettava aihe.

Tehtéva on matemaattiselta luonteeltaan melko suoraviivainen prosenttilasken-
tatehtdava, mutta toisaalta tehtdvinanto on pitkd ja se sisdltdd melko paljon teks-
tid suhteessa laskuissa tarvittaviin numeroarvoihin. Lukih&irié ja matemaattinen
oppimisvaikeus voivat usein olla yhteydessa toisiinsa (Light, DeFries 1995), jolloin
luonnollisesti tehtavéin ratkaiseminen tuottaa haasteita. Toisaalta oppilalle, jolla on
vain lukih&irié eikd matemaattista oppimisvaikeutta, tehtdvd on myos voinut olla
haastava tehtdvdnannossa olevan tekstin runsauden johdosta.

Virheluokkia esiintyi tdssd tehtévissa neljaéd eri tyyppid. Ylivoimaisesti yleisin
oli huolimattomuusvirhe, jota esiintyi kahdeksantoista kokelaan vastauksessa. Nais-
sé vastauksissa ratkaisumenetelméat ovat taysin oikeita, mutta tehtévan aikana koke-
las oli saattanut esimerkiksi huomioida lopputuloksessa aivan tehtéavéin alussa tehdyt
valuuttojen vaihdot. Kahden kokelaan ratkaisusta ilmenee, ettei heilla ole valmiuk-
sia tehtavan ratkaisemiseksi. Neljalla kokelaalla esiintyi erilaisia virhekéasityksia pro-
sentin merkityksestd. Naiden kahden virhetyypin kokelailla ilmeni siis huomattavia
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puutteita prosenttilaskennan perustaidoissa. Yleisesti prosenttilaskennan perustai-
dot ovat kuitenkin hyvin hallussa télla kokelasjoukolla.

Kevidan 2020 tehtava 7 mittaa jalleen kokelaan kykyé ratkaista kolmiulotteisten
kappaleiden tilaavuuksia. Télld kertaa kyseessd on sdrmio, jonka pohja on muo-
doltaan sdannollinen kahdeksankulmio. Tehtéva on huomattavasti monivaiheisempi,
kuin aiemmat téssa tukielmassa késiteltavat geometrian tehtévat, mutta tdméankin
tehtévan ratkaisemiseksi riittdisi matematiikan perustaitojen vahva hallitseminen.

Tama osoittautui kokelaiden ratkaisuja tarkastellessa selkeéisti vaikeaksi. Koke-
laiden pisteiden keskiarvo oli vain 3,38 pistettd ja yleisin arvosana oli 0 pistetté,
jonka sai perati 39 opiskelijaa. Naista opiskelijoista suurimmalla osalla on kuiten-
kin jonkinlaista ymmarrysta tilavuuden kéasitteestd. Vakavia puutteita tilavuuden
laskemisen perustaidossa esiintyi kahdeksan kokelaan kohdalla.

Taméan tehtdvin kohdalla on hyvéd pohtia motivaation ja asenteen merkitysta
ratkaisuissa. Monivaiheiset tehtévéit vaativat oppilaalta sinnikkyytta ja méaératietoi-
suutta. Mikali oppilaalla on kielteinen matikkakuva, voi hdn herkemmin luovuttaa
tehtdvin suhteen. (Joutsenlahti 2018) Tamé& tehtéva on monivaiheinen ja siten on
hyvin mahdollista, ettd kokelas on saattanut luovuttaa kesken tehtéavén tai hén ei ole
edes yrittanyt ndhda vaivaa tehtdvin osien ratkaisemiseksi. Monesta ratkaisuista kéy
ilmi, ettd tehtévaa ollaan pyritty ratkaisemaan yhden tietyn kappaleen tilavuuden
kaavan avulla, johon on sitten sijoitettu suoraan tunnettuja arvoja. Téménkaltaisis-
ta ratkaisuista voidaan tulkita, ettd tehtdvdn monivaiheisuus ei ole motivoinut ko-
kelasta eteneméin tehtéavissa vaihe kerrallaan, vaan kokelas on pyrkinyt 16ytdmaan
helpon ja nopean ratkaisumallin.

Erilaisia virheluokkia esiintyi tehtévassa viitta eri tyyppié. Yleisin ongelma teh-
tavassi oli, ettd kappale ja erityisesti sen pohja oli hahmoteltu vadrin. Tama voidaan
niahdéa viittavan siihen, ettei nailld kokelailla ole ymmarrystd ja tuntemusta, mita
saannolliselld kahdeksankulmiolla tarkoitetaan ja mitd ominaisuuksia silla on. Kol-
menkymmenenyhdeksén kokelaan kohdalla ratkaisussa oikeat ratkaisutavat puuttu-
vat kokonaan. Téssa virheluokassa ratkaisut vaihtelivat sellaisista, joissa ratkaisu-
yritys on miltein olematon sellaisiin, joissa yleisesti tilavuuden késitteen hahmot-
tamisessa ilmenee vakavia puutteita. Téassdkin tehtdvéssa esiintyi aiemmissa tutki-
muksessa (esim. Clements, Battista 1992) mainittu kolmion pinta-alaan liittyvéé
virhekésitystéd, jossa kolmion kannan viereisen sivun pituus tulkitaan kolmion kor-
keudeksi.

Syksyn 2020 tehtdva 5 késittelee prosenttiosuuksia ja niiden muutoksia. Tés-
sé tehtavassa yleinen osaaminen oli melko heikkoa. Tutkimusaineiston ratkaisuista
jaettujen pisteiden keskiarvo 4,2 pistetta ja yleisin pistemééra oli 1 piste, jonka sai
melkein puolet otoksen kokelaista.

Erilaisia virheluokkia esiintyi tehtavéssa viitta eri tyyppia. Yleisin virhetyyppi
oli, ettd prosentin ja prosenttiyksikon eroa ei ole ymmérretty ja prosentin muutos
ollaan rinnastettu samaksi prosenttiyksikén muutoksen kanssa. Tama virhekéasitys
esiintyi yli puolella oppilaista. Tésséa tehtavassa esiintyi jalleen harmillisen paljon rat-
kasuja, joissa laskuja tai selityksié ei ole kirjoitettu lainkaan auki. Vakavia puuttei-
ta prosentti-késitteen ymmartamisessa ja yleisesti prosenttilaskennan perustaidoissa
esiintyi seitseméan kokelaan kohdalla. Huolimattomuusvirheet nékyivit muun muas-
sa siten, ettd muuten oikeassa ratkaisussa saattoi jossain vaiheessa menné prosentti
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ja prosenttiyksikko sekaisin.

Kevadn 2021 tehtava 3 kisittelee useammasta termeistéd koostuvia kaavoja ja
tehtavana on ratkaista jokin termi yhtalonratkaisutaitoja hyodyntéden. Tehtava on
A-osion tehtéva eli se ei ole ollut valinnainen. Tutkimusaineiston kokelaiden yleinen
osaamisen taso tassa tehtédvissa on kohtalaisen heikko keskiarvon ollessa 4 pistetté.
Yleisin pisteméara oli 2 pistettd ja alle puolet kokelaista saivat tehtévista yli 3
pistettd. Toki on huomioitavaa, etta pelkilld matematiikan perustaidoilla tehtévista
olisi ollut saavutettavissa korkeintaan 10 pistetta, silla tehtédvan kuudes kohta vaatii
jo syvempéaa matemaattista osaamista.

Virheluokkia 16ytyi tasta tehtavéista neljaa tyyppia, joista selkedsti yleisimméssa
kokelaalla ilmeni merkittavia puutteita taidoissa ratkaista tehtéavan yhtaloita. Ta-
mé esiintyi yli puolella tutkimusaineston kokelaista. Huolimattomuusvirheet olivat
my0s yleisid ja niitd esiintyi neljannekselld kokelaista. Muita virhetyyppejéa olivat
virhekésitykset termien késittelysta yhtdlossa sekd ongelmat tunnistaa neliojuurten
erotuksen ja erotuksen neliGjuuren eroa ratkaistaessa tuntematonta kateettia Pyt-
hagoraan lausetta hyodyntamalla.

Tamén tehtavin kaavoissa esiintyi useampaa tuntematonta muuttujaa, joten tay-
sin suoria johtopaétoksia ei voida yhtalonratkasuun liittyvista perustaidoista tehda.
Vaikka tehtdvin osaaminen oli keskimé&arin heikkoa ja vaikka peréti viidellikym-
menellaseitsemélld kokelaalla oli haasteita tehtdvan osaamisessa, ei voida suoraan
paatelld, ettd heiltd puuttuisivat yhtalonratkaisuun liittyvét perustaidot kokonaan.
Ratkaisuissa esiintyi kuitenkin merkittavia kasitteellisia virheitd yhtalonratkaisuis-
sa, kuten esimerkiksi se, etta kerrointermi on viahennetty pois yhtéalosta. Ratkaisuis-
sa korostui yleisesti muuttuja-késitteen heikko ymmértadminen. Tamé nékyi muun
muassa siten, ettd kirjainten paikalle saatettiin sijoittaa numeroita tai siten, etta
yvhtélod osattiin késitelld, kun se sisélti jonkin numeroarvoisen vakion. Naiden ko-
kelaiden ymmaéaryksen muoto olisi kolmannella ja neljannella tasolla Kiichemannin
(1981) esittdmaéssa mallin (taulukko (1) mukaan eli joko kirjain kuvastaa jotain kon-
kreettista objektia tai muuttujan nadhdaan kuvaavan yhta tiettya lukua.

7.3 Johtopaatokset

Tutkielman tuloksista voidaan todeta, ettd vaikka tutkielmassa kasiteltavat mate-
matiikan perustaidot olivat padasiassa hyvalla tasolla kokelaiden keskuudessa, ilmeni
niisséd myos huomattavia puutteita ja virhekasityksia. Tasogeometriaan liittyvit pe-
rustaidot olivat padasiassa hyvilla tasolla kokelaiden keskuudessa. Yleisimmét haas-
teet liittyivat kolmion pinta-alaan ja kolmion korkeusjanan méarittamiseen. Kolmiu-
lotteisessa geometriassa tilavuus-késitteen ymmértdminen ja laskeminen oli yleisesti
ottaen hyvalla tasolla, mutta pyramidin ja sdannollisen kahdeksankulmiopohjaisen
sarmion tilavuuden laskemisessa taidot olivat usein puutteelliset. Prosenttilaskennan
perustaidot oli ldhtokohtaisesti varsin hyvéit, mutta prosenttiyksikon ja prosentin ero
ei yleisesti tunnistettu. Monen muuttujan yhtéloidenratkaisutaidoissa oli merkitté-
via vaikeuksia enemmistolla kokelaista, mutta perustason yhtalonratkaisutaidoista
ei ndiden kokelaiden kohdalla voida tehdé suurempia johtopa&toksia.

Lukiossa matematiikka muuttuu peruskoulun matematiikkaa haastavammaksi ja
opiskelijoiden oppimisen kannalta olisi erittdin tarkedd, ettd matematiikan perustai-
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dot olisivat kunnossa. Téassa tutkielmasta saadut tulokset antavat mielenkiintoista
tietoa lukion paattiavien lyhyen matematiikan opiskelijoiden perustaitojen tasosta ja
heillé esiintyvista virhekasityksista.

Tassé tutkielmassa késitellyt ratkaisut olivat vain murto-osa koko kokelasjoukon
ratkaisuista, joten siind mielessd suurien johtopaéatosten tekeminen voidaan nahda
haastavana. Toisaalta ratkaisujen kokelaiden pisteméirien ja kaikkien kokelaiden
pistemadrien jakaumista voidaan pédtelld, ettd ratkaisuissa ilmeneva osaamistaso
kuvaa melko hyvin koko kokelasjoukkoa. Naiden perusteella voitaisiin olettaa, etté
samojen virhetyyppien ja virhekésitysten suhteellinen esiintyvyyskin voisi olla suurin
piirtein yhtasuuri koko kokelasjoukolla.

Tutkimuksen tuloksia voidaan hyodyntda niin peruskoulun kuin lukion matema-
tiikan opetuksessa ja opetuksen suunnittelussa. Tuloksia voidaan hyodyntaa esimer-
kiksi virhekésitysten kartoittamisessa seké siiné, miten virhekésitysten syntyminen
voitaisiin vélttaa opetustilanteessa. Tutkielman aihe jattaéa paljon varaa myos jatko-
tutkimuksille. Taméan tutkielman tuloksista voi esimerkiksi olla hy6tya matematiikan
opetusta ja sen kehittdmista késittelevissa tutkimuksissa.
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