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Tassé tutkielmassa esitelldén tapa laskea toisistaan eroavien geometristen kuvioiden
ja kappaleiden lukumééria, kun huomioidaan niiden symmetrisyys. Tutkielmassa
kiytettyd menetelméd kutsutaan Burnsiden lemmaksi.

Tutkielmassa maéaritelladn joukon X permutaatioryhmé sekd symmetriaryhmé ja
tutkitaan kuvioiden symmetrioita seké varityksid. Burnsiden lemmaa varten méari-
telladn myos véaritysten stabilaattori, minka jéalkeen esitetédén ja todistetaan Burnsi-
den lemma.

Tutkielman viimeisessé luvussa kasitelladn esimerkkejé Burnsiden lemman kéytosta.
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1 Johdanto

Oletetaan, ettéd sinulla on nelié ja haluat vérittdd sen kulmat. Sinulla on kiytossési
kaksi varia - esimerkiksi sininen ja punainen. Kuinka monta erilaista nelioa voit muo-
dostaa? Neliossa on nelja kulmaa, joista kunkin voi varittaa kahdella eri varilla, joten
vastaus ongelmaan voisi olla 2¢ = 16. Ovatko kuitenkin kaikki 16 n#in muodostet-
tua nelioa todellakin erilaisia? Jos piddmme nelion paikallaan, kaikki 16 nelioa ovat
erilaisia, mutta jos sallimme nelion liikuttamisen, huomaamme, etta jotkin nelidista
ovatkin keskenddn samanlaisia.

Toinen tapa pohtia ongelmaa on laskea sinisten kulmien lukumééara. Nelidssa voi
olla joko 0, 1, 2, 3 tai 4 sinistd kulmaa. Nain ollen voidaan paéitelld, ettd erilaisia
neliéitd on oltava vahintddn viisi. On kuitenkin huomioitava, ettd kahden sinisen
kulman tapauksessa siniset kulmat voivat olla joko vierekkéin tai vastakkain, jolloin
saamme kaksi erilaista neliéd. Yhteensa erilaisia nelioitda on siis 1+1+2+1+4+1=26
kappaletta. Erilaiset neliot on esitetty kuvassa [I]

Kuva 1: Erilaiset neliot, kun kulmat on véritetty siniseksi tai punaiseksi.
Mikali kaksi tai useampi neliod saadaan toisistaan niité liikuttamalla, sanotaan
tassa tutkielmassa, ettd neliot ovat toistensa kanssa ekvivalentteja. Muussa tapauk-
sessa sanotaan, etta neliot eroavat toisistaan. Toisistaan eroavien nelididen lukuméaé-
rd on siis sama kuin erilaisten nelididen lukumaara. Tamaéan tutkielman tarkoituk-

sena on esitelld tapa laskea toisistaan eroavien nelididen lukumééra. Tyo perustuu
Richard A. Brualdin teokseen Introductory Combinatorics [1].



2 Permutaatioista ja symmetriaryhmista

Olkoon X &érellinen joukko. Voidaan olettaa, ettd X on joukko {1,2,3,...,n} eli
se koostuu ensimmaisistd n positiivisesta kokonaisluvusta. Jokainen permutaatio
voidaan puolestaan nahdé bijektiivisend kuvauksena f : X — X, missé

f() =1, f(2) =iz, f(n) =i

Taman voi myos ilmaista 2 X n-matriisina

1 2 ... n
i iy ... i, )

Esimerkki Joukon {1,2,3} permutaatioiden matriisiesitykset:
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 23)/)’\13 2)’\213)’
1 2 3 1 2 3 1 2 3
23 1)°’\312)/)’\3 2 1)

Permutaatiota, joka kuvaa jokaisen joukon X alkion itsekseen, kutsutaan iden-
titeettipermutaatioksi .
- 12 ... n
S\1 2 ... n )

Merkitéén joukon {1,2,3,...,n} kaikkien n! permutaatioiden joukkoa merkin-
nalla S,. Joukon X permutaatioryhmd maaritelladan epétyhjiksi permutaatioiden
osajoukoksi G C §,,, joka toteuttaa seuraavat kolme ehtoa:

1. Kaikille permutaatioille f € G ja g € G patee fog € G.
2. Ryhmaén S, identiteettipermutaatio » € G.

3. Kaikille permutaatioille f € G my6s kiédnteispermutaatio f~1 € G.

Kaikista joukon X = {1,2,3,...,n} permutaatioista koostuvaa joukkoa S, kut-
sutaan joukon X n asteen symmetriaryhmdaksi.

Olkoon §2 geometrinen kuvio (tai kappale). Kuviot koostuvat kulmista (tai kérjis-
té) ja niitd yhdistavista sivuista (tai sirmisté) ja kappaleet myos sdrmien rajaamista
alueista, tahkoista. Kuvion Q symmetriaksi kutsutaan geometrista liikettd tai yh-
tenevyyskuvausta, joka vie kuvion tai kappaleen () alkuperiisen positionsa péalle.
Jokaista symmetriaa voidaan pitdéd kulmien, sivujen ja kolmiulotteisten kappaleiden
tapauksessa tahkojen permutaatioina. Symmetrioiden perakkéinen soveltaminen on
my0s symmetria, silla kuvio tai kappale on edelleen alkuperaiselld paikallaan. Sa-
moin symmetrian kdadnteissymmetria on myods symmetria. Liséksi liike, joka pitda
kappaleen paikoillaan, eli identiteettisymmetria, on symmetria. Nain voidaan péaatel-
14, ettd kuvion €2 symmetriat muodostavat kulmien permutaatioryhmén G, sivujen
permutaatioryhmén G g seké kolmiulotteisten kappaleiden tapauksessa tahkojen per-
mutaatioryhmén Gr. Tésta seuraa, ettd joukko permutaatioita, joka sisdltaa kaikki



kuvion symmetriat, on automaattisesti permutaatioryhma. Nain saadut permutaa-
tioryhméat voidaan nimetéd kulmapermutaatioryhmdksi, sivupermutaatioryhmdkse ja
tahkopermutaatioryhmdksi.

Esimerkki Tarkastellaan nelica 2 ja merkitdan sen kulmia luvuilla 1, 2, 3 ja
4, kuten kuvassa [2l Neliolld on kahdeksan eri symmetriaa ja ne voidaan jakaa kier-
toihin ja peilauksiin. Neliod voidaan kiertdd neljalla tavalla niin, ettd nelio paatyy
tasmélleen alkuperiisen sijaintinsa padlle. Nain tapahtuu, kun neliéa kierretaan kes-
kipisteensd ympéari 0, 90, 180 tai 270 astetta. N&itd neljadd symmetriaa kutsutaan
kuvion Q tasosymmetrioiksi eli symmetrioiksi, joissa kuvion 2 liike tapahtuu silla
tasolla, jossa kuvio €2 on. Tasosymmetriat itsessddn muodostavat ryhmén. Muut ku-
vion ) symmetriat ovat peilauksia vastakkaisten kulmien (1 ja 3 sekd 2 ja 4) lapi
kulkevien suorien seka vastakkaisten sivujen keskipisteiden kautta kulkevien suorien
suhteen. Néissa tapauksissa liike tapahtuu avaruudessa, silld nelié on véliaikaisesti
otettava pois tasolta, jolla kuvio €2 on.

1 a 2
¢ ®
d b
L .
4 - 3

Kuva 2: Esimerkkinelio €.

Kierroista saamme siis nelja permutaatiota nelitlle

o {1234\ , (12314
Pa=t=\ 1934 )P 23 41)
o (1 234\ 4, (1234

Pa=\ 3412 )P= 412 3)

Merkitaan 71 on peilaus kulmien 1 ja 3 seké 7 kulmien 2 ja 4 14pi kulkevan suoran
suhteen. Merkitaén 73 on peilaus sivujen a ja c sekd 74 sivujen b ja d keskipisteiden
léapi kulkevan suoran suhteen. Talloin
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Téaten nelion kulmasymmetriaryhméa on

2 3
GK - {Zﬂ P4, Py Py T1, 72,73, T4}‘

Jos tarkastellaan sivuja a, b, ¢ ja d, huomataan, ettd, kun samat nelion €2 sym-
metriat operoivat nelion sivuille, muodostuu nelion sivusymmetriaryhmé Gg.

Oletetaan, ettd on joukon X permutaatioiden ryhmé G, missd X on edelleen
joukko {1,2,3,...,n} eli se koostuu n ensimmaéisesté kokonaisluvusta. Joukon X
vdritys on kuvaus, jossa jokaiselle joukon X alkiolle annetaan véri. Olkoon C' joukon
X kaikkien varitysten kokoelma ja olkoon ¢ joukon X varitys ja alkioiden 1,2,...,n
varit ¢(1),¢(2), ..., ¢(n). Olkoon

12 .. 4
f:(higu.u)eG

joukon X permutaatio. Télloin f * ¢ méaéritellddn olevan varitys, jossa i saa varin

c(k) eli

(fxc)(ix) =c(k), (k=1,2,...,n).

Eli f siirtdd alkion k£ vérin alkion 4, véariksi.

Kaikille f € G ja ¢ € C on oltava voimassa f xc € C'. Tama tarkoittaa sité, etté
f*xcsiirtda jokaisen vérityksen C' alkion vérin jollekin vérityksen C' alkiolle. Operaa-
tioiden o (ryhmén G permutaatioiden kompositio) ja * (ryhmén G' permutaatioiden
operoiminen vérityksiin ¢ € C') vililla on perussuhde

(gof)xec=gx(fxc) (1)

Yhtalon vasen puoli on véritys, jossa véri k siirtyy paikkaan (g o f)(k). Oikea puoli
on puolestaan véritys, jossa véri k siirtyy alkiolle g(f(k)). Komposition mééritelmén
mukaan ndma ovat sama alkio, joten yhtalo pitda paikkansa.

3 Burnsiden lemma

Téassé luvussa esitetdan Burnsiden lemma ja annetaan esimerkkejé siitd, miten sita
kiytetadn joukon X toisistaan eroavien véritysten laskemiseen, kun otetaan huo-
mioon joukon X permutaatioiden vaikutus.

Olkoon G joukon X permutaatioiden ryhmaé ja C' sellainen joukon X varitysten
joukko, ettd G operoi joukossa C. Tamé tarkoittaa sitd, ettd G pitda véritykset
joukossa C' (jos se on véritysten jokin aito osajoukko). On mahdollista, ettd sopivilla
valinnoilla

fxc=c (2)

Esimerkiksi, jos kuvassa [3| esitetyn nelion AygByCyDy kulmat A ja C' véritetdan
punaisiksi ja kulmat B ja D sinisiksi ja peilataan nelié janan AoCj suhteen, saadaan
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Peilaus janan Peilaus janan

.
Alkuperainen AC suhteen BD suhteen 1807 kierto

Dy o Co By by C, D 9 Ay  Bj a3 As
d0 b0 a, C4 C, a, b3 d3
Ag 3y By 1 d, 1 G by B, C3 C3 D,

Kuva 3: Nelion ABC'D peilaus janojen AC' ja BD suhteen seké 180° kierto.

neliv A; B1C1 Dy, joka on varityksiltdan yhteneva nelion AygByCyDy kanssa. Samoin
kay, jos nelion peilaa janan ByD, suhteen tai jos kiertda neliod 180°. Kaikki ndmé
lilkkkeet pitévat siis nelion kulmien varitykset samana. Jos sallitaan, ettd yhtalosséa
joko f kay lapi kaikki ryhmén G permutaatiot tai ¢ kdy lapi kaikki joukon C'
varitykset, saadaan joukko kaikista ryhmén G permutaatioista, jotka sailyttéavat
varityksen c

Gle)={feG: fxc=c},
seké joukko kaikista vérityksista C, joita f ei muuta
C(f)={ceC: fxc=c}.

Joukkoa G(c), joka koostuu kaikista permutaatioista, jotka siilyttévit varityksen
¢, kutsutaan varityksen c stabilaattoriksi. Minkd tahansa vérityksen stabilaattori
muodostaa permutaatioryhmén.

Lause 1. Jokaisen virityksen c stabilaattori G(c) on permutaatioryhmd. Lisiksi
mille tahansa permutaatiolle f € G ja g € G gxc = fx*c, jos ja vain jos fLog € G.

Todistus. Jos sekd f ettd g pitavit varityksen ¢ samana, niin véritys pysyy samana
myo6s tekemélld f ja g perdkkéin. Siis (go f)(c) = c. Téastd seuraa, ettd G(c) on sul-
jettu yhdisteen g o f suhteen. Selvisti my0Os identiteettikuvaus ¢ sdilyttaa varityksen
c. Lisiksi, jos f siilyttad virityksen ¢, myos f~! siilyttdd sen eli f~! € G(c). Kaik-
ki permutaatioryhmén edellytykset toteutuvat, joten G(c¢) on permutaatioryhmaé.
Oletetaan, ettd f x ¢ = g x c. Talloin yhtélon (1) nojalla saadaan

(flog)xe=ftx(gxc)=f ' 5 (f*xc)=(ftof)xc=ixc=c,

misti seuraa, ettd f~!og siilyttid virityksen c ja siten f~'og € G(c). Kadinteisesti,
jos f71o g € G(c), niin vastaavalla laskulla saadaan, f *c = g x c. O

Lauseen [I| seurauksena voidaan annetun varityksen c avulla laskea, kuinka monta
erilaista véritysté syntyy, kun ryhmé G operoi joukossa C.



Seuraus 1. Olkoon ¢ joukon C wdritys. Niiden vdritysten lukumddrd, jotka ovat
ekvivalentteja vdrityksen ¢ kanssa saadaan jakamalla ryhmdn G permutaatioiden
lukumadrd varityksen c stabilaattorien lukumddardlld el

% C ! :—lG’

Todistus. Olkoon f permutaatio ryhmaéssd . Lauseen [I| ne permutaatiot g, joille
pétee gxc = fx*c ovat tdsmaélleen ne permutaatiot, jotka voidaan kirjoittaa muodossa

{foh:heG(c)}.

Supistamislain mukaan, jos foh = foh/, niin h = h'. Tasté seuraa, etté joukon foh
permutaatioiden lukuméérd on sama kuin véarityksen c stabilaattorien lukuméara
|G(c)|. Siis jokaiselle permutaatiolle f on tésmiélleen |G(c)| permutaatiota, joilla
on sama vaikutus varitykseen ¢ kuin permutaatiolla f. Koska permutaatioita on
yhteensd |G|, niiden véritysten lukumééré, jotka ovat ekvivalentteja vérityksen c
kanssa on

{f*c: feGi

Taten lukuméara on

G(e)l
O

Seuraavaksi esitellidn Burnsiden lemma, jolla voidaan laskea symmetria huo-
mioon ottaen toisistaan eroavien varitysten lukumaééaré.

Lause 2. Olkoon G joukon X permutaatioryhmd ja C' joukon X wvdaritysten joukko
siten, etta f xc € C kaikilla f € G ja ¢ € C. Tdlloin toisistaan eroavien eli
epdaekvivalenttien varitysten lukumddrd N(G,C) saadaan kaavalla

N(G.C) = g I 3)
feag

Toisin sanoen, toisistaan eroavien varitysten lukumdadrd on yhta suuri kuin ryh-
man G permutaatioiden samoina pitamien vdaritysten lukumdadrien keskiarvo.

Todistus. Kaydaan 1api kaikki f € G, lasketaan, montako véritysta f sailyttda ja
lasketaan kaikki yhteen. Ndin saadaan

>,

feaq

silld C'(f) on niiden véritysten joukko, jotka f sailyttdd. Toisaalta kidydddn lapi
kaikki ¢ € C' ja lasketaan montako permutaatiota f toteuttaa ehdon f xc¢ = ¢ ja



summataan tulokset yhteen. Jokaiselle varitykselle ¢ ndiden permutaatioiden jouk-
ko f on aiemmin médritelty stabilaattori G(c). Siis jokainen véritys ¢ tuo |G(c)]
permutaatiota laskettavaksi yhteen. Nain saadaan

> 1G(o)

ceC

Molemmat laskut antoivat sellaisten parien (f, ¢) lukumééran, jotka toteuttavat eh-
don f x ¢ = c¢. Siis molempien summien on oltava sama eli

PEHIED PR (4)

feG@ ceC
Seurauksesta [1| voidaan pééatella, etta

Gl

varitysten lukumaira, jotka ovat ekvivalentteja vérityksen c kanssa’

G(e)] =

Sijoittamalla tdma yhtaloon saadaan

1

G(o)| =G
; G(e)l = 6] Z varltysten lukumaééri, jotka ovat ekvivalentteja virityksen ¢ kanssa’

Tassé esiintyvé jalkimméinen summa voidaan sieventdé, jos varitykset ryhmitellaan
ekvivalenssiluokittain. Télloin, jokainen varityksen ¢ kanssa samaan ekvivalenssi-
luokkaan kuuluva varitys lisdd summaan

1
varitysten lukumairi, jotka ovat ekvivalentteja virityksen ¢ kanssa’

Téten, jokainen ekvivalenssiluokka kasvattaa summan arvoa luvulla 1. Koska ekvi-
valenssiluokkia on yht& monta kuin erilaisia vérityksid N (G, C), saadaan

>_IG(e)] = N(G,C)-|G].

ceC

Sijoittamalla tdmén yhtaloon 4] saadaan

Y IC() = N(G.C)- |G,

fea@

mista viite seuraa, kun ratkaistaan N (G, C). O

4 Esimerkkeja

Tassé luvussa kaydaan 1api esimerkkeja Burnsiden lemman kéytosta.
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4.1 Ympyrapermutaatioiden laskeminen

Esimerkki. Kuinka monella tavalla n kappaletta erilaista objektia voidaan jarjestda
ympyraan.

Kyseesséd on sama ongelma kuin kysymyksessa "kuinka monella tavalla saannolli-
sen n-kulmion €2 kirjet voidaan varittaa n eri varilla siten, ettéd véritykset, jotka ovat
toistensa kiertoja, lasketaan samoiksi". Olkoon C' kaikkien niiden véritysten joukko,
joilla monikulmion €2 voidaan vérittda n eri varilla. Naita vérityksid on yhteensa n!
kappaletta. Télloin syklinen ryhma

Cn= {pg =1 Pns--- ,P2_1}7

missa p, on % asteen kierto, operoi joukossa C' ja ympyrapermutaatioiden luku-

méara on yhta suuri kuin niiden véaritysten lukuméaéré, jotka eivéit ole ekvivalentteja
joukossa C. Ryhmén (), identiteettipermutaatio » sdilyttad kaikki n! varitysta jou-
kossa C'. Koska kaikki kulmat on véritetty eri véreilld, mikddn muu permutaatio ei
séilyta varitysta. Siispd Burnsiden lemmaa kéiyttamaélla voimme laskea eri ympyrdi-
den lukuméaraksi

1
N(Cn,C’):E(n!+0—|—0+...+0):(n—1)!.

4.2 Erilaisten kaulakorujen laskeminen

Esimerkki. Kuinka monella tavalla n eri varista helmeé sisdltdavan kaulakorun voi
tehda?

Kyseessé on ldhes sama tapaus kuin edellisesséa esimerkissd. Ero tulee siité, etta
kaulakorun voi kdédntad ympari. Permutaatioiden ryhmaéksi G on nyt valittava koko
sdannollisen n-kulmion kérkisymmetrioiden ryhma eli tédssa tapauksessa G' on dihe-
draaliryhma D), jonka kertaluku on 2n. Kuten edellisessé esimerkissé, myos téssé
ainoa varityksen sailyttavd permutaatio on identiteettipermutaatio 2, joka séilyttda
kaikki n! véritystd. Siten niiden véritysten, jotka eivét ole ekvivalentteja toistensa
kanssa, lukumééré on

1 — 1!
N(Dn,C)z%(n!+0+0+...+0):%.

4.3 Erilaisten nelioiden laskeminen

Kuvassa 3| esitettiin muutamia nelion stabilaattoreita tapauksessa, jossa vastakkaiset
vérit olivat samanvérisid. Seuraavassa lahteen [I] ulkopuolisessa esimerkissi selvite-
tdan Burnsiden lemman avulla, kuinka monta erilaista neliod on, kun nelion kulmat
voi virittad kahdella eri vérilld (esim. punainen ja sininen).

Esimerkki. Monellako tavalla nelion ABC'D kulmat voidaan varittda véreilla
punainen ja sininen, kun sallitaan peilaus janojen AC' ja BD suhteen seké 90, 180
ja 270° kierrot.

Olkoon C' niiden varitysten joukko, joilla nelion ABC'D kulmat voidaan varittaa.
Koska kunkin kulman voi vérittid kahdella tavalla, on virityksid yhteensi |C| = 2* =

8



16 kappaletta. Symmetriaryhmé G sisiltédé 8 alkiota (identiteettialkio go, 90° kierto
g1, 180° kierto go, 270° kierto g3, peilaus janan AC suhteen g4, peilaus janan BD
suhteen g5 seké peilaukset pysty- ja vaaka-akselin suhteen) eli |G| = 8. Lasketaan
seuraavaksi kuinka monta varitystd kukin rotaatio sailyttaa:
go = 16 (identiteettikuvaus séilyttad kaikki viritykset),
g1 = 2 (90° kierto sdilyttaé vain ne, joissa kaikki kulmat ovat samaa vérid),
=4 (180° kierto sdilyttad ne, joissa molemmat vastakkaiset kulmat ovat samaa vérid),
= 2 (270° kierto sdilyttad vain ne, joissa kaikki kulmat ovat samaa véria),
= 8 (peilaus janan AC' suhteen siilyttda kaikki, joissa kulmat B ja D ovat samaa véria),
= 8 (peilaus janan BD suhteen séilyttad kaikki, joissa kulmat A ja C' ovat samaa véria),
gs = 4 (peilaus pystyakselin suhteen séilyttdd ne, joissa akselin vastakkaisilla puolilla
olevat kulmat ovat samaa véria),
g7 = 4 (peilaus vaaka-akselin suhteen siilyttdéd ne, joissa akselin vastakkaisilla puolilla

olevat kulmat ovat samaa véria).

Néin ollen Burnsiden lemman perusteella varityksia on yhteensé

Z\C 16+2+4+2+8+8+4+4)_6

4.4 Mita, jos sallitaan symmetrioiden joukko, joka ei ole ryh-
ma?

Seuraavassa lahteen [I] ulkopuolisessa esimerkissé tutkitaan, mitd tapahtuu, jos
Burnsiden lemmaa yritetdan soveltaa symmetrioille, jotka eivit muodosta ryhmaéa.

Esimerkki. Monellako tavalla nelion ABC'D kulmat voidaan vérittda véreilld
punainen ja sininen, kun sallitaan peilaus janojen AC ja BD suhteen seka 90, 180
ja 270° kierrot.

Olkoon C' niiden véritysten joukko, joilla nelion ABC' D kulmat voidaan vérittéaa.
Koska kunkin kulman voi vérittid kahdella tavalla, on virityksid yhteensi |C| = 2* =
16 kappaletta. Symmetrioiden joukko G sisdltdd 6 alkiota (identiteettialkio go, 90°
kierto g1, 180° kierto go, 270° kierto g3, peilaus janan AC' suhteen g4 ja peilaus janan
BD suhteen g5, peilaus pystyakselin suhteen g7 ja peilaus vaaka-akselin suhteen gs)
eli |G| = 8. Lasketaan seuraavaksi kuinka monta viritystd kukin rotaatio séilyttéé:

go = 16 (identiteettikuvaus sailyttaa kaikki véritykset),
g1 = 2 (90° kierto sdilyttad vain ne, joissa kaikki kulmat ovat samaa vérid),

180° kierto sdilyttad ne, joissa molemmat vastakkaiset kulmat ovat samaa véria),

=4
= 2 (270° kierto sailyttaa vain ne, joissa kaikki kulmat ovat samaa véria),
8 (peilaus janan AC suhteen séilyttéé kaikki, joissa kulmat B ja D ovat samaa vérid),

g5 = 8 (peilaus janan BD suhteen sdilyttdd kaikki, joissa kulmat A ja C' ovat samaa varia).

Néin ollen Burnsiden lemman perusteella varityksia on yhteensé

|G|Z|(J 16+2+4+2+8+8)



Téamén mukaan erilaisia neliéita olisi 2—30 kappaletta, miké ei voi pitaéa paikkansa,

silla % ei ole kokonaisluku. Voimme siis todeta, ettd jos symmetrioiden joukko ei

ole ryhmé, Burnsiden lemma ei valttamatta pida paikkansa.

4.5 Erilaisten viisikulmioiden laskeminen

Esimerkki. Monellako tavalla, jotka eivit ole toistensa kanssa ekvivalentteja, viisi-
kulmion kulmat voidaan varittaa

a) kahdella eri vérilla

b) kolmella eri vérilla.
a) Viisikulmion symmetriaryhmén muodostaa dihedraalinen ryhmé

_ 0 __ 2 3 4
D5 - {p5 - Z7p5ap57p57p5’7—1a7—277-377_4a7—5}7

jossa 7; on peilaus sellaisen suoran suhteen, joka kulkee kulman j ja sen vastaisen
sivun keskikohdan lipi ja ps on 72° kierto. Olkoon C' kaikkien 2° = 32 sasinnollisen
viisikulmion vérityksien joukko. Identiteettipermutaatio ¢ pitaa kaikki varitykset sa-
moina. Kaikki muut kierrot pitavat samoina ne kaksi varitysta, joissa kaikki kulmat
on varitetty samalla varilla. Eli

ivi ) 32 kuni=20
|C(p5)|_{ 2 kuni=1,23,4.

Tarkastellaan seuraavaksi peilauksia 7;, jotka symmetrian perusteella séilyttavat kes-
kendédn yhta monta varitysté, joten riittad tarkastella yhtéa peilausta. Esimerkiksi 7
sdilyttad varityksen, kun sekd kulmat 2 ja 5 ovat samaa véria ettd kulmat 3 ja 4 ovat
samaa varia. Seké kulmalle 1, ettd kullekin kulmaparille on 2 mahdollista véritysta,
joten yhteensé ehdot tayttavia vérityksid on 2 -2 - 2 = 8 kappaletta. Siis

|C(1;)] =8 kaikille j =1,2,3,4,5.

Siten Burnsiden lemman perusteella vérityksié, jotka ovat toistensa kanssa epée-
kvivalentteja, on

1
N(D5,0) = 5(32+2+2+2+2+8+8+8+8+8) =8,

b) Kolmen vérin tapauksessa sdannoéllisen viisikulmion véritysten lukuméérd on
3° = 243. Kuten kahden virin tapauksessa myos kolmen virin tapauksessa identi-
teettipermutaatio séilyttas kaikki 243 véaritysta ja muut kierrot sailyttavat varityk-
sen tapauksissa, joissa kaikki kulmat ovat samaa véria eli kolme kappaletta. Peilauk-
set puolestaan séilyttavat 3 - 3 - 3 = 27 véritysté. Siten Burnsiden lemman mukaan
varitysten, jotka eivét ole ekvivalentteja toistensa kanssa, lukumaéra on

1
N(Ds,C) = 15(243+ 3+ 3+ 3+ 3+ 27+ 27+ 27 + 27+ 27) = 39,
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