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1 Johdanto

Taman opettajalinjan Pro Gradu -tutkielman tarkoituksena on luoda katsaus
geometrian perusteisiin. Osa esille tulevista asioista kuuluu peruskoulun op-
pimaaraan, osa tulee esille lukion pitkassd matematiikassa ja on joukossa
my6s muutama namé kouluasteet ylittava tieto.

Tutkielman péalahteind on kaksi teosta: Geometry - A High School Course,
jonka on kirjoittanut Lang S. ja Murrow G. (Springer-Verlag, New York,
1988), seka K. Viiséldn teos Geometria (WSOY, Porvoo, 1968). Tutkiel-
man teksti on koottu edella mainituista lahteista kdyttaen apuna myos muita
lahdeluettelosta loytyvia teoksia. Kaikki kirjoitelmassa oleva teksti 16ytyykin
siis lahdeluettelon teoksista ja tama tyo on kooste keraamistani tiedoista.
Tekstikappaleiden jalkeen tulevien harjoitustehtéivien teossa on apuna kaytet-
ty soveltaen lukion pitkdn matematiikan kirjoja Laudatur 3 - Geometria,
Hautajarvi T., Ottelin J. ja Wallin-Jaakkola L. (Otava, Helsinki, 2005),
Lukion Calculus 2 - Geometria, Analyyttinen geometria, Jappinen P., Ku-
piainen A. ja Résénen M. (Otava, Helsinki, 2005) ja Matematiikan taito 3 -
Geometria, Silfverberg H., Viilo M-L. ja Pippola L. (WSOY, Porvoo, 1999).

Tyossé esiintyvat kuvat on piirretty kayttden MetaPost kuvanpiirto-ohjelmaa.
Aluksi koin ohjelman kayton hankalaksi. Kuvien syottdminen komentoina,
nidkeméatta heti minkélainen valmiista kuvasta tulee, oli minulle uusi asia ja
vaati pienen totuttelun. Tyon edetessa kuitenkin huomasin ohjelman kaytén-
nollisyyden ja hyodyt, huolimatta ohjelman pikku puutteista. Tulen varmasti
myohemmin opettajan tyossa kdyttamadn ohjelmaa apuna piirtaessani kuvia
niin kokeisiin kuin tuntia varten.

Mielestani kyseisté aineistoa voisi kiyttad apuna geometrian opetuksessa
seké ylakoulussa, ettd lukiossa. Toisaalta materiaali on pyritty kerdamaan
niin, ettd sen avulla olisi mahdollista omatoimisesti tutustua geometrian
maailmaan. Tyon tekeminen on avannut itselleni aivan uuden nékékulman
geometriaan. Olen oppinnut jotain siitd, miten asiat kannattaa ilmaista jos
niita pitad opettaa ihmiselle, joka ei ole aiemmin asiaan tutustunut. Uskon
geometrian kouluopetusta kasittelevasta gradusta olevan minulle hyotya tu-

levaisuudessa opettaessani geometriaa niin ylakoulun kuin lukionkin puolella.



Geometrian juuret ovat pitkalla historiassa. Kautta aikojen geometriaa
on kaytetty apuna niin rakentamisessa kuin muussakin ympéariston hahmot-
tamisessa. Geometriaa tulee kayttaneeksi arkipaivin elaméassa huomaamat-
taan. Geometrisia muotoja on luonnossa paljon, saippuakuplien palloista
suolakiteiden kuutioihin. Jo Egyptin pyramidien rakennuksessa on kéytety
apuna geometriaa. Geometriaa kaytetadn myos nykydan rakennuksia suun-
niteltaessa ja rakennettaessa, tahtitieteessa, mallien suunitellussa jne.

Geometria on saanut alkunsa arkipaivan elaméan liittyvistd ongelmista.
Sanana geometria on periisin kreikkalaisilta. Sana ge’ tarkoittaa maata ja
metrein mittausta, geometriassa onkin aluksi ollut kyse maanmittauksesta.
Geometrian juuret ovat Egyptissé, jossa sitd kaytettiin ainoastaan kaytan-
nossa, mitdan varsinaista oppirakennetta ei vield muodostettu. Itsenaiseksi
matematiikan osa-alueeksi geometria kehittyi antiikin Kreikassa. Tunnetuin
kreikkalainen geometrikko oli Eukleides, joka kerasi sen aikaisen geometri-
sen ja muun matemaattisen tietdmyksen kolmentoista kirjan kokoelmaksi,
nimeltaan Alkeet (n. 300 eKr.).

Eukleideen Alkeissa geometria esitettiin systemaattisena rakenteena, jos-
sa geometrinen tieto rakennettiin pala palalta kokonaisuudeksi. Lahtokoh-
tana ovat peruskdsitteet, kuten piste, suora ja taso. Naiden peruskéasittei-
den vilisia itsestaan selvind pidettyja yhteyksia kutsuttiin perusoletuksiksi
eli aksioomiksi. Eras téllainen olettamus oli se, ettd kahden pisteen kaut-
ta voidaan piirtaéd tasmaélleen yksi suora. Naméa peruskésitteet ja aksioomat
muodostivat pohjan muulle geometrialle, joka rakennettiin maéarittelemall&
uusia kasitteitd peruskéasitteiden ja aiemmin maéariteltyjen kasiteiden avulla,
lisaksi todistettin lauseita, joilla osoitettiin uusia yhteyksia késitteiden vélille.
Nykyaén euklidisen geometrian rinnalle on rakennettu muita ns. epaeuklidisia
geometrioita, jotka ovat yhta patevid kuin euklidinen geometriakin. Geomet-
rian aseman muuttuessa on uusien keinojen ja laskutapojen maérittaminen

ollut pakollista.



2 Peruskasitteita

2.1 Piste, suora ja taso

Kolme seuraavaksi esiteltavaa kasitetta ovat hyvin térkeasséd roolissa, kun
maaritellddn muita geometrisia kasitteita.

Piste on geometrinen suure, jolla on paikka, mutta ei ulottuvuutta. Pis-
teitd kuvataan tavallisesti pisteelld (- ), ristilla (x) tai lyhyelld poikkiviivalla
(]). Pisteet nimetaan kayttdmalld isoja kirjaimia A, B, C, ...

Asrettoman tihedsti perdkkiin olevat pisteet muodostavat vitvan. Viiva
voi olla suora, kaareva tai suoran ja kaarevan yhdistelméa. Suoraa viivaa joka
jatkuu molempiin suuntiin rajattomasti kutsutaan suoraksi. Suoralla ei ole
loppua, alkua eikd paksuutta. Suora nimetddn minkatahansa kahden sillé

olevan pisteen mukaan (esim. suora AB) tai pienella kirjaimella I,m,n, ...

Lause 2.1. Kahden eri pisteen A ja B kautta kulkee tarkalleen yksi suora
I(A,B). Erityisesti kahdella eri suoralla on korkeintaan yksi leikkauspiste.
A L B

Kuva 1: Suora

Puolisuora on suoran osa, jolla on alkupiste, mutta ei loppupistetta.
Puolisuoraa merkitaan alkupisteen ja puolisuoralle merkityn kirjaimen mu-

kaan, esimerkiksi puolisuora AB.

A B

Kuva 2: Puolisuora

Suoran osaa joka on kahden pisteen vélilla, mukaanlukien kyseiset pis-
teet, kutsutaan janaksi. Jana nimetaan paatepisteiden mukaan, jana AB, tai
janalle merkityn pienen kirjaimen mukaan, jana a (kuva 3).

Janan pituutta merkitdin |AB|. Kun janaa mitataan jollakin mitalla eli

yksikolla (esim. 1 cm, 1 mm jne.), niin lukua joka ilmoittaa montako ker-
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Kuva 3: Janat

taa mitta sisdltyy janaan, sanotaan mittaluvuksi. Jos esim. mitta on 1 cm ja
mittaluku 5, niin janan pituus eli suuruus on 5 cm. Janan pituus on aina posi-
tiivinen. Jaettaessa jana kahteen yhta suureen osaan, janan jakavaa pistetté
kutsutaan janan keskipisteeksi.

Kaikkiin suuntiin rajoittamattomaksi ajateltua tasaista pintaa kutsutaan

tasoksi.

Lause 2.2. Kolmen pisteen kautta, jotka eivit ole samalla suoralla, voi-

daan asettaa vain yksi taso.

Kolmen pisteen kautta, jotka ovat samalla suoralla, sitd vastoin voidaan
asettaa darettoman monta tasoa, ja ne sisaltaviat mainitun suoran kokonaan.
Taso siséltdaa kokonaan jokaisen suoran, jonka kanssa silla on kaksi yhteisté
pistetta.

Geometria voidaan jakaa tasogeometriaan ja avaruusgeometriaan. Edel-
lisessé tutkittavat kuviot ovat kokonaan samassa tasossa, jalkimmaisessé
puolestaan kuvioilla ei ole tdtd ominaisuutta. Jatkossa tekstissa kuvioiden

ajatellaan olevan samassa tasossa ellei toisin mainita.



Tehtavia:

2.1 Kun ajatellaan pistetta, suoraa ja tasoa, mita niista voidaan ku-
vailla
a) poydan pinnalla,
b) piirtoheitin kalvolla,
c) viivottimen sivulla,
d) kiredksi venytetylld kuminauhalla,
e) neulan karjella?
2.2 Piirrd suora [ ja sille pisteet A, B, C' ja D téssa jarjestyksessa.
Nimea kaikki naiden pisteiden maardamat

a) janat, b) puolisuorat.

2.3 Lukusuoralle on merkitty pisteet A, B, C ja D, joista C' on janan
AD keskipiste ja B janan AC' keskipiste.
a) Kuinka pitkd on jana C'D?
b) Mikéa on pisteen D koordinaatti?
c¢) Kuinka pitké on jana BC?
d) Miké on pisteen B kordinaatti?

-2 4
A B C D

Kuva 4: Tehtéava 2.3

D
3

A5E5F 10 ¢

Kuva 5: Tehtéava 2.4



2.4 Maarita annettujen janojen pituudet ja keskipisteet kuvan 5 avul-
la.
a) Mitka ovat janojen AB, AC ja AF pituudet?
b) Nimeé kuvasta kaksi keskipistetta.

2.2 Etaisyys

Etaisyys on yksi hyvin térkea kasite puhuttaessa tasosta. Kahden pisteen
P ja @ etiisyys tasossa on pisteiden vilisen janan pituus |PQ|. Kahden
pisteen vélinen jana on lyhyempi kuin kaikki muut pisteita yhdistéavat viivat.
Seuraavat etdisyytta koskevat asiat ovat selvid. Kahden pisteen etaisyys on
joko suurempi kuin nolla tai nolla. Kyseinen etaisyys on suurempi kuin nolla
vain jos pisteet ovat erilliset; nolla se on ainoastaan silloin, kun kaksi pistetté
ovat samat eli eivat ole erilliset. Liséksi etdisyys pisteestd P pisteeseen () on
sama kuin etaisyys pisteesta () pisteeseen P.

Edella esitetyt ominaisuudet voidaan kirjoittaa myos kayttamalla sym-

boleita, nain on tehty seuraavassa lauseessa.

Lause 2.3. Kaikille tason pisteille P ja () on voimassa:

(1) [PQ| =0,
(2) [PQ[=0& P =0,
(3) [PQ[=[QP].

Kohdassa (2) kéiytetty kaksisuuntainen nuoli < tarkoittaa ekvivalenssia, eli
kuten edelld jo mainittiin, kahden pisteen vélinen etaisyys on nolla vain
kun pisteet ovat samat. Toisaalta sama pétee toisinkin pain, jos pisteet ovat
samat, niiden vélinen etaisyys on nolla.

Koko janan pituus on sen osien summa. Mikéan janan osista ei myoskaan

voi olla pidempi kuin koko jana.

Lause 2.4. Kaikille tason pisteille P, (), M on voimassa:
[PQ|+ [QM]| = [PM]|

jos ja vain jos @) on pisteiden P ja M viliselld janalla.



Edellisen lauseen véaittama on helposti havaittavissa, kun tarkastellaan seu-
raavaa kuvaa (kuva 6). (a) kohdassa piste ) on pisteiden P ja M vilisella

janalla, kohdissa (b) ja (c) piste @ ei sijaitse kyseisella janalla.

Etaisyyksille on voimassa my6s niin kutsuttu kolmioepdyhtalo.

Lause 2.5. (Kolmioepayhtild) Olkoon P, Q, M pisteitd. Silloin
|[PM| < [PQ|+[QM].

Kun |PM| < |PQ| + |QM], pisteeet P,Q, M muodostavat kolmion, joka

esitetddn kuvassa 7 tai kuvan 6 (c)-kohdan kaltaisen suoran.

M

Q

Kuva 7:

Eli kolmiossa minkétahansa kahden sivun pituuksien summa on suurempi
kuin kolmannen sivun pituus.

Lopuksi muistutettakoon viela, etta janan padtepisteen (Q sijaitessa janal-
la PM, @ € PM, saavat janan P(Q) pituudet arvoja nollan ja |PM| valilta.
Jokaisella pisteella on oma arvonsa, joka esiintyy vain kerran. Lisaksi toisen
péadtepisteen @ ollessa janalla PM janojen P pituudet saavat arvoja |PQ| <
|PM|.



Tehtavia:

2.5 Jos janan AB pituus [AB| =7 ja janan AC pituus |[AC| = 41 ja
piste C' on janalla AB, niin kuinka pitka on jana C'B?

2.6 Mitka seuraavista kolmen pituuden ryhmistéa voivat olla kolmion
sivujen pituuksia?
a)4dcm,4cm,4cemb)3m, 4m, 5mc)5em, 8 cm, 2 cm
d) 4 km, 4 km,3kme) 1 m, 5m, 3mf) 1,5 cm, 3,5 cm, 5,5 cm

2.7 Jos kolmion kaksi sivua ovat 15 cm ja 24 cm pitkét, niin kolman-
nen sivun pitaa olla suurempi kuin __ cm ja pienempi kuin

cm.

2.3 Kulma
2.3.1 Kulman nimeadminen

Kulman aukeama eli kulma on kahden samasta pisteesté alkavan puolisuoran
rajaama tason osa. Kulman kérjesta katsottuna oikean puoleinen puolisuo-
ra on oikea kylki ja vasemman puoleinen puolisuora on wvasen kylki. Kul-
man karkeen piirretdan pieni kaari kulman merkiksi. Kulmaa merkitaan
joko kreikkalaisella aakkosella («, 3,7, ...), kreikkalaisen aakkosen ja kul-
mamerkin yhdistelmalld (<a), kérjen kirjaimella (A, B,C'...) tai kolmikir-
jaimisella merkkijonolla (<AOB). Kun kulma nimetaan kdyttaméalla kolmen
kirjaimen yhdistelméaé, ensimmaiseksi kirjoitetaan oikealta kyljeltd valittu
piste sitten karki ja viimeisena vasemmalta kyljelta valittu piste. Edella es-

itettyjé asioita on havainnollistettu kuvassa 8.

B

\gy\\d

vasen

Otkeg, ky ki "

Kuva 8: <AOB, a, <« tai <O



Kulman puolittaja on puolisuora, joka jakaa kulman kahteen yhta suureen
osaan. Kuvassa 9 jana AD puolittaa kulman <BAC, jolloin <aw = <. Yhté

suuret kulmat merkitdan kuvaan piirtdmalla yhta monta kaarta kulmiin.

¢

G
AL B

Kuva 9: Kulmanpuolittaja AD

Tehtavia:

2.8 Nimea annetut kulmat kayttéden kolmikirjaimista yhdistelmé&a.

(a) (b) (c)

Kuva 10: Tehtava 2.8

2.3.2 Kulman mittaaminen

Kulman suuruus ilmoitetaan yleensé kéayttamalla yksikkoa aste (1°). Aste

jakautuu kulmaminuutteihin (°) ja kulmasekunteihin (7).

1° = 60’
1/ — 60//

Esimerkki 2.1. 67,30° = 67° 4 0,30 - 60’ = 67°1&

9



Toisinaan kulmamittana kaytetain myos radiaaneja. Talloin 90° = 7 ra-

diaania, eli 1 radiaani = 57,295. .. astetta.
Tehtavia:

2.9 Muunna asteiksi.
a) 12°30/ b) 62°15'30" C) 123°12'45"

2.10 Muunna asteiksi, minuuteiksi ja sekunneiksi.
a) 12,3° b) 54,42° c¢) 1,245°

2.3.3 Kulmien luokittelu

Kulmaa jonka suuruus on 0° kutsutaan nollakulmaksi. Kun kulman suuruus
on 360°, niin kulmaa sanotaan tdydeksi kulmaksi ks. kuva 11.

0° 360°
C

nollakulma taysikulma

Kuva 11:

Oikokulma jakaa tdyden kulman kahteen yhtdsuureen osaan, joten oiko-
kulman suuruus on 180°. Suorakulma puolestaan on puolet oikokulmasta eli
suoran kulman suuruus on 90°. Suoran kulman merkkina kuvassa kaytetaan

pienta vakésta .

180° 90°
£
oikokulma suorakulma
Kuva 12:

10



Kulmat jaetaan suuruuden puolesta kahteen luokkaan, oikokulma rajana:
1) koverat kulmat, jotka ovat pienempié kuin 180°,

2) kuperat kulmat, jotka ovat suurempia kuin 180°.

(a) kovera kulma 0° < o < 180° (b) kupera kulma 180° < o < 360°

Kuva 13:

Koverat kulmat jaetaan edelleen kahteen luokkaan, suora kulma rajana:
1) terdvdt kulmat, jotka ovat pienempié kuin 90°,

2) tylpat kulmat, jotka ovat suurempia kuin 90°.

. T s

(a) terdva kulma 0° < a < 90° (b) tylppa kulma 90° < a < 180°

Kuva 14:

Kulmille voidaan muodostaa summia ja erotuksia:

— kahden kulman summa muodostetaan siirtamalld kulmat vierekkéin

siten, etta kérkipisteet ja toiset erinimiset kyljet yhtyvat.

— kahden kulman erotus muodostetaan siirtamalla kulmat sisékkain siten,

etta karjet ja toiset samannimiset kyljet yhtyvat.

11



Kahden kulman « ja 8 summaan liittyy seuraavia nimityksia. Sanotaan,
ettd kulmat « ja § ovat toistensa
komplementtikulmia, jos o + (3 = 90°,
suplementtikulmia, jos o + 3 = 180°,

eksplementtikulmia, jos o + 3 = 360°.

G a a
o 0 3
(a) komplementtikulmat (b) suplementtikulmat (c) eksplementtikulmat
a+ 3= 90° a+ 3= 180° a+ 3 = 360°

Kuva 15:

Tehtavia:

2.11 Nimeé kulma suuruuden perusteella, kun asteluku on

a) 52° b) 185° «¢) 168° d) 354°

2.12 Kuinka suuren kulman viisarit muodostavat, kun kello on
a) 17.00 b) 9.30 c¢) 19.15

2.13 Kulmien « ja f suuruuksien suhde on 4 : 5. Laske kulmien
suuruudet, kun kulmat ovat toistensa
a) komplementtikulmia, b) suplementtikulmia,

c) eksplementtikulmia.

2.14 Kulman suplementtikulma on 40% suurempi kuin kulma itse.

Maéarita suplementtikulman suuruus.

12



2.15 Kalastusalus Roopen kurssi oli kaakkoon ja rahtilaiva Pontuk-
sen kurssi oli pohjoisesta 21° itaédn. Rahtilaiva Pontus oli kalas-
tusalus Roopesta katsottuna suoraan pohjoisessa. Misséa kulmas-

sa laivojen kurssit leikkasivat toisensa?

2.4 Suorien ja tasojen asema toisiinsa nidhden
2.4.1 Swuorat ja tasot

Kaksi samassa tasossa olevaa suoraa ovat yhdensuuntaiset, jos suorilla ei ole
yhtédan yhteistd pistettd. Yhdensuuntaisia suoria [ ja m merkitdan lyhyesti
[ || m. Myoskéaéan ristikkdisilla suorilla ei ole yhteisid pisteita, mutta tallaiset
suorat kuuluvat aina eri tasoihin. Jos puolestaan kahdella suoralla on kaksi
yhteista pistetta, niin niilld on ddrettomén monta yhteista pistetta. Télloin

suorat yhtywvdt eli ovat samat.

A l T
m
A5 Vln L —

(a) yhdensuuntaiset suorat (b) ristikkéiset suorat
T
l
y
n l=m

(c) yhtyvat suorat

Kuva 16:

Lause 2.6. (Yhdensuuntaisuus- eli paralleeliaksiooma)Suoran [ ul-
kopuolella olevan pisteen P kautta voidaan piirtid yksi ja vain yksi suoran |

kanssa yhdensuuntainen samassa tasossa oleva suora.

13



Lause 2.7. Olkoon 1,15 ja l3 kolme suoraa. Jos suora l; on yhdensuun-
tainen suoran ly kanssa ja suora ly on yhdensuuntainen suoran ls kanssa,

niin myos suorat ly ja ls ovat yhdensuuntaiset.

Edellisen lauseen sisidltod on havainnolistettu kuvassa 17.

S
—_
—

Kuva 17:

Jos puolestaan kahdella suoralla on yksi yhteinen piste, niin suorat leikkaa-
vat toisensa ko. pisteessi. Koska toisensa leikkaavat suorat eivat ole yhden-

suuntaisia, niille kdytetdan symbolia }.

m

P

Kuva 18:

Lause 2.8. Kaksi samassa tasossa olevaa eri suoraa, jotka eivdt ole yh-

densuuntaiset kohtaavat toisensa tdasmalleen yhdessa pisteessa.

Suora leikkaa tason, jos suoralla ja tasolla on vain yksi yhteinen piste.
Jos suoralla ja tasolla ei ole yhtaan yhteista pistetta, niin suora ja taso ovat
yhdensuuntaiset. Jos taasen suora [ on tason 7' suuntainen, niin tasossa 7" on
aarettoman monta suoran [ kanssa yhdensuuntaista suoraa. Suora on tasossa,
jos suoralla ja tasolla on kaksi yhteista pistetté, jolloin niilla on darettoman
monta yhteista pistetté.

Kahden tason tapauksessa tasot leikkaavat toisensa, jos niiden yhteiset
pisteet muodostavat suoran. Suoraa jota pitkin tasot leikkaavat kutsutaan
letkkaussuoraksi. Kuten suorienkin tapauksessa myos kahden tason tapauk-

sessa tasot ovat yhdensuuntaiset, jos niilla ei ole yhtadn yhteistd pistetta.

14



Samoin jos tason kaikki pisteet ovat samoja toisen tason pisteiden kanssa,

tasot yhtyvat. Kahdella tasolla ei koskaan voi olla vain yhta yhteisté pistetta.

2.4.2 Vieruskulmat, ristikulmat ja samankohtaiset kulmat

Kahden suoran leikkauspisteeseen muodostuu nelja koveraa kulmaa. Vierek-
kéin olevat kulmat (kuvassa 19 esimerkiksi kulmat « ja 3) ovat vieruskulmia
ja kahden suoran leikkauspisteen vastakkaisilla puolilla olevat kulmat (ku-

vassa 19 esimerkiksi kulmat a ja ) ovat ristikulmia.

5
«
Vs
Kuva 19:

Vieruskulmien summa on 180°, joten ne ovat myos toistensa suplementtikul-
mia. Ristikulmat puolestaan ovat yhta suuret.
Seuraavaksi kdydéan esimerkkind lapi ristikulmien yhtésuuruuden todis-

tus, jotta todistusten rakenne selventyisi.
Esimerkki 2.2. Ristikulmat ovat yhta suuret.

Todistus. Todistuksen avuksi kannattaa piirtda kuva. Nyt kuva nayttaa

seuraavalta:

Suorat k ja [ leikkaavat pisteessd P ja muodostavat kulmat «, o/, § ja .
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Koska kulmat « ja # yhdessd moudostavat oikokulman, saadaan
a+ 3 = 180°.

Koska myos kulmat (§ ja o' muodostavat oikokulman, saadaan
B+ a’ = 180°.

Kun yhdistetaan edelliset laskutoimitukset ndhdéaéan, etta
a+pB=03+d.

Vahentamalla kulma 3 molemmilta puolilta, saadaan

a=da.

Nain vaittama on todistettu.
Kun suora [ leikkaa kahta muuta suoraa a ja b, muodostuu kaksi ryhméaa
koveria kulmia. Kahta eri ryhméan kuuluvaa kulmaa sanotaan
samankohtaisiksi, jos leikkaava suora [ on niilld samannimisena

kylkeni

erikohtaisiksi, jos leikkaava suora [ on niilla erinimisenéa kylkena.

Kuva 21:

Kuvassa 21 suora [ on oikeana kylkena kaikilla kulmilla o ja 3 ja muilla
kulmilla vasempana kylkené. Néin ollen ovat kaikki kulmat o ja § saman-

kohtaisia keskendan ja erikohtaisia kulman 180° — v kanssa.
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Lause 2.9. Suoran leikatessa kahta muuta suoraa ovat samankohtaiset

kulmat yhtd suuria tismdlleen silloin, kun leikatut suorat ovat yhdensuuntai-
s1a.

Edellinen lause sisiltda kaksi tietoa:

— Jos suora leikkaa kahta yhdensuuntaista suoraa, niin samankohtaiset

kulmat ovat yhta suuret.

— Jos suora leikkaa kahta muuta suoraa niin, etta kaksi samankohtaista

kulmaa ovat yhta suuret, kyseiset suorat ovat yhdensuuntaiset.

a=a = 3=/, jos javain jos a | b.

Kuva 22:

Lause 2.10. Kolmion kulmien summa on 180° .

Todistus. Piirretaan kolmio ABC.

Kuva 23:
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Olkoon kolmion ABC' kulmat «, § ja . On siis osoitettava, ettd a+ G +v =
180°.
Paralleeliaksiooman mukaan kolmion karkipisteen C' kautta voidaan piirtaa
vain yksi kantasivun AB suuntainen suora /. Tall6in muodostuu kaksi paria
samankohtaisia kulmia. Kulmat « ja o ovat samankohtaiset ja yhtasuuret
(I || AB), samoin kulmat [ ja 5. Suoran [ alapuolella oleva kulma on oikokul-
ma, joten o/ + '+~ = 180° ja koska o = o' ja 3 = ', niin a+ [+~ = 180°.
Néin ollen véite on todistettu.

Lause 2.11. Kaksi koveraa kulmaa ovat yhtd suuria, jos niiden saman-

nimiset kyljet ovat joko yhdensuuntaiset tai kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Todistus. Kun samannimiset kyljet ovat yhdensuuntaiset, voidaan piir-

taa kuvan 24 mukainen apukuva.

Kuva 24:

Jatkamalla kulman [ kylkead saadaan kolmas kulma ~. Kulmat a ja v ovat
yhté suuret, koska suora leikkaa kahta yhdensuuntaista suoraa. Samoin ovat
kulmat 3 ja v yhta suuret. Néin ollen ovat my6s kulmat « ja § keskenaén

yhtéa suuret. Nyt on siis todistettu lauseen ensimméinen vaittama.

Kun samannimiset kyljet ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, voidaan piirtda
kuvan 25 sivu 19 mukainen apukuva. Nyt riittaa kiertda kulmaa [ karkensé
ympari 90°, talloin sen kyljet tulevat yhdensuuntaisiksi kulman o saman-
nimisten kylkien kanssa. Kulmien yhtédsuuruus seuraakin nyt ensimmaéisen
kohdan todistuksesta.
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Tehtavia:

2.16 Maarita kulman o« suuruus.

31° \
105° 6°\ o 7

A'AB || ED'E
(a) (b) ()

Kuva 26: Tehtava 2.16

2.17 Maarita kuvasta 27 kulmien «, (8 ja v suuruudet, kun suorat [

ja m ovat yhdensuuntaisia.

2.18 Selvité laskemalla, ovatko suorat [ ja m yhdensuuntaisia (kuva
28).
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A3 s

Kuva 27: Tehtava 2.17

l \%25 o o or {eo

- 107°

60°
m 46°

Kuva 28: Tehtava 2.18
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2.19 Madérita kulmien «, § ja v suuruudet, kun tiedetédan, etta suorat

[, m ja s ovat yhdensuuntaisia.

60%\ / °
I 95

Kuva 29: Tehtava 2.19

2.20 Osoita, ettd vieruskulmien puolittajat ovat kohtisuorassa toisi-

aan vastaan.

2.21 Kuvassa 30 kulmat <STQ ja <RTP ovat yhta suuret eli
<ISTQ = <RTP. Osoita, ettd kulmat <PT(Q ja <RTS ovat
yhta suuret eli <PTQ) = <RTS.

Q T R

Kuva 30: Tehtava 2.21

2.4.3 Swuorien vilinen kulma, suoran ja tason vilinen kulma seka

tasojen vialinen kulma

Kahden samassa tasossa olevan suoran leikatessa toisiaan, leikkauspisteeseen
muodostuvista neljasta kulmasta suorien vdliseksi kulmaksi valitaan kooltaan

pienin kulma. Yhdensuuntaisten ja yhtyvien suorien vélinen kulma on 0°.

Esimerkki 2.3. Laske suorien s ja p valisen kulman suuruus.
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Tx — b0°

Kuva 31:

Ratkaisu: Ristikulmina kyseiset kulmat ovat yhta suuret, joten 3z 4 46° =
Tx — 50°, josta ratkaisemalla saadaan x = 24°.

Talloin kuviossa olevien ristikulmien suuruus on 3 - 24° + 46° = 118°.
Koska suorien valinen kulma on pienin leikkauspisteeseen muodostuvista kul-

mista, niin suorien s ja p valisen kulman suuruus on 180° — 118° = 62°.

Kun suora leikkaa tasoa, suoran ja tason vdlinen kulma on suoran ja sen
tasolla olevan projektiosuoran valinen kulma. Piste projisoidaan tasoon piir-
tamalld pisteesté tasolle normaali (ks. normaalin méadarittely s.23 ja s.25). Pis-
teen projektio tasossa on normaalin ja tason leikkauspiste. Kuvion projektio
saadaan projisoimalla kuvion jokainen piste tasoon. Maédritettiessa suoran s
ja tason T vilista kulmaa piirretdén ensin suoran s projektiosuora s’ tasoon

T. Kyseinen kulma on suorien s ja s’ vilinen kulma.

S

Kuva 32:

Kahden tason vdlinen kulma on tasojen leikkaussuoralle kumpaankin ta-
soon piirrettyjen normaalien vélinen kulma. Yhdensuuntaisten tasojen véli-

nen kulma on 0°.
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Tehtavia:

2.22 Laske suorien k ja [ valisen kulman suuruus.

x + 69° 4o — 54°

Kuva 33: Tehtava 2.22

2.4.4 Suoran normaali, tason normaali ja normaalitaso

Jos kahden toisiaan leikkaavan suoran vélinen kulma on suora, niin kaik-
ki nelja suorien leikkauspisteeseen muodostuvaa kulmaa ovat suoria.Télloin
suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eli ovat toistensa normaaleja. Koh-

tisuoria suoria merkitdan [ 1 m.

nlm

n on suoran m normaali ja
m on suoran n normaali

Kuva 34:

Lause 2.12. Kun on annettu suora [ ja piste P, on olemassa vain yksi

suora joka kulkee pisteen P kautta ja on kohtisuorassa suoraa | vastaan.
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Lause 2.13. Olkoot l; ja ls yhdensuuntaisia suoria. Jos suora k on koh-

tisuorassa suoraa ly vastaan, niin se on kohtisuorassa mydés suoraa ly vastaan
(kuva 35).

1 I
1 I
k
Kuva 35:

Edella esitettyjen lauseiden 2.12 ja 2.13 avulla voidaan todistaa lause,

joka yhdistad yhdensuuntaiset ja kohtisuorat suorat.

Lause 2.14. Jos suora l; on kohtisuorassa suoraa k vastaan ja myds
suora ly on kohtisuorassa suoraa k vastaan, niin suorat ly ja ly ovat yhden-

suuntaiset (kuva 35).

Todistus. On vain kaksi mahdollisuutta, joko suorat [y ja lo ovat yhden-
suuntaiset tai sitten eivét ole. Oletetaan nyt etté suorat eivét ole yhdensuun-
taiset. Koska suorat eivit ole yhdensuuntaiset, lauseen 2.8 sivu 14 mukaan ne
leikkaavat toisensa jossain pisteessa P. Tilanteesta voidaan piirtaéd seuraava

kuva:

Kuva 36:

Huomataan, etta nyt on kaksi suoraa, jotka leikkaavat toisensa ja ovat molem-

mat kohtisuorassa suoraa k vastaan (kohtisuoruus annettu lauseessa). Tilan-
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ne aiheuttaa ristiriidan lauseen 2.12 kanssa. Néin ollen suorien [; ja ls on

oltava yhdensuuntaiset.

Tasoa leikkaava suora on tason normaali, jos se on kohtisuorassa jokaista
leikkauspisteen kautta piirrettya tason suoraa vastaan. Riittaa osoittaa, etté
suora on kohtisuorassa kahta tason suoraa vastaan.

Tasot ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eli ovat toistensa normaalita-

soja, jos tasojen vélinen kulma on suora.

2.5 Ympyra

Ympyrd on niiden tason pisteiden muodostama joukko, jotka ovat samal-
la etaisyydella tietysté kiintedsta pisteestd. Tama tietty piste on ympyran
keskipiste ja vakio etédisyys on ympyran sdde. Ympyra tarkoittaa siis ympy-
raviivaa, joka rajaa tasosta ympyrapinnan. Kyseista pintaa kutsutaan myos
yleisesti ympyraksi ja sen rajaavaa ympyraviivaa ympyran kehdksi. Janne on
jana, joka yhdistaa kaksi ympyréin kehén pistetta. Halkaisija on janne, joka

kulkee ympyran keskipisteen kautta. Ympyran halkaisija d = 2xsédde= 2 x r.

Q\;Q"b)

Talkaisi)d d

janne

Kuva 37:

Ympyran keskipistettd merkitédan isolla kirjaimella, kuten kuvassa 37. Ympy-
rd nimetaén keskipisteensd mukaan. Esimerkiksi ympyra O tarkoittaa ympy-
rid, jonka keskipiste on piste O. Ympyran siadetta merkitaéan yleisesti pienellé
r kirjaimella ja halkaisijaa pienella d kirjaimella. Janne nimetdan paatepis-

teidensd mukaan janana, kuvassa 37 janne AB.
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Kahden pisteen rajaamaa ympyran kehan osaa kutsutaan ympyrén kaa-
reksi. Usein kaari nimetdan kolmen pisteen avulla, jotta tiedetddn kumpaa
péaatepisteiden maardamisté kaarista tarkoitetaan. Kaaren merkkinad kayte-
tdan ~ kirjainyhdistelméan ylapuolella. Kuvassa 38 on esitetty kaaret AC'B
ja ADB. Jos sekaannuksen vaaraa ei ole voidaan kaari nimeté pelkkien paa-

tepisteidensé avulla, esim. kaari AB.

D B

COLIN

Kuva 38:

Kulmaa, jonka karki on ympyran keskipisteessa, kutsutaan keskuskulmak-
st (kuvassa 38 edelld kulmat « ja (). Kaarta ACB vastaava keskuskulma o
saadaan yhdistamalla kaaren paatepisteet sateilla ympyrén keskipisteeseen.

Vastaavasti voidaan puhua myos keskuskulmaa vastaavasta kaaresta.

Kuva 39:

Ympyréan kaari ja kaksi sidetta rajaavat alueen, jota kutsutaan sektoriksi.
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Janne ja sen paatepisteitda yhdistava kaari puolestaan rajaavat alueen, jota
kutsutaan segmentiksi. (kuva 39 (a))

Suora, jolla on yksi yhteinen piste ympyran kanssa, on ympyrén tangentt:
eli sivuaja. Sivuamispisteeseen piirretty ympyréin sédde on kohtisuorassa tan-
genttia vastaan. Suora, joka leikkaa ympyran kehédé kahdessa pisteessé, on
sekantti eli leikkaagja. (kuva 39 (b))

Tehtavia:

2.23 Yhdista vasemmassa sarakkeessa olevat kuviosta 40 merkityt

osat niitd vastaaviin oikeassa sarakkeessa oleviin nimityksiin.

F

B

Kuva 40: Tehtava 2.23

a) OA 1. tangentti

b) ABC 2. puoliympyran kaari
c) AD 3. kaari

d) EF 4. side

e) BD 5. sekantti

f) GH 6. halkaisija

g) BAD 7. janne

2.24 Kaksi erisuuntaista suoraa [ ja m kulkevat ympyran keskipisteen
kautta. Kuinka monta a) ympyran jannettd, b) sektoria, c)

segmenttia kuvioon syntyy?
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2.25 Voiko sektori olla joskus segmentti?

2.26 Maaritéd kaaria AB, ADC, AD ja BAD vastaavat keskuskulmat
(AB on halkaisija). (kuva 41)

B

A

Kuva 41: Tehtava 2.26
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3 Kolmio

Kolmion karjet merkitdan vastapaivaan aakkosjarjestykseen isoilla kirjaimil-
la A, B, C, ... Kolmio nimetdan kayttden niitd kérjissi olevia kirjaimia,
esim. AABC. Karjissd olevat kulmat merkitdén kreikkalaisilla aakkosilla
a, 3,7,... Kulman vastaisen sivun pituutta merkitdan pienelld kirjaimel-
la a,b,c,... Sivua merkitdan yleensa samalla kirjaimella kuin vastakkaista
kéarked. (Kuva 42)

Kuva 42:

Kolmion piiri saadaan laskemalla yhteen kolmion sivujen pituudet,

p=a-+b+ec

3.1 Kolmioiden luokittelu, erityiset suorat seka sivu-

jen ja kulmien suuruusjarjestys

Kolmiot voidaan luokitella joko yhta pitkien sivujen lukuméaran tai suurim-

man kulman laadun perusteella.

Yhta pitkien sivujen lukumairaan perustuva luokitus:

1. Kolmiot joiden kaikki sivut ovat eripituiset (kuva 43 (a)).

2. Tasakylkiset kolmiot, joilla véhintédén kaksi yhtd pitkda sivua (kuva 43
(b)). Tasakylkisen kolmion yhté suuria sivuja kutsutaan kyljiksi ja kolmatta
sivua kannaksi. Kannan ja kyljen valista kulmaa sanotaan kantakulmaksi ja
kylkien valistda kulmaa huippukulmaksi.

3. Tasasivuiset kolmiot, joilla kaikki sivut ovat yhté pitkat (kuva 43 (c)).
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(a) (b) (c)

Kuva 43:

Kuviossa on tapana merkita keskenddn samansuuruisia sivuja tai kulmia

samanlaisin merkein.

Suurimman kulman laatuun perustuva luokitus:

1. Suorakulmaiset kolmiot, joilla suurin kulma = 90° eli kolmiot joissa on
suorakulma (kuva 44 (a)).

2. Tylppakulmaiset kolmiot, joilla suurin kulma > 90° eli kolmiot joissa on
tylppa kulma (kuva 44 (b)).

3. Terdvikulmaiset kolmiot, joilla suurin kulma < 90° eli kolmiot joissa on

teravéd kulma (kuva 44 (c)).
(b) (c)

Kuva 44:

Kolmio, joka ei ole suorakulmainen, on vinokulmainen. Vinokulmainen kolmio

on siis joko terduvdi- tai tylppdikulmainen.
Lause 3.1. Tasakylkisessd kolmiossa kantakulmat ovat yhtd suuret.

Lause 3.2. Tuasasivuisen kolmion kaikki kulmat ovat yhta suuria, suu-

ruudeltaan 60°.

Kolmion korkeusjana on kulman kérjesta vastakkaiselle sivulle tai sen

jatkeelle kohtisuorasti piirretty jana eli normaali. Kuvan 45 (a)-kohdassa
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terdvakulmaisen kolmion yksi korkeusjana ja (b)-kohdassa tylppakulmaisen

kolmion yksi korkeusjana.

Kuva 45:

Kolmion kulmanpuolittaja on puolisuora, joka puolittaa kolmion kulman
ja jatkuu vastakaiselle sivulle. Kolmion keskijana eli mediaani on kolmion
karjesta vastakkaisen sivun keskipisteeseen piirretty jana. Kolmion sivun kes-
kinormaali on suora, joka kulkee sivun keskipisteen kautta ja on kohtisuo-

rassa sivua vastaan. (kuva 46)

C
G M
“p
H _l
D H
kulmanpuolitgaja CD mediaani GH keskinon%aali ML
o =
Kuva 46:

Edellé on jo todistettu (lause 2.10 sivulla 17), ett& kolmion kulmien sum-

ma on 180°. Seuraavaksi esitetddn kolme lausetta, jotka ovat lauseen 2.10
seurauksia.

Lause 3.3. Kolmion kahden kulman summa on yhta suuri kuin kolman-

nen kulman vieruskulma.

Lause 3.4. Kolmion kulma on pienempi kuin molempien muiden kulmien
vieruskulmat.

Lause 3.5. Kolmion kulmista vain yksi voi olla suora tai tylppd.
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Viimeisen seuraus lauseen 3.5 perusteella kolmiot voidaan jakaa edellé esite-
tylla tavalla teravé-, suora- ja tylppakulmaisiin kolmioihin.

Kolmiossa sivuilla ja kulmilla on sama suuruusjarjestys. Jos tiedetdan
kulmien suuruusjérjestys, niin sivujen suuruusjarjestys voidaan péatella ja
painvastoin.

Lause 3.6. Kolmiossa suuremman kulman vastainen sivu on pidempi

kuin pienemmdn kulman vastainen sivu.

Erityisesti kolmion suurimman kulman vastainen sivu on kolmion pisin sivu
ja pienimman kulman vastainen sivu on kolmion lyhin sivu.
Esimerkki 3.1. Kolmiossa ABC on a > (3 (kuva 47) Pitdé todistaa

seuraava sivuja koskeva vaite: a > b.

C

Kuva 47:

Todistus. Piirretdan kulman « viereen kulman (3 suuruinen kulma DAB
ja kulmalle DAC' = « + 3 puolittaja (kuva 47 (b)). Koska o > (3, kulman
a+ ([ puolittaja sijoittuu kulman « sisédén, joten se leikkaa sivun BC' erddssa
tamaéan sisdpisteessa P.

Kolmion C'AP kulmien PAC ja C'"PA voidaan osoittaa olevan yhta suuret
seuraavalla tavalla. Koska AP puolittaa kulman o + 3, on <PAC = O‘%ﬂ
Osoitetaan, ettd myos <CPA = QTW Koska <BAP = a — O‘TW = %‘5, on
lauseen 3.3 sivu 31 perusteella <CPA = <BAP + <PBA = %ﬂ + 3 =248
Koska siis <PAC = <CPA, on ACAP tasakylkinen. Téten PC = b. Koska

P on janan BC sisédpiste, on jana a pidempi kuin b.
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Tehtavia:

3.1 Nimeé kuvasta 48 a) tylppakulmainen kolmio, b) kaksi suorakul-

maista kolmiota.

C

A D B

Kuva 48: Tehtava 3.1

3.2 Piirra kolmio, joka on
a) suorakulmainen ja tasakylkinen,
b) suorakulmainen ja tasasivuinen,
c) tasakylkinen ja tasasivuinen,
d) terdvakulmainen ja tasakylkinen,
e) terdvakulmainen ja tasasivuinen.

Perustele, jos kolmiota ei ole mahdollista piirtaa.

3.2 Yhtenevyys ja yhdenmuotoisuus
3.2.1 Yhtenevyys

Kahta tasokuviota sanotaan yhteneviksi, jos ne voidaan asettaa paallekkain
siten, etta ne taysin yhtyvét eli kun kuviot ovat samanmuotoiset ja samanko-
koiset. Yhtenevissa kuvioissa jokaista toisen kuvion osaa vastaa samanlainen
osa toisessa kuvioissa. Paallekkain osuvia kuvion osia kutsutaan toistensa
vastinosiksi. Kuvioiden yhtenevyyttd merkitdan symbolilla =.

Kaksi kuviota ovat suoraan yhtenevid, jos ne saadaan yhtymaan pelkés-
tadn tasossa siirtamalla. Jos kuvio taytyy kdantaa tasossa eli peilata suoran
suhteen ennen kuin se saadaan yhtymaén toisen kanssa, sanotaan kuvioita

kddantdaen yhteneviksi.
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o %

suoraan yhtenevat kaantaen yhtenevit

Kuva 49:

Jos kaksi kolmiota AABC ja ADFEF ovat yhtenevat, merkitdan

ANABC = ADEF.

/C\ E\“/D
A H B pa

Kuva 50:

Oletetaan nyt ettd kolmiot ovat yhtenevit ja kuvassa 50 kéarki A vastaa
karked D, kérki B vastaa kiarked E ja karki C' vastaa kérkea F. Talloin

tiedetdan, etta:

<BAC = <EDF, |AB| =|DE|,
<CBA = <FED, |BC|=|EF|
<ACB = <DFE, |AC|= |DF|.

Eli kun tiedetaén, etta kaksi kolmiota ovat yhtenevat, niin tiedetaan ainakin
kuusi asiaa, nimittdin ettd vastinsivut ja vastinkulmat ovat yhtd suuret.
Kaikkien kuuden vastinosa parin suuruutta ei kuitenkaan tarvitse osoit-
taa, silla kolmioiden yhtenevyyteen riittaa, ettd kolmioilla on kolme sopivasti
valittua yhta suurta vastinosaa, joista ainakin yksi on sivu. Naméa yhtene-
vyysehdot esitetadn kolmioiden yhtenevyyslauseissa, jotka ilmaisevat myos

miten yhta suurten vastinosien tulee sijoittua toisiinsa nahden.
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Lause 3.7. (Kolmioiden yhtenevyyslauseet)

sss (sivu - sivu - sivu)
Jos kolmion kaikki sivut ovat yhtd suuret kuin vastinsivut toisessa kol-

miossa, niin kolmiot ovat yhtenevdt.

Kuva 51:

ksk (kulma - sivu - kulma)
Jos kolmion kaksi kulmaa ja niiden valinen sivu ovat yhtd suuret kuin

vastinosat toisessa kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevdt.

Kuva 52:

sks (sivu - kulma - sivu)
Jos kolmion kakst stvua ja niiden valinen kulma ovat yhtd suuret kuin

vastinosat toisessa kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevit.
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kks (kulma - kulma - sivu)
Jos kolmion kaksi kulmaa ja toisen vastainen sivu ovat yhtd suuret kuin

vastinosat toisessa kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevdt.

Kuva 54:

ssk (sivu - sivu - kulma)
Jos kolmion kaksi sivua ja toisen vastainen kulma ovat yhta suuret kuin
vastinosat toisessa kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevdt silld edelly-
tykselld, ettd toisten yhtd suurien sivujen vastaiset kulmat (kuvassa 55

kulmat oy ja ag) ovat samanlaatuiset (molemmat terdvid, suoria tai

tylppid,).

0] %)

Kuva 55:

Yhtenevyyslauseessa ssk on lisdehtona, etta toisten vastinsivujen vastaisten
kulmien tulee olla samanlaatuiset. Seuraava esimerkki havainnolistaa hyvin,
miksi kyseisen ehdon on oltava voimassa.

Esimerkki 3.2. Piirrd kolmio, jonka sivut ovat 6,0 cm ja 4,0 cm seka

jalkimmaéisen vastainen kulma 40°. Onko kolmio yksikésitteinen?
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Ratkaisu:

Piirretaan mallikuvio:

4,0 cm

40°
A 6,0 cm B

Kuva 56:

Piirretdan suora [ ja merkitédan sille piste A. Piirretdaén jana AB = 6cm.

Kuva 57:

Piirretdén pisteeseen A, jana AB oikeana kylkend kulma a = 40°.

[ 40°
A 6,0 cm B

Kuva 58:

Piirretaan harpilla karki B keskipisteena 4,0 cm:n sateinen ympyréan kaari.
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A \6ﬁcm B
Kuva 59:

Ympyran kaari leikkaa kulman o = 40° vasenta kylked kahdessa kohdassa,
pisteet C' ja C’. Néin ollen havaitaan, etta syntyy kaksi erilaista kolmiota

AABC ja AABC'.

Vastaus: Kolmio ei ole yksikasitteinen.

Esimerkki 3.3. Janat KL ja M N leikkavaat ja puolittavat toisensa pis-
teessd O, kuva 60. Osoita, ettd AKOM = ALON.

Kuva 60:

Todistus. Koska ristikulmat ovat yhta suuret, niin
IMOK = <aNOL.

Koska tiedetaén, ettd piste O puolittaa janat KL ja M N, niin tiedetdan,
etta

IMO| = |NO| ja |KO|=|LO|.
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Nyt voidaan kéyttaa yhtenevyyslausetta sks ja saadaan, etti AKOM =
ANLON.

Esimerkki 3.4. Puolisuora OM puolittaa kulman <POQ). Jana M () on
kohtisuorassa kulman <<PO(Q vasenta kylked vastaan ja jana M P on koh-
tisuorassa kulman <POQ oikeaa kylked vastaan. Osoita, ettd AMOQ =
AMOP.

Kuva 61:

Todistus. Koska puolisuora OM puolittaa kulman <POQ), niin
<POM = <QOM.
Kolmioilla AMOQ ja AMOP on yhteinen sivu OM eli
|OM| = |OM)|.
Lisaksi kulmat <OQM ja <OPM ovat suoriakulmia, eli
<OQM = <OPM.

Téaten kolmioiden yhtenevyyslauseen kks nojalla AMOQ = AMOP.
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Tehtavia:

3.3 Mitka kuvioiden kolmioista (kuva 62) ovat keskenédén yhtenevat?

Perustele yhtenevyys.

C

D E
C
A B A

D
(a) (b)

—B
C
/D\/C %;
A B A B
(d)

()

Kuva 62: Tehtava 3.3

3.4 Kuinka suuri on kulma « (kuva 63)? Perustele vastauksesi.

B

Q
O
O

?@ AC| = |DF| F

A
(a) (b)

Kuva 63: Tehtava 3.4
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3.5 Osoita, etté tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhta suuret.

3.6 Osoita, etta tasakylkisen kolmion huippukulman puolittaja yhtyy

kannalle piirrettyyn keskijanaan.

3.2.2 Yhdenmuotoisuus

Kuvioiden yhdenmuotoisuus tarkoittaa sita, etta kuviot ovat samanmuo-
toiset, mutta eivit valttaméatta samankokoiset. Yhdenmuotoisilla monikul-
mioilla taytyy olla yhta monta karkea. Kaikki ympyrét ovat yhdenmuotoisia.
Tarkastellaan esimerkkiné kolmioita.

Esimerkki 3.5. Verrattaessa kolmioiden ABC' ja DEF (kuva 64) sivu-

jen pituuksia ja kulmien suuruuksia on luontevaa asettaa vastinkérjet, -sivut

ja -kulmat taulukon osoittamalla tavalla.

F
C
A B D
E
Kuva 64:
Vastinkarjet | Vastinsivut Vastinkulmat

Aja D AB ja DE | <BAC ja <EDF
Bja FE BC ja EF | <CBA ja <FED
CijaF CAja FD | <ACB ja<DFFE

Seuraavaksi esitetddn yhdenmuotoisuuden yleinen maéritelma.

Maaritelma 3.1. Kaksi kuviota ovat yhdenmuotoiset, jos niiden vastinkul-
mat ovat yhtd suuret ja vastinsivujen pituuksien suhteet ovat yhtd suuret eli

vastinsivut ovat verrannolliset. Yhdenmuotoisuuden merkkind kaytetdan ~ .
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Eli kuviot Ay ja As ovat yhdenmuotoiset

a a2 Qp, .
AlNA2<:>7,:7,:...:7, Ja
aq Ay a,,
’ ’ ’
a]_ :Ozl,ag :CYQ,,an:CYn

Yhdenmuotoisten kuvioiden vastinsivujen pituuksien suhdetta kutsutaan mit-

takaavaksi (k).

Palataan taas takaisin kolmioon. Kolmioiden yhdenmuotoisuus voidaan
osoittaa yhdenmuotoisuuslauseilla sss, sks, kk ja ssk, jotka ovat vastaavan-
laisia kuin edella esitetyt yhtenevyyslauseet. Yleisimmin néaistéd kaytetaan

yhdenmuotoisuuslausetta kk, joka vastaa yhtenevyyslauseita ksk ja kks.

Lause 3.8. Jos kolmion kaksi kulmaa ovat yhta suuret kuin toisen kolmion

kaksi kulmaa, niin kolmiot ovat yhdenmuotoiset.

Lause on selvé, koska kolmion kulmat maaraavét taysin kolmion muodon.
Kolmion kulmien summa on 180°, nain ollen jos tiedetaén kaksi kulmaa,
kolmaskin on méaritetty, eli jos tiedetadn etta kahdella kolmiolla on kaksi

yhtéa suurta kulmaparia, on kaikkien vastinkulmien oltava yhté suuret.

Esimerkki 3.6. Olkoon K ja K’ kaksi kolmiota, jotka ovat yhdenmuo-
toiset. Kolmion K 4 cm pitkan sivun vastinsivu kolmiossa K’ on 12 cm pitka.
Kolmion K yhden sivun pituus on 7cm, mika on tdméan sivun vastinsivun
pituus kolmiossa K’?

Ratkaisu: Merkitaén sivua, jonka pituutta kysytadn, kirjaimella x. Muo-

dostetaan nyt lauseke sivujen suhteista.

4 7
12
Kun ratkaistaan x, saadaan
7-12
= —— =21.
Ty

Vastaus: Kysytty sivun pituus kolmiossa K’ on 21 cm.

Esimerkki 3.7. Kolmion ABC sivulla AB on piste P ja sivulla AC piste
Q. Oletetaan, ettd jana P(Q on yhdensuuntainen janan BC' kanssa. Liséksi
tiedetéén, ettd |AP| =6, |PB| =4, |QC| = 5. Ratkaise |AQ)| (kuva 65).
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Kuva 65:

Ratkaisu: Lauseen 2.9 sivu 17 mukaan tiedetaén, ettda <Q PA = <CBA ja
<JAQP = <ACB. Niin ollen AABC ~ AAPQ (kk). Joten tiedetaan, etté

AP AQ

AB ~ AC’
Annettujen sivujen pituuksien perusteella |AP| = 6 ja |AB| = 6 + 4 = 10.
My6s sivuille |AQ| ja |AC| voidaan kirjoittaa lausekkeet. |AQ| = z, |AC| =
x + 5. Eli nyt suhde voidaan kirjoittaa muotoon

6_:U

10 o+5

Ratkaistaan z. Kerrotaan ristiin, jolloin saadaan

6x +30 = 10z

4r = 30
15
r = —.
2

Vastaus: |[AQ| =2 =7,5.
Seuraavaksi esitetadn kaksi lausetta, joiden todistuksessa kaytetaan hyvak-

si kolmioiden yhdenmuotoisuutta.

Lause 3.9. Kolmion kahden sivun keskipisteiden yhdysjana on kolman-

nen stvun suuntainen ja pituudeltaan puolet siitd.

Todistus. Merkitédan kolmion ABC sivun AC' keskipistettd D:114 ja sivun
BC keskipistetta E:lla (kuva 66). Koska DC : AC = EC : BC =1:2 ja
<DCE = <ACB, on ADEC ~ AABC (sks). Silloin <EDC = <BAC,
joten DE || AB. Yhdenmuotoisten kolmioiden DEC' ja ABC' vastinsivujen
suhde on sama, joten DE : AB=1:2eli DE = 1 AB.
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Kuva 66:

Lause 3.10. Kolmion yhden sivun suuntainen ja kahta muuta sivua leikkaa-

va suora jakaa letkkaamansa sivut verrannollisiin osiin.

C

B
A DE || AB

Kuva 67:

Todistus. Oletetaan, ettd kolmion ABC sivun AB suuntainen suora
leikkaa sivut AC' ja BC pisteissé D ja E (kuva 67). Viitetty osien verrannol-
lisuus voidaan ilmoitta esimerkiksi verrantona AD : DC' = BE : EC. Koska
DE || AB, ovat kolmioiden DEC' ja ABC kulmat pareittain yhta suuret,
joten ADEC ~ AABC' (kk). Talloin AC' : DC = BC' : EC, josta saadaan

(AD+DC):DC = (BE+EC):EC
AD . DC+1 = BE:FEC+1
AD . DC = BE:EC.
Lause 3.11. Suorakulmaisen kolmion hypotenuusalle (pisin sivu) piirret-

ty korkeusjana jakaa kolmion kahdeksi kolmioksi, jotka ovat yhdenmuotoisia

sekd alkuperdisen kolmion kanssa ettdi keskenddn.

Todistus. Tarkasteltavat kolmiot ovat yhdenmuotoiset lauseen kk pe-

rusteella, silla jokaisessa kolmiossa on suorakulma ja sen liséksi eri kolmiois-
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Kuva 68:

sa sijaitsevat kulmat <ABD, <ABC ja <CAD ovat yhté suuret (kuva 68).
Edella mainitut kulmat ovat yhta suuret, koska kaikkien kulmien saman-
nimiset kyljet joko yhtyvit tai ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan (Lause
2.11 sivu 18).
Siis

ADAC ~ ADBA ~ ANABC.

Lopuksi mainittakoon vield yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen suh-

teesta. Erilaisten kuvioiden pinta-aloista lisaa sivulla 47.

Lause 3.12. Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen suhde on mittaakaa-
van nelio (k?).

Tehtavia:

3.7 Kolmiot ABC ja DEF ovat yhtenevit (<BAC = <EDF ja
<CBA = <FED). Ratkaise z ja y (kuva 69).

C
F
28 24
x Yy
A 16 B D 12 FE

Kuva 69: Tehtava 3.7
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3.8 Kirkkaassa kuunvalossa vesitornin varjon pituus oli 60 m ja kuu-
tamokavelylla olleen Pasin varjon pituus oli 2,5 m. Kuinka korkea

on vesitorni, kun Pasin pituus on 175 cm?

3.9 Kaisu oli melomassa joella. Kotiin palattuaan hin mittasi melo-
mansa matkan pituudeksi kartalta 90 cm. Kuinka pitkédn matkan

Kaisu meloi todellisuudessa? Kartan mittakaava oli 1:30 000.

3.10 Ovatko annetut kolmiot yhdenmuotoiset (kuva 70)? Perustele.

C
C
D
65°
A B A D B
AABC ~ AABD AADC ~ ABDC
(a) (b)
E C
D
D
25
¢ 16
B
A | DE A 20 B
AABC ~ ADEC AABC ~ AADC

() (d)

Kuva 70: Tehtava 3.10
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3.3 Pinta-ala

Pinta-alan yksikko maaraytyy, valitun pituusyksikon mukaan. Jos valitaan
pituusyksikoksi senttimetri (¢m), niin pinta-alan yksikko on neliésenttimetri
(em?). Yksi neliésenttimetri on nelién, jonka sivujen pituudet ovat lcm,
sisddn jaavéan alueen pinta-ala. Samoin maaritellaan kaikki muutkin pinta-ala
yksikot.

Kuten tiedetadn suorakulmion pinta-ala

A = ah = kahden vierekkaisen sivun tulo.

Suunnikkaan pinta-ala
A = ah = kannan ja korkeuden tulo.

Suunnikashan on nelikulmio, jonka vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset.

1=

a

Kuva 71: Suunnikas

Kolmion pinta-ala puolestaan saadaan johdettua suunnikkaan pinta-alasta.
Kun suunnikas ABC'D (kuva 72) jaetaan lavistdjalla BD kahteen kolmioon,

Dpsp-----=-==-====-=C

Kuva 72:

niin nailla kolmioilla on lavistaja yhteisena sivuna ja lavistajan viereiset kul-

mat ovat vastaavasti yhté suuret. Kolmiot ovat siis yhtenevét (ksk).
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AABD on niin ollen puolet suunnikkaasta ABC D, jonka kanta ja korke-
us ovat samat kuin kolmion kanta a ja korkeus h. Néin on saatu kolmion
pinta-alan lauseke,

1
A= iah = kannan ja korkeuden tulon puolikas.

Suorakulmaisessa kolmiossahan korkeusjana on toinen kateeteista, toisen
ollessa kanta ja pinta-ala on nain ollen kateettien tulon puolikas. Terava- ja
tylppakulmaisilla kolmioilla korkeusjana on ensin piirrettavd kuvaan ja sen
korkeus maééritettava. Kuvassa 73 on esitettyna korkeusjana (h) erilaisten

kolmioiden tapauksessa.

Eh h hi
il 1o

a a a

Kuva 73:

Terava- ja tylppakulmaisten kolmioiden tapauksessa kannan voi valita itse ja
korkeusjana on siis valitulta kannalta tai sen jatkeelta vastakkaiseen kulmaan

piirretty normaali.

Esimerkki 3.8. Tasakylkisen kolmion kylki on 4,0 cm ja kylkea vastaan

piirretty korkeus 36 mm. Laske kolmion pinta-ala ja anna vastaus neli6sent-

timetreina.
Ratkaisu:
R
e \/\\\\
¢ &
5 & % %
Kuva 74:
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Kolmion pinta-ala
a-h  4,0cm-3,6cm
2 2

Vastaus: Kolmion pinta-ala on 7,2 cm?.

A= = 17,2 cm?.

Tehtavia:

3.11 Tylppakulmaisen kolmion yhden sivun pituus on 3,0 cm ja sité
vastaan piirretty korkeus on 2v/3 cm. Miké on kolmion pinta-
ala?

3.12 Kuinka monta kukkasen tainta tarvitaan tasasivuisen kolmion
muotoiseen kukkapenkkiin, jonka sivun pituus on 4,0 m ja kor-
keus on v/12 m? Kukantaimia tarvitaan 40 kappaletta 1 m?
kohti.

3.4 Suorakulmainen kolmio

Suorakulmainen kolmio on siis kolmio, jossa on suorakulma (90°). Suorakul-
maisen kolmion suorasta kulmasta lahtevia sivuja kutsutaan kateeteiksi ja

suoran kulman vastaista sivua hypotenuusaks.

hypotenuusa ¢
kateetti a P

kateetti b

Kuva 75:

Lause 3.13. Olkoon ANABC ja AXY Z kaksi suorakulmaista kolmiota
(kuva 76), joiden vastinkateetit ovat yhtapitkat, eli

IAB| = [XY| ja |AC|=|XZ|.

Talloin myos ndiden kolmioiden hypotenuusat ovat yhtapitkdt, vastinkulmat

ovat yhtd suuret ja kolmioilla on sama pinta-ala. Toisin sanoen

IBC|=|YZ|, <ACB=<XZY, <CBA=<ZYX.
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N\ N\
A B X Y

Kuva 76:

Kaikki lauseessa mainitut ominaisuudet seuraavat kolmioiden AABC ja AXY Z

yhtenevyydesté (sks).

Lause 3.14. Jos « ja [ ovat kaksi suorakulmaisen kolmion ei-suoraa
kulmaa, niin

a+ [ =90° (kuva 77).

Kuva 77:

3.4.1 Pythagoraan lause

Suorakulmaisessa kolmiossa kateettien nelididen summa on yhta suuri, kuin
hypotenuusan nelio. Toisaalta, jos kolmiossa kahden sivun nelididen sum-
ma on kolmannen sivun nelio, kolmio on suorakulmainen. Tulosta kutsutaan

Pythagoraan lausecksi.

Lause 3.15. Olkooon NABC' suorakulmainen ja sen kateettien pituudet

a ja b sekd hypotenuusan pituus c. Silloin

a? +b* = ¢ (kuva 78 (a)).
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Kuva 78:

Geometrisesti tulkittuna Pythagoraan lause véittia, etta kun piirretdan neliot
suorakulmaisen kolmion jokaiselle sivulle, niin kahden pienemmén nelién (ka-
teeteille piirretyt nelit) alojen summa on isomman nelion ala (hypotenuu-
salle piirretty nelio) eli A; + Ay = A3 (kuva 78 (b)).

Pythagoraan lauseelle on esitetty useita todistuksia, joista seuraavaksi
tarkastellaan muutamaa.

Todistus. Olkoot kateeteille piirretyt neliot A ja B ja hypotenuusalle
piirretty neli6 C' (kuva 79 (a)). Jaetaan suoran kulman kérjesta piirretylla
hypotenuusan normaalilla nelio C' kahteen suorakulmioon A’ ja B’ ja piir-
retdén (varjostetut) kolmiot K ja K’. Kummallakin kolmiolla on yhteinen
sivu nelion A ja nelion C' kanssa ja kolmioiden tylpéat kulmat = suorakul-
ma + sama terdva kulma. Siis K = K’ (sks). Edelleen kolmio K on puolet
samakantaisesta ja yhta korkeasta neliosta A ja samoin kolmio K’ on puolet

suorakulmiosta A’. Koska
1 1
K=K, K=-A ja K ==-A
2 2
ja tiedetaan, etta yhtenevien kolmioiden alat ovat samat, niin
A=A

Piirretdén nyt kolmiot (varjostettu) L ja L’ (kuva 79 (b)). Nyt kummallakin

kolmiolla on yhteinen sivu nelion B ja nelion C' kanssa ja kolmioiden tylpéat
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Kuva 79:

kulmat = suorakulma + sama teréva kulma. Siis L = L' (sks). Edelleen
kolmio L on puolet samakantaisesta ja yhta korkeasta neliosta B ja samoin
kolmio L’ on puolet suorakulmiosta B’. Koska
1 1
L — 7B : L/ — 7B/
; 5 Ja 5

ja tiedetéddn, ettd yhtenevien kolmioiden alat ovat samat, niin
B=PH.
Nyt laskemalla yhteen saadut tulokset A = A’ ja B = B’ saadaan
A+B=A"+B=C.

Edella esitetty todistus on esitetty jo Eukleideen alkeissa. Seuraavaksi esitet-

tavé todistus on hyvin havainnollinen.

Todistus. Piirretdan kaksi yhtédsuurta nelioté, joiden sivut ovat a + b.
Erotetaan sitten kummastakin nelidsta pois tummennettuina esitetyt nelja
suorakulmaista kolmiota, joiden kateetit ovat a ja b ja hypotenuusa ¢ (kuva
80).

Nelioissa olevat kolmiot ovat yhtenevié, koska niissa kaikissa on kaksi yhta

pitkéd sivua (a ja b) ja niiden vélinen kulma on suora (sks).
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a ¢ aQ
b b? c
b a

Kun molemmista isoista nelidistd on erotettu nelja yhtenevia kolmiota, jél-

jelle jaaneet pinta-alat ovat yhta suuret.
Kuvan 80 (a) pienten nelididen pinta-alat ovat a® ja b?.

Kuvan 80 (b) jéljelle jaényt nelikulmio on neli6, koska jokainen kulma on

v = 180° — (a + f3) Ha+ﬁ:90°,
= 180° — 90° = 90°.

Kuvassa 80 (b) nelién sivu on ¢, koska se on sellaisen suorakulmaisen kolmion

hypotenuusa, jonka kateetit ovat a ja b. Nelion pinta-ala on c?.

Molempiin kuvioihin kolmioiden poistamisen jéilkeen jadneet alat ovat yhta
suuret, joten
a’ +b* =2

Katsotaan vield kolmas todistus, jossa tarvitaan apuna kahta aikaisem-
min esitettya Lausetta.

Todistus. Piirretaén suoran kulman karjesta C' kohtisuora hypotenuu-
salle (kuva 81). Merkitaan leikkauspistettd D:lla. Olkoon kolmion ABC' ala
A, kolmion CBD ala A; ja kolmion AC'D ala A,. Lauseen 3.11 sivu 44 mu-
kaan ACBD ~ AABC ja ANACD ~ AABC.
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Kuva 81:

Koska yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen suhde on mittakaavan nelio
(Lause 3.12 sivu 45), niin

Al_<“>2_a2 : A2_<b>2_l’2
A \c¢/) 2 oy T c) 2

Laskemalla yhtéalot puolittain yhteen saadaan

A1+A2 _a2—i—b2
A e

Koska A; + Ay = A, niin
a4+

1 2

Y

josta saadaan
a’ 4 b* = 2
Pythagoraan lause on monikéyttoinen ja sen opettelu on hyvin tarkeaa.

Seuraavaksi katsotaan muutama esimerkki joista on apua asian ymmartami-

sessa.

Esimerkki 3.9. Miké on suorakulmion, jonka sivujen pituudet ovat 6 cm
ja 8 cm (kuva 82), halkaisijan pituus?
Ratkaisu:
Nyt on d? = 6% + 82, josta ratkaisemalla

d=+62+82=+/36+ 64 =100 = 10.

Vastaus: Halkaisijan pituus on 10 cm.
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6 cm e

8 cm

Kuva 82:

Esimerkki 3.10. Maija, Kerttu ja Tomi asuvat suorakulmaisen kolmion
kéarjissa. Maijan koti on suoran kulman kérjessa. Maijalta Kertulle on matkaa
300 m ja Kertulta Tomille 500 m. Kuinka paljon lyhyempi matka Maijalta on
Tomille suoraan heidén kotiensa vélista katua pitkin kuin kiertamalla Kertun
kautta?

Ratkaisu:
Kerttu
300 m 500 m
Maija x Tomi
Kuva 83:

Lasketaan ensin suora matka Maijalta Tomille pythagoraan lauseen avulla.

2+ 300% = 5002
2 = 500% — 300?
r = /5002 — 3002 = 400

Nyt kun tiedetdan, ettd matka suoraan Maijalta Tomille on 400 m pitaa viel&

laskea mika on matka Maijalta Tomille Kertun kautta.
300 m 4 500 m = 800 m
Lopuksi lasketaan viela saatujen matkojen erotus.
800 m — 400 m = 400 m
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Vastaus: Matka suoraan Maijalta Tomille on 400 m lyhyempi kuin matka

kiertden Kertun kautta.

Tehtavia:

3.13 Laske tuntemattoman sivun pituus seuraavista suorakulmaisista

kolmioista.
N y
%\“QG X
T
9 25 m 7m
12 16,0 cm

(a) (b) (c)

Kuva 84: Tehtava 3.13

3.14 Ovatko seuraavin sivun pituuksin varustetut kolmiot suorakul-
maisia?
a) 2,14 ja 16, b) 7,24 ja 25, c) 1,5;6,0 ja6,1.

3.15 Oviaukon mitat ovat 120 cm x 200 cm. Mahtuuko 280 cm x

240 cm:n suuruinen kipsilevy kokonaisena oviaukosta sisdan?

3.16 Kolmiossa ABC on sivun AB pituus 5v/2, sivun AC' pituus 20 ja
kulma ABC tylppé. Laske sivun BC' pituus, kun B:sté piirretty

korkeus on 5.

3.4.2 Trigonometriaa

Jos kahdella kolmiolla on kaksi yhta suurta kulmaa, niin kolmioiden kolman-
netkin kulmat ovat yhta suuret. Kuten aikaisemmin on jo kaynyt ilmi tallaiset
kolmiot ovat yhdenmuotoiset. Nain ollen kaikki suorakulmaiset kolmiot, joilla
suoran kulman liséksi toinen teravista kulmista on sama sanottaakoon «, ovat
yhdenmuotoiset. Jokaisessa téllaisessa kolmiossa on siis kahden sivun suhde

yhtéa suuri kuin vastinsivujen suhde kaikissa muissa téallaisissa kolmioissa.
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Kuva 85:

Suorakulmaisen kolmion sivujen suhteet riippuvat siis vain teravan kulman
« suuruudesta, mutta eivat kolmion suuruudesta. Naitd suhteita kutsutaan
kulman « trigonometrisiksi funktioiksi. Eri trigonometrisia funktioita on kuu-
si kappaletta, mutta yleisimmin niista kdytetdén seuraavia neljaa (ks. kuva
85).

. vastaisen kateetin pituus «
sin a = . -~
hypotenuusan pituus &

viereisen Kkateetin pituus b

cos @ = - = -
hypotenuusan pituus c

vastaisen kateetin pituus a

tana = —/—— - - = —
viereisen kateetin pituus b

viereisen kateetin pituus b

cot @ = _ : g =_
vastaisen kateetin pituus «

Kun suorakulmaisen kolmion toinen terdvd kulma on «, niin toinen on
sen komplementtikulma 90° — a.. Trigonometristen funktioiden méaritelmista

seuraa taman perusteella:

sin(90° — o) = cos @ tan(90° — a) = cot «

cos(90° — ) = sin « cot(90° — ) = tan «

Esimerkki 3.11. Laske puistossa olevan lehmuksen korkeus, kun puun
varjon pituus on 3 metrid. Auringon sidteet muodostavat 55° kulman maan-

pintaan nahden.

Ratkaisu: Piirretdén kuvio, johon merkitaén laskussa tarvittavat osat (kuva
86). Puun korkeus A on tunnetun kulman vastaisen kateetin pituus. Viereisen

kateetin pituus on varjon pituus.
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95° h

3 m

Kuva 86:

Muodostetaan tangentin maaritelman perusteella yhtalo ja ratkaistaan se.

= tanbbH°
= 3-tanbb’ ~ 4,3

> wl s

Vastaus: Lehmuksen korkeus on 4,3 metria.
Trigonometristen funktioiden kaénteisfunktioita kutsutaan arkusfunktioik-
si. Arkusfunktioita kaytetdan, kun tiedetdén sivujen vélinen suhde ja halu-

taan laskea kulman suuruus asteina.

Esimerkki 3.12. Jos tiedetdan, etta sina = %, saadaan kulma « ratkaistua

sinifunktion kaanteisfunktion arcsin avulla seuraavasti:
1 o
o= arcsm§ = 30°.

Laskimissa arkusfunktiot on merkitty kayttamélla potenssia -1, eli arcsin =
sin™!, arccos = cos™! ja arctan = tan~1.

Esimerkki 3.13. Tasakylkisen kolmion kanta on 12,0 cm ja kylki 18,0 cm.
Laske kolmion kulmien suuruudet seka korkeusjanan pituus.
Ratkaisu: Piirretddin mallikuvio, johon merkitddn tunnetut ja laskettavat
osat (kuva 87).
Korkeusjana jakaa tasakylkisen kolmion kahdeksi suorakulmaiseksi kolmiok-
si, joiden toinen kateetti on 6 cm ja toinen korkeusjana sekd hypotenuusa

18 cm. Talloin

cos o = 60 _1
- 18,0 3
a = arccosy ~ 70,5°.
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Kuva 87:

Huippukulman puolikas g ~ 90° — a &~ 90° — 70, 5° =~ 19,5° , jolloin huip-
pukulma 24 =~ 39, 0°.

Korkeusjana saadaan yhtélosta
h

6,0
h =~ 6-tan70,5° ~ 16,9.

~ tan70,5°, josta

Vastaus: Kolmion kantakulmat ovat 70, 5°, huippukulma 39, 0° ja korkeus-

janan pituus 16,9 cm.

Tehtavia:

3.17 Laske sivujen = ja y pituudet seuraavista suorakulmaisista

kolmioista.

Kuva 88: Tehtava 3.17

3.18 Lintutorniin pitda rakentaa portaat, jotka muodostavat 60° kul-
man maahan nahden. Kuinka pitkat portaista tulee, kun niiden

pitdéd yltaa 15 metrin korkeudella olevalle tasanteelle?
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3.19 Laske tasakylkisen puolisuunnikkaan korkeus ja pidemmaén kan-

nan pituus.

30

70°

Kuva 89: Tehtava 3.19

3.20 Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat x ja x + 3 sekd hy-
potenuusa 3x + 1. Maarita sivujen tarkat pituudet ja niiden
2-desimaaliset likiarvot sekd kulmien suuruudet kahden desi-

maalin tarkkuudella.

3.4.3 Muistikolmiot

Joidenkin kulmien sinille, kosinille, tangentille ja kotangentille saadaan tarkat
arvot. Apuna voidaan kayttad muistikolmioita, jotka ovat suorakulmaisen
kolmion erikoistapauksia. Toinen kaytettava muistikolmio on nelion puolikas.
Kun a sivuinen nelio jaetaan puoliksi lavistajélla, saadaan kaksi yhtenevéa
suorakulmaista kolmiota. Muodostuvat kolmiot ovat tasakylkisia, huippukul-
man ollessa 90° ja kantakulmien 45°. Nelién livistdjan pituus = v/2a saadaan
ratkaistua Pythagoraan lauseen avulla. Kolmion sivujen pituuksien suhteet
ovat 1:1:+/2 (kuva 90 (a)).
Kolmiosta (kuva 90 (a)) nidhdéén, etta

1
sin45° = cos4h’ = —
V2

tan45° =1 cot45° = 1.

Sl

Toinen muistikolmio saadaan tasasivuisen kolmion puolikkaasta. Kun piir-
retaan korkeusjana 2a sivuisen tasasivuisen kolmion kannalta, se jakaa kolmion

kahdeksi yhtenevéksi suorakulmaiseksi kolmioksi. Korkeusjana siis puolittaa
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Kuva 90:

2a

60° -
a

kannan ja huippukulman. Néin ollen kummankin muodostuneen suorakul-
maisen kolmion teravit kulmat ovat 30° ja 60°, kateettien pituudet a ja v/3a

seké, hypotenuusan pituus 2a. Siis sivujen pituuksien suhteet ovat 1: /3 : 2
(kuva 90 (b)).

Kolmiosta (kuva 90 (b)) ndhdaan, etta

in 30° 1
in = —
> 2
cos 30° = @
2
tan 30° 1
an =
V3
cot 30° = /3

V3

in60° = —
S1n 2
1
60° = —
COS 2
tan 60° = v/3
1
cot 60° = —.

V3

Aina kun vain on mahdollista kannattaa kayttaé tarkkoja arvoja trigo-

nometrisille funktioille. Liséda tarkkoja arvoja 1oytyy taulukkokirjasta.

Tehtavia:

3.21 Tasakylkisen kolmion kylked vastaan piirretty korkeus on 15,0

cm ja kantakulman suuruus 30°. Laske a) kannan pituus, b)

kyljen pituus, c¢) kolmion pinta-ala. Anna vastauksena tarkka

arvo seké likiarvo.
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3.5 Vinokulmaisen kolmion trigonometriaa

Edella trigonometriaa kdytettiin vain suorakulmaisen kolmion sivujen ja kul-
mien ratkaisemiseen. Trigonometriaa voidaan kuitenkin soveltaa myos vi-
nokulmaisiin (eli teravé- tai tylppékulmaisiin) kolmioihin.

Yleisesti merkitdan kolmion sivuja kirjaimilla a, b ja ¢ seka niiden vastaisia

kulmia kirjaimilla «, 5 ja ~.

Kuva 91:

3.5.1 Tylpan kulman sini ja kosini

Osa vinokulmaisista kolmioista on tylppakulmaisia, joten on tarpeellista laa-
jentaa sinin ja kosinin méaarittely koskemaan myos tylppia kulmia. Edelldhan
trigonometriset funktiot madriteltiin suorakulmaisen kolmion avulla, jolloin
madritelma késitti vain terévit kulmat (0° < o < 90°). Suorakulmaisessa kol-
miossa kulma ei koskaan voi olla tylppé, joten tylpille kulmille maaritelméa

on laadittava toisin.

Ya

]V

I1I v

Kuva 92:



Siirrytdan suorakulmaiseen koordinaatistoon, joka jakaa tason neljaan
neljinnekseen. Neljannekset nimetdan kayttden roomalaisia numeroita [ —
IV, numerointi kiertaa vastapaivaan (ks. kuva 92). Suurempien kuin 90°
olevien kulmien sinin ja kosinin arvojen laskemista varten piirretdan yk-
sikkoympyrd suorakulmaiseen koordinaatistoon. Yksikkdympyran keskipiste
on origossa ja sen side on yksi.

Kuten suorakulmaisen kolmion tapauksesta muistetaan, trigonometrisen
funktion arvohan riippuu vain kulman suuruudesta eiké esimerkiksi kolmion
koosta. Seuraavaksi tarkastellaan kolmiota, jonka hypotenuusan pituus on
yksi. Hypotenuusan pituudeksi valitaan yksi, jotta kolmio voidaan sijoittaa
yksikkéympyraan. Jos tamén kolmion kateettien pituudet ovat a ja b, niin
kuten kuvasta 93 (a) voidaan huomata

a b

sina=—-=a ja cosa=-—=~0.
1 . 1

Tallaisessa kolmiossa kateettien pituudet siis ilmoittavat suoraan sinin ja

kosinin arvot.

Ya
p 1
.a sin o
sin o
a R
b O'! cosa €T
CcoS (v
(a) (b)
Kuva 93:

Kun edelld esitetty kolmio sijoitetaan yksikkOympyradn, niin kulma o«
laitetaan origoon siten, ettd sen oikeakylki tulee x-akselille jolloin kulman
vasenkylki eli hypotenuusa muodostaa yksikkoympyrin sateen. Pistettd P
joka on yksikkoympyréan kaarella kutsutaan kehdapisteeksi. Pisteen P koordi-
naatit ovat  =cos « ja y =sin «. Eli sinin ja kosinin arvot saadaan suoraan
kehépisteen koordinaateista (kuva 93 (b)).
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Kun kehépiste P siirtyy toiseen neljinnekseen, positiivisen z-akselin (kul-
man oikea kylki) ja pisteestd P piirretyn yksikkdympyrén sateen véilinen kul-
ma « on tylppa (kuva 94). Nyt saadaankin siis sini ja kosini méaéariteltya
kaikille kulmille 0° < o < 180°.

11 4 I
P(z,y)
o’
T
Kuva 94:
Maaritelma 3.2.
stin a« = kehépisteen y-koordinaatti ja
cos a« = kehapisteen x-koordinaatti

Kulmien sinin ja kosinin arvoja maaritettéessa tulee ottaa huomioon, etta
kosini on positiivinen ensimmaisessa mutta negatiivinen toisessa neljannek-
sessa ja sini on positiivinen seka ensimméisessé etta toisessa neljanneksessa.

Symmetrian nojalla voidaan tylpan kulman trigonometristen funktioiden

arvot aina lausua teravén kulman avulla (kuva 95).

11 y I
(—LL', y) (‘1'7 y)
(] Qv
a< X\ .
T
Kuva 95:

Suplementtikulmina kulmien « ja 180° — « sinit ovat yhta suuret, koska
sinin arvo on kehépisteen y-koordinaatti. Suplementtikulmien a ja 180° — «v
kosinit ovat puolestaan toistensa vastalukuja, koska kosini on kehépisteen

z-koordinaatti.
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Maaritelma 3.3.
sin(180° —a) = sin «
cos(180° —a) = —cos «
Edella esitettyja kaavoja kutsutaan palautuskaavoiksi.

Esimerkki 3.14. Maérita lausekkeiden sin 150° ja cos 150° tarkat arvot.

Ratkaisu: Kaytetdén apuna palautuskaavoja ja muistikolmioita (kuva 96).

11 y I
30p
2 V3
<30° s 60°
T 1

Kuva 96:

1
sin 150° = sin30° = 3

cos150° = —cos30° = —

S

Vastaus: sin 150° = 1/2 ja cos 150° = —/3/2.

Tehtavia:

3.22 Maarita tarkat arvot kédyttaen hyvaksi muistikolmioita.
a) sin45° b) cos45° c¢) sin135° d) cos135°

3.23 Maarita kulma o, kun sen kehépisteen P koordinaatit ovat

2 (34) v (-4%) 900 @0

3.5.2 Pinta-ala

Aikaisemmin on késitelty miten kolmion pinta-ala lasketaan, kun sen kan-

ta ja korkeus ovat tiedossa. Pinta-alahan opetettiin laskemaan jakamalla
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kannan ja korkeuden tulo kahdella. Suorakulmaisen kolmion tapauksessa
kanta ja korkeus ovat helposti méaaritettavissa, vinokulmaisilla kolmioilla
néin ei kuitenkaan aina ole. Vinokulmaisille kolmioille pinta-alan laskukaava
saadaan muokattua trigonometriseen muotoon. Seuraavaksi kolmion pinta-
alan laskukaavan trigonometrisen muodon johtamista tutkitaan erikseen te-

ravakulmaisen ja tylppakulmaisen kolmion tapauksissa.

(a) terdviakulmainen kolmio (b) tylppakulmainen kolmio

Kuva 97:

(1) Terdvakulmainen kolmio (kuva 97 (a)):

Sinin méaaritelmasta saadaan

siny = Z H -b#0
h = bsiny

Néin ollen kolmion pinta-ala

1 1
A= iah = iabsin 7.

(2) Tylppéakulmainen kolmio (kuva 97 (b)):

Sinin méaaritelmasta saadaan

h
sin(180° —7) = | -b#0
h = bsin(180° — 7)

= bsiny (palautuskaava)
Nain ollen kolmion pinta-ala
1 1
A= —ah = —absin~.
2 2
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Kuten huomataan kolmion pinta-ala on sama sen muodosta riippumatta.
Vastaava tulos saadaan, valitsemalla kolmion kannaksi a:n asemasta jokin

muu kolmion sivuista.

Maaritelma 3.4. Kolmion pinta-ala
L.
A= iab sin 7y

eli puolet kahden sivun ja niiden vdlisen kulman tulosta.

Esimerkki 3.15. Kolmion kaksi sivua ovat 21 cm ja 13 c¢m seké niiden

valinen kulma 62°. Laske kolmion pinta-ala.

Ratkaisu:
g,
o)
62°
21 ecm
Kuva 98:
1. 1 oo
A= iabsm”y =5 21-13-sin62° = 121

Vastaus: Kolmion pinta-ala on 121 cm?.
Tehtavia:

3.24 Laske kolmion pinta-ala.

20 ¢
42°

16 cm

(a)

Kuva 99: Tehtava 3.24
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3.25 Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat 52° ja kyljet 17 cm.

Laske kolmion pinta-ala.

3.5.3 Sinilause

Edella esitettyé kolmion pinta-alan trigonometristé laskukaavaa kayttamaélla,
kolmion pinta-ala voidaan laskea kolmella eri tavalla. Kolmion pinta-alahan
on sama laskettiinpa se sitten mista kulmasta katsottuna tahansa, joten mer-
kitaan kaikki kolme pinta-alan lauseketta yhté suuriksi (kuva 100).

1 1
A= §bcsina = §acsinﬁ = Eabsiny

Sievennetadn nyt yhtaloa

ibcsina = Eacsinﬁ = iabsiny

1 1 1 H 2
abe

sinaw  sinf3  sinvy

9

a b c

joka tavallisesti esitetaan muodossa

a b c

. - N - . 9
sinaw  sinf3  sinvy
saatua tulosta kutsutaan sinilauseekss.

Lause 3.16. (Sinilause)

a b c

sinaw  sinff  sinvy

eli kolmiossa sivun suhde vastaisen kulman siniin on vakio.
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Kun kolmiosta tiedetdan yksi sivu-kulma-vastinpari ja sen lisiaksi jokin sivu
tai kulma, niin kolmio voidaan ratkaista sinilauseen avulla.

Esimerkki 3.16. Kolmion ABC' kahden kulman suuruudet ovat 110° ja
50°, ja kolmion pienintd kulmaa vastaavan sivun pituus on 8 cm. Ratkaise
kolmio.

Ratkaisu: Kolmion ratkaiseminen tarkoittaa, ettd maaritetadén kolmion kaikkien

sivujen pituudet ja kulmien suuruudet seké lasketaan kolmion pinta-ala.

Koska kolmion kulmien summa on 180°, niin kolmion kolmas kulma
v = 180° — (110° + 50°) = 20°.

Koska kolmion pienintd kulmaa vastaava sivu oli 8,00 cm, niin silloin se on

20° kulmaa vastaava sivu.

Kuva 101:

Viela pitaa ratkaista sivut a ja b sekéd kolmion pinta-ala.

Sivu a:
2 - _° Ha:110°, v =20°, ¢ =800 cm
sin o sin y
¢ = .8’00 H - sin 110°
sin 110° sin 20°
8,00 - sin 110°
a — - 0
sin 20°
a =~ 21,98
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Sivu b:

b

BLAN— "ﬁz50°,7=20°,c=8,000m

sin (3 sin y

b 8,00 o

sin50°  sin20° H s 50
b o— 8,00 - sin 50°
sin 20°
b ~ 17,92
Pinta-ala:
1 8,00 - sin 50°
A = —bcsina H = &, c=38,00, a =110°

2 sin 20°

l 8,00 - sin 50°
2 sin 20°

A = - 8,00 - sin 110° ~ 67,35

Vastaus: Kolmion sivut ovat 21,98 cm, 17,92 cm ja 8,00 cm, kulmat 110°,
50° ja 20° seké pinta-ala 67,4 cm?.

Tehtavia:

3.26 Kolmion ABC kahden kulman suuruudet ovat 41° ja 68° seké

néiden valisen sivun pituus on 14,00 cm. Ratkaise kolmio.

3.27 Pertti ja Olli asuvat 2,1 km paésséa toisistaan. Tie jalkapallo-
kentélle ldhtee 42° kulmassa Pertin luota ja 58° kulmassa Ollin
luota (kuva 102). Kummalla pojista on pidempi matka kentélle

ja kuinka paljon pidempi matka on?

kentta

Pertti 2 o% Olli
ertti 2.1 km i

Kuva 102: Tehtava 3.27
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3.28 Suoralla laivareitilla perakkain kulkevat laivat havaitsevat
samaan aikaan suoraan edessaan majakan. Edelld kulkeva alus
niakee majakan 6° kulmassa ja perassa tuleva 3° kulmassa. Ma-

jakan tiedetadn olevan 32 m korkea. Kuinka kaukana laivat ovat

toisistaan?

3.5.4 Kosinilause

Kosinilause on Pythagoraan lauseen laajennus vinokulmaisille kolmioille.

C b D A

Kuva 103:

Korkeusjana BD jakaa kolmion ABC kahdeksi suorakulmaiseksi kolmioksi
ABCD ja AABD (kuva 103). Néiden kahden suorakulmaisen kolmion ja
Pythagoraan lauseen avulla saadaan johdettua yhteys vinokulmaisen kolmion
sivujen pituuksien ja yhden kulman valille.

Kolmiosta BC'D ndhdéan, etta

cosy =

X =
ja Pythagoraan lauseen nojalla

22+ h?=d
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Kolmiosta ABD puolestaan saadaan Pythagoraan lauseella

& = h*+(b—1x)°

A = h*+0b*—2bx + 2*

A = 22+ hP 4+ - 2bx Hx2—|—h2:a2
A = a®+b -2z Hx:acosy

A = a®+b®—2abcosy

Lause 3.17. (Kosinilause) Kun v on sivun ¢ vastainen kulma, niin

= a®+ b* — 2abcos .

Sama yhteys voidaan johtaa vastaavasti tylppakulmaisille kolmioille. Jos
puolestaan v = 90° eli kolmio on suorakulmainen, niin cosy = 0 ja paadytaan
Pythagoraan lauseeseen.

Esimerkki 3.17. Kolmion kaksi sivua ovat 5,0 cm ja 7,0 cm ja niiden
vélinen kulma 72°. Laske annetun kulman vastainen sivu.

Ratkaisu:

g ¢
L

72°

7 cm

Kuva 104:

Sivun ¢ pituus saadaan ratkaistua kosinilauseen avulla.

A = a®+ b —2abcosy
2 = 5,0°+7,0°—2-50-7,0-cos72°
2 = 74,0 —70,0-cos72° H\/jc>0

c = \/74,0—70,0-008720
c ~ 7,2

Vastaus: Kolmion kolmas sivu on 7,2 cm.
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Esimerkki 3.18. Kolmion sivujen pituudet ovat 15,0 cm, 21,0 cm ja 33,0
cm. Laske kolmion kulmien suuruudet.
Ratkaisu:

33 cm

21 cm
15 cmy

Kuva 105:

Ratkaistaan ensin kulma ~ kayttaen kosinilausetta.

& = a®>+b* —2abcosvy
a?+ b — 2

cosy =
2ab
15,02 + 21, 0% — 33,02
cosy =
2.15,0-21,0
423
630
—0,671
v ~ arccos(—0,671) ~ 132°

Kulmat « ja 3 voidaan nyt helposti ratkaista sinilauseen avulla.

15,0 B 33,0
sina sin132°
15,0 - sin 132°
i = ——~— —— ~0,340
sin « 33.0 ,

Kulmalle a saadaan kaksi arvoa 20° ja 180° — 20° = 160°, koska sin 20° =
sin 160° ~ 0,340. Arvo 160° ei kuitenkaan kelpaa, koska kolmion kulmien
summa on 180°.

Kulma (8 saadaan nyt lausekkeesta
0~ 180° — 132° — 20° = 28°.

Vastaus: Kolmion kulmat ovat 20° , 28° ja 132°.
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Tehtavia:

3.29 Laske kolmannen sivun pituus kuvan 106 kolmioista.

19 mm

48 ¢ 15 mm
54°
57 cm 3,3 m

(a) (b) ()

Kuva 106: Tehtava 3.29

3.30 Kolmion sivut ovat 5, 8 ja v/19. Laske kolmion pienin kulma.

3.31 Joen rantaan rakennetaan kolmionmuotoista lammasaitausta.
Mutkitteleva joki rajaa aluetta kahdelta sivulta, néille sivuille
ei tarvita aitaa. Kuinka paljon aitaverkkoa tarvitaan aitauksen
kolmatta sivua varten, kun joen mutka on 122° ja joen rajaamien
sivujen pituudet 72 m ja 54 m?

3.32 Kolmion yksi kulma on 37° ja sen viereinen sivu 7,3 cm. Kolmion
pinta-ala on 19,4 cm?. Madritd kolmion muiden kulmien suuruu-

det ja sivujen pituudet.
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3.6 Merkilliset pisteet

Kolmion merkillisiksi pisteiksi kutsutaan pisteita, jotka muodostuvat kolmion
keskinormaalien, keskijanojen, kulmanpuolittajien ja korkeusjanojen leikkaus-
pisteisiin.

Lause 3.18. Kolmion sivujen keskinormaalit leikkaavat toisensa samas-
sa pisteessa, joka on kolmion ympdrt piirretyn ympyran keskipiste. Leikkaus-
piste on yhtd kaukana kaikista kolmion kdrjistd, joten leikkauspisteestd mihin

tahansa kolmion kdrkeen piirretty jana on kolmion ympdri piirretyn ympyran

side, R (kuva 107).

Kuva 107:

Lause 3.19. Kolmion keskijanat eli mediaanit letkkaavat toisensa samas-

sa pisteessd, joka jakaa mediaanit kirjestd lukien suhteessa 2:1 (kuva 108).

C

Kuva 108:

Kolmion keskijanojen leikkauspistetta kutsutaan kolmion painopisteeksi.

Lause 3.20. Kolmion kulmien puolittajat leikkaavat toisensa samassa

pisteessd, joka on kolmion sisddn piirretyn ympyrdin keskipiste (kuva 109).
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Kuva 109:

Lause 3.21. Kolmion korkeusjanat (kuva 110 (a)) tai niiden jatkeet (ku-

va 110 (b)) leikkaavat toisensa samassa pisteessa.

C C
P
A _[L
A B \EA
P
(a) (b)
Kuva 110:

Lause 3.22. (Kolmion kulman puolittajalause) Kolmion kulman puolit-

taja jakaa vastaisen sivun viereisten sivujen suhteessa.

C C
(6348 [63K8%
B
A D B A D BB
AD _ AC &
DB BC
Kuva 111:
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Todistus. Olkoon D piste, jossa kulman AC' B puolittaja leikkaa sivun
AB. Piirretdan pisteen B kautta suoran AC suuntainen suora ja merki-
tadn sen ja suoran C'D leikkauspistetta E:ll4. Koska AC || BE ovat kul-
mat BED ja AC'D samankohtaisina kulmina yhta suuret. Samoin <DBFE =
<DAC. Néin ollen ABDE ~ AADC' (kk). Tiedetaan, ettd yhdenmuotois-
ten kolmioiden sivut ovat verrannolliset, joten

AD  AC

DB BE
Koska <BED = <ACD ja lisdksi oletuksen mukaan <ACD = <DCB, on
<BED = <DCB ja titen AEBC on tasakylkinen, eli FB = BC. Kun
sijoitetaan KB = BC' verrantoon AD : DB = AC' : BE saadaan vaittimé

AD AC

DB BC’

Esimerkki 3.19. Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 32,0 cm ja 14,0
cm. Kuinka suuriin osiin suoran kulman puolittaja jakaa hypotenuusan?

Ratkaisu: Hypotenuusan pituus saadaan Pythagoraan lauseella.

AC = /32,02 + 14,02 = 34, 9.

Kulman puolittajalauseen mukaan % = %:8. Sijoittamala y = 34,9 — «x
C

Y
x /‘ 14,0 cm
/

A" 320cm B

Kuva 112:

edelliseen lausekkeeseen saadaan

x 32,0
34,9 —z 14,0
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Ratkaistaan yhtalostéa x

x 32,0
34,9 — 14,0
ldz = 32-(34,9 — 2)

14z = 1116,8 — 32z
46x = 1116,8
24, 3.

Q

X

Néin ollen y ~ 10, 6.

Vastaus: Hypotenuusan osat ovat 24,3 cm ja 10,6 cm.

Tehtavia:

3.33

3.34

3.35

3.36

3.37

Piirra kolmio ja méaarita sen merkilliset pisteet.

Kolmion sivujen pituudet ovat 4,0 cm, 5,0 cm ja 6,0 cm. Kuin-
ka suuriin osiin pienimmén kulman puolittaja jakaa vastaisen
sivun?

Osoita, ettd kolmio on tasakylkinen, jos mediaani on kohtisuo-

rassa sivua vastaan.

Tasakylkisen kolmion kyljen pituus on 10 cm ja kannan 12 cm.

Kuinka pitké on kolmion sisédéan piirretyn ympyran siade?

Kolmion piirin pituus on 36,0 cm. Kulman puolittaja jakaa vas-
taisen sivun 5,0 cm ja 7,0 cm pitkiin osiin. Laske kolmion sivujen

pituudet.
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3.7 Heronin kaava

Kolmion sivujen pituudet maaraavat sen pinta-alan, Heronin kaava kolmion

pinta-alan laskemiseksi kertoo miten.

Lause 3.23. (Heronin kaava) Olkoon kolmion sivujen pituudet a, b ja

¢ ja olkoon p = % - (a + b+ c) puolet sen piirin pituudesta. Télldin

A= \/plp—a)p-b)p—c).

Katsotaan seuraavaksi yksi tapa todistaa Heronin kaava.

Todistus. Olkoon kolmion sivut a, b ja ¢ seka korkeus h (kuva 113).

Kuva 113:

Lisiksi a = [+m, b?> = h2+1? ja ¢ = h2+m?. Vihentdmalli toisena mainittu
lauseke viimeisestd saadaan {2 —m? = b? — c2. Kun jaetaan molemmat puolet
tekijalla a = [ + m, saa edellla esitetty yhtalo muodon
b — 2
a
Kun lisataén molemmille puolille [ + m = a, saadaan ratkaistuksi [
a?+ v —c?
- 2a '
Tiedetdan, ettd kolmion pinta-ala saadaan lausekkeesta A = “—2’1, lisaksi ky-
seisesté kolmiosta Pythagoraan lauseen avulla saadaan h = /b2 — (2. Si-

joitetaan seuraavaksi saatu [:n lauseke h:n lausekkeeseen ja tdma edelleen

[—m=

l

pinta-alan lausekkeeseen.

ah 1 a? + 0% — c2\?2
ot = o ()
2 “ w} 2%

- Y-

_ i\/(Qab)Q (@10 p

\)
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Kun edellinen yhtalo kerrotaan puolittain luvulla 4 ja korotetaan toiseen

potenssiin, saadaan
16A% = (2ab)? — (a* + b* — ¢*)?
Muutamalla laskutoimituksella edellinen yhtalo saadaan muokattua muotoon
16A% = [(a + b)* — F][¢® — (a — b)?],
joka edelleen on ekvivalentti muodon
164> =(a+b+c)a+b—c)(c—a+b)(c+a—Db)

kanssa. Kun nyt kirjoitetaan saatu yhtalo muotoon

at+b+c at+b—c c—a+b ct+a—->
2 2 2 2

A? =

ja maaritelladn p seuraavasti p = %(a—k b+ c), niin kolmion pinta-alan lauseke

saadaan Heronin kaavan muotoon

A= \/pp—a)(p—b)(p—o).
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VASTAUKSET:

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

a) tasoa b) tasoa c) suoraa d) suoraa e) pistettéi

a) AB (= BA), AC, AD, BC, BD ja CD

b) Koska pisteet ovat annetussa jarjestyksessé suoralla, ovat
puolisuorat AB = AC = AD, BC = BD, BA, CD, CB =CA
ja DC = DB = DA.

A BC D

Kuva 114: Tehtava 2.2

a)6 b)l10 ¢)3 d)1

a) |AB|=3+7=10, |AC| =5+5+10=20, |AF| =5+5=10
b) Janan AF keskipiste on piste F, janan AC' keksipiste on piste
F.

2

|ICB|=7—43

1
2

a) voi olla, b) voi olla, c) ei voi olla, 5+ 2 =7 < 8, d) voi olla,
e) ei voiolla, 1 +3 =4 <5, f) ei voi olla, 1,5+ 3,5=5<5,5.

Kolmannen sivun on oltava pienempi kuin kahden annetun sivun
summa eli 15 + 24 = 39 ja suurempi kuin kahden annetun sivun
erotus 24—15 = 9. Nain on oltava, koska kolmiossa minkédtahansa
kahden sivun summan on oltava suurempi kuin kolmannen sivun

pituus.

a) <ABC, b)<KLH, c)<PRS

a) 12,5° b) (6235)° ~ 62,26° c¢) (1234])° ~ 123,21°

2.10 a) 12°18 b) 54°25'12" c) 1°14/42"
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2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18

2.19

2.20

a) terava/kovera, b) kupera, c) tylppé/kovera, d) kupera

- 180° = 150° b) 90° + 1 - 30° = 105°
= 4(° = 80° — 160°
a) o b) 0] C) e}
B = 50° 8 = 100° B = 200°

114°

a) a=8% b)a=106 c)a=063

a) a=104°, B ="T6° v =61° b) a=>54° 3 =62, 7= 64°
a) eivat ole, b) ovat

a = 25°, B = 150°, v = 65°

Todistus: Kulmat « ja 3 ovat vieruskulmia. Katkoviiva [ puolit-
taa kulman « ja katkoviiva m puolittaa kulman (. Talléin
suora [ jakaa kulman o kahteen %a suuruiseen osaan ja suo-
ra m kulman ( kahteen %6 suuruiseen osaan. Koska « ja (8
ovat vieruskulmia, o + 8 = 180°. Siispd on oltava ia + %ﬂ =

2
s(a+p3)=1-180°=90°.

Kuva 115: Tehtava 2.20
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2.21

2.22
2.23
2.24
2.25

2.26
3.1
3.2
3.3

3.4
3.5

Todistus: Tiedetaan, etta <STQ = <RT P. Lisaamalla <PTS

yhtélon molemmille puolille, saadaan:
<STQ + <PTS = <RTP + <PTS.

Koska

ISTQ +<PTS =<PTQ
ja

<RTP + <PTS = <RTS,

sijoittamalla ndméa ensimméiseen yhtaloon, saadaan:
<PTQ =<RTS.

Néin vaittama on todistettu.

70°

ay4 b)3 «¢)7 d)5 e6 )1 g)2

a) 2 b) 12 uutta sektoria  ¢) 4 uutta segmenttia

Voi, kun sateet jotka rajaavat sektorin muodostavat halkaisijan,

eli kun janne on halkaisija.

AB 180°, ADC 90°, AD 38°, BAD 218°
a) ACDB b) AADC ja AABC
Mahdollisia a), ¢) ja d).
a) AABC = AEDC (sks) b) AADC = ABDC (sss)
c) AABD = ANCDB (kks) d) AABD = ANACD (ksk)
a) a = 55° b) a = 50°
Todistus: Kolmio ABC' on tasakylkinen eli AC' = BC' (kuva
116). Nyt pitéisi osoittaa, ettd kantakulmat <BAC = <CBA
ovat yhta suuret. Merkitdan kannan keskipistetta kirjaimella D ja
yhdistetdan se kolmion karkipisteeseen C'. Nyt tiedetéén siis, etta
AD = BD. Néin ollen AADC = ABDC (sss), koska AC' = BC,
AD = BD ja DC on yhteinen sivu. Yhtenevien kolmioiden ADC'
ja BDC' vastinkulmina kantakulmat <BAC' ja <CBA ovat yhté

suuret.
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A H D H B

Kuva 116: Tehtava 3.5

3.6 Todistus: Oletetaan, ettd kolmio ABC' on tasakylkinen yhtéa
pitkina kylkina sivut AC' ja BC'. Lisédksi C'D on huippukulman
AC'B puolittaja, jolloin <AC'D = <BCD. Nyt pitaé siis todis-
taa, ettd huippukulman puolittaja C'D puolittaa kannan AB.
Huippukulman puolittaja C'D jakaa kolmion ABC' kolmioihin
ACD ja BCD, joissa oletusten mukaan AC = BC, <ACD =
<<BCD ja CD on yhteinen sivu. Néin ollen AACD = ABCD
(sks). Janat AD ja BD ovat yhtenevien kolmioiden vastinsivuina

yhta pitkat. Néin véite on todistettu.

C

A D B

Kuva 117: Tehtava 3.6

3.7 =21 ja y =18

3.8 Vesitornin korkeus on 42 m.

3.9 Kaisun meloman matkan pituus oli 27 km.

3.10 a) kylla (kk) b) ei c) kylla (kk) d) kylla (sks)
3.11 3v3cm~5,2cm
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3.12 277 kukkasen tainta

3.13 a)z=15 b)zx=13,6cm c)y=24m

3.14 a)ei b)kylld c)ei

3.15 Ei mahdu.

3.16 510~ 15,81

3.17 a)zr=12,3cmjay=18,2 cm
b) z=8,2cm jay = 8,8 cm

3.18 17,32 m

3.19 Korkeus h = 14,10 ja pidempi kanta 40,26.

320 1 =2/2~1,07,24+3=2/243~4,07ja30+1=6/2+1~
4,21. Kulmat 14, 72° ja 75, 28°.

3.21 a)30cm, b)10v3cm~17,3cm, c) 75v/3 ecm? ~ 129,9

cm?

322 a) 5 b)) 5 o5 d) -7
3.23 a) 60° b) 120° c) 0° d) 90°
3.24 a) 107 cm? b)244m? c) 2853 cm?
3.25 140 cm?

3.26 71° 9,71 cm; 13,73 cm; 63,05 cm?

3.27 Pertilla on 400 m pidempi matka kentélle.
3.28 915 m

3.29 a)48cm  b)68m  ¢) 24 mm

3.30 29°

3.31 111m

3.32 56°; 87°; 8,8 cm ja 5,3 cm

3.34 18 cmja22cm

A B

Kuva 118: Tehtava 3.35
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3.35 Todistus: Kolmiot ABD ja ACD ovat yhtenevit (sks), silld
BD = CD, <ADB = <ADC = 90° ja sivu AD on kolmioille
yhteinen (kuva 118). Yhdenmuotoisten kolmioiden vastinsivuina
AB = AC. Nain ollen on todistettu, ettd kolmio ABC' on
tasakylkinen.

3.36 3 cm

3.37 10 cm, 12 cm ja 14 cm
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