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GeoGebra on ilmainen, Java-pohjainen, dynaaminen matematiikkaoh-
jelmisto, jossa geometriaan on yhdistetty algebraa, funktio-oppia seké
differentiaali- ja integraalilaskentaa. Tédmén tutkielman aiheena on matema-
tiikkaohjelma GeoGebran kiytto lukion analyyttisen geometrian opetuksessa,
jonka keskeisimpié tavoitteita on saada oppilas ymmértdméain algebrallisten
ja geometristen késitteiden vélisid yhteyksid. Lukion analyyttisen geometrian
kurssin keskeisistd aihealueista on téssd tutkielmassa valittu kasiteltdviksi
piste, suora ja jana koordinaatistossa sekd pistejoukon yhtilot. Pistejoukon

yhtdloista tarkemmin kasitelldén suorien ja kartioleikkausten yhtaloita.

Tutkielmassa esitelldin GeoGebra-ohjelman kiayttomahdollisuuksia analyyt-
tisen geometrian opetuksessa ja laaditaan monipuolisia opetuskayttdon sovel-
tuvia dynaamisia GeoGebra-konstruktioita. Késiteltyihin analyyttisen geo-
metrian aiheisiin on laadittu my0s harjoitustehtdvid ratkaisuineen. Kaikki
GeoGebra-konstruktiot ovat vapaasti kiytettivissd dynaamisina tiedostoi-
na seké liitteené olevalla cd-rom-levylla etté osoitteessa https://sites.google.
com/site/analyyttistageometriaageogebra/. Sdhkoinen materiaali on saata-
villa sekd GeoGebran omassa tallennusmuodossa (.ggb) ettd html-muodossa.
Html-tiedostot avautuvat Java-sovelluksina suoraan verkkoselaimeen, joten

niiden kdytté on helppoa myos ilman erityistd GeoGebran kiyton osaamista.

Asiasanat: analyyttinen geometria, GeoGebra, tietokoneavusteinen opetus.
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1 Johdanto

Téassd tyossd tutkitaan, miten GeoGebra-ohjelmaa voidaan hyddyntaéd
lukion analyyttisen geometrian kurssin opetuksessa. Tarkoitus on syven-
tyd GeoGebra-ohjelman kiyttoon niin hyvin, ettd sen kiyttdminen tulee
olemaan luonnollinen osa opetusty6td. Monissa kouluissa on luokkiin asen-
nettu kiintedt videotykit, joiden avulla GeoGebra-ohjelmalla laadittujen
esimerkkien esittdminen on helppoa. Mikéli verkkoyhteys on kiytettavissa, ei
GeoGebra-ohjelmaa tarvitse asentaa koneelle, vaan sitd voi kdyttdd suoraan

verkkoselaimessa Java-sovelluksena.

Teknisten apuvilineiden, kuten tietokoneiden ja graafisten laskinten,
kiaytté on madiritelty opetussuunnitelman perusteissa olennaisena osana ma-
tematiikan opetusta. Opetus- ja kulttuuriministerié on paattanyt lisita tieto-
ja viestintdteknologian kiyttoa lukion opetuksessa ja oppimisessa sekd oppi-
misen arvioinnissa. "Muutoksen toteutumiseksi koulutuksen jarjestajia tue-
taan lukioiden tieto- ja viestintéteknisten laitteiden, ohjelmistojen ja verkko-
yhteyksien hankinnassa seké teknisten tukipalvelujen jarjestdmisessd. Opet-
tajien ja opiskelijoiden riittavit tieto- ja viestintdteknologiset kdyttotaidot
varmistetaan koulutuksella ja riittavilla tukipalveluilla.” [22] Mydskin yliop-

pilastutkintoa uudistetaan tieto- ja viestintdteknologiaa hyodyntaviksi.

Opetus- ja kulttuuriministerion asettaman tyoryhmaén laatimassa visiossa
vuodelle 2020 on mééritelty tavoitteeksi muun muassa seuraavat seikat: Kai-
killa opettajaksi valmistuvilla on opiskeluaikana saadut hyvit perusvalmiu-
det hyodyntaéd paivittdin ajanmukaista tieto- ja viestintdtekniikkaa opetus-
ja muun tyon tukena ja mahdollistajana. Koulutuksen parissa tyoskentele-
valla henkilGstolla ja opiskelijoilla on kdytossddn tyossa ja opinnoissa tarvit-
tava ajanmukainen tekninen laiteympéristo ja pédsy verkkoon, tarvittavat
tiedot ja taidot sekd motivaatio kiyttdd teknologiaa pedagogisesti mielek-
kadlla tavalla oppimisen tukena ja muussa vuorovaikutuksessa. Opetushen-
kiloston omassa ammatillisessa tdydennyskoulutuksessa hyodynnetéiin tieto-
ja viestintiatekniikkaa osaamispalvelujen yksilllisten tarpeiden huomioimi-

sessa, alueellisen saatavuuden ja joustavan osallistumisen varmistamisessa.



Tieto- ja viestintitekniikkaa kiytetdan luontevasti opiskelussa sekd opetuk-
sen ja hallinnon tukena kaikissa kouluissa ja oppilaitoksissa, kaikilla koulu-
tuksen tasoilla. Oppimisen tukena hyddynnetién sihkoisié oppimateriaaleja
ja muuta verkossa vapaasti kiytettdvissd olevaa aineistoa. Korkealaatuisen
e-oppimateriaalin (ml. pelit ja simulaatiot) tarjonta kattaa koko opetussuun-
nitelman ja tutkintojen perusteet.|21] Liitutaulu ja piirtoheitin eivét siis enid
voi olla ainoita opetusvalineitd, myos opetuksen on elettévi ympardivin maa-
ilman mukana.

Materiaali on laadittu kiiytettaviksi pddosin apuvélineené lukion pakol-
lisen analyyttisen geometrian kurssin opetuksessa, mutta mukaan on lisitty
my6s mielenkiintoisia ongelmia ja esimerkkejd lukiotason yldpuolelta. Itsei-
sarvoyhtalot sekd yhtdloryhmien ratkaisut ovat olennainen osa analyyttisen
geometrian kurssia, mutta niiden késittely on rajattu tdsta tyostd pois. Eri
oppikirjoissa analyyttisen geometrian aiheiden késittelyjirjestykset voivat ol-
la hyvinkin erilaisia, mutta eri aiheisiin liittyvat GeoGebra-esimerkit 16ytyvét
helposti sisdllysluettelon avulla. Tamén tyon loppuun on lisitty myos hake-
misto, josta on helppo 16ytaé tietoa sekd GeoGebran ominaisuuksista etti
neuvoja eri tyovilineiden kiytt6on. Kun jotain GeoGebran toimintoa kéyte-
taan ensimmaéisen kerran, sen kiytté neuvotaan perusteellisesti, mutta timéan
jilkeen asia oletetaan opituksi.

GeoGebra-mallien laatimisohjeisiin ei ole myoskddn lisdtty kuvakaap-
pauksia erikseen jokaisesta GeoGebra-mallin laatimisvaiheesta, vaan lukijan
oletetaan pystyvén itse etsimdin tarvittavat tyovilineet GGeoGebran valikois-
ta. Yksi GeoGebran parhaista puolista on sen selkeys, joten tyovilineidenkin

etsiminen on helppoa.

Kaikkiin GeoGebra-malleihin on lisétty yksityiskohtaisia laskentakaavoja,
vaikka tdméa vaikuttaa negatiivisesti dokumenttien ulkoasuun. On téarkeda,
ettei lukiomatematiikassakaan hairahduta “kuvastakatsomistodistuksiin”,
vaan on tarkoitus, ettd opiskelijan tdsmalliset matemaattisen ratkaisemisen
taidot kehittyvit myos. Selkednd tavoitteena on luoda yhteyksid geomet-

risten ja algebrallisten kasitteiden vélille kuten opetussuunnitelma velvoittaa.



Pidasiallisena teorialdhteend tyossia on kiytetty teosta Schaums’s outline
series theory and problems of plane and solid analytic geometry [14], muista
ldhteistd on mainittu erikseen.

Kaikki tyossa esitellyt GeoGebra-dokumentit on néhtivissd ja vapaasti
kiytettivissd dynaamisina tiedostoina osoitteessa https://sites.google.com/

site/analyyttistageometriaageogebra/.

1.1 Matemaattiset ohjelmistot opiskelun tukena

Pitkdin matematiikan opetuksen tavoitteena on, ettd opiskelija tottuu
pitkdjanteiseen tyoskentelyyn ja oppii sitd kautta luottamaan omiin mate-
maattisiin kykyihinsé, taitoihinsa ja ajatteluunsa. Kokeilevaan, tutkivaan
toimintaan rohkaistuminen ja erityisesti ratkaisujen kriittinen arviointi
ovat keskeisid asioita. Opiskelijan tulee oppia ymmaéartamadn, lukemaan ja
kiyttadmain matematiikan kieltd sekd arvostamaan matemaattisen esityksen
tasmaéllisyyttd ja perustelujen selkeyttd. Opiskelijan tulisi osata kdyttaéd

tarkoituksenmukaisia menetelmid, teknisié apuvélineitd ja tietoldhteita. [20]

Opetussuunnitelman perusteissa ei suoraan viitata tietokoneiden kiyt-
toon, vaikkakin jatko-opintojen ja tyOelamén tarpeiden takia raportointi-,
laskenta- ja suunnitteluohjelmiin tutustuttamista on pidettava valtta-
mattoméind: Opetus pyrkii myos antamaan opiskelijalle selkedn késityk-
sen matematiikan soveltamismahdollisuuksista arkieliméissi, tieteessd ja
tekniikassa. [10]

Laskinten kdytto kouluissa oli Suomessa 1999 huipputasolla verrattuna
muuhun maailmaan. Laskinten ja tietokoneiden mahdollisuudet on otetta-
va opetuksessa huomioon, mutta niiden ei pidd antaa aiheuttaa numeroso-
keutta. Ensiksi on opittava ymmartidmadn laskutoimitukset, ja vasta sitten
otettava koneet avuksi [17]. Graafisia laskimia on ylioppilaskirjoituksissa saa-
nut kiyttdd jo pitkddn ja kevidstd 2012 ldhtien sallitaan myo6s niin sanotut
symboliset laskimet. Tuleva muutos mietityttdd monia, ja on pohdittu muun

muassa sitd, kuinka suuressa méarin siirrytdan oppimaan jonkin tietyn oh-
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jelmiston tai laskimen toimintalogiikkaa ja ndppéinsarjoja itse matematiikan
sijasta. [16] Laskinten rinnalla tietokone- ja dlypuhelinsovellukset ovat tuo-

neet matemaattiset sovellukset kaikkien ulottuville.

1.2 Analyyttinen geometria lukio-opetuksessa

Analyyttinen geometria muodostaa oman, yhtendisend kurssina opiskel-
tavan, kokonaisuutensa lukio-opetuksessa. Pakollisia matematiikan pitkén
oppiméirin kursseja on kaikkiaan kymmenen, joista analyyttinen geometria
suoritetaan neljintend. Opiskelijalta oletetaan siis esitietoina funktiot ja

yhtalot-, polynomifunktiot-, sekd geometria-kurssit.

Funktiot ja yhtédlot -kurssin keskeisimpiin tavoitteisiin kuuluu yhté-
16iden ratkaiseminen sekd funktiokéisitteen syventdminen. Késiteltdvind
ovat potenssi-, eksponentti- ja juurifunktiot. Polynomifunktiot-kurssilla
harjaannutaan késittelemddn polynomifunktioita, sekd ratkaisemaan po-
lynomiyhtéloitd ja epdyhtéloitd. Geometrian kurssin tavoitteena on, etté
opiskelija harjaantuu hahmottamaan tilaa sekd muotoa koskevaa tietoa seka
kaksi- ettd kolmiulotteisissa tilanteissa, harjaantuu muotoilemaan, perus-
telemaan ja kiyttdmaddn geometrista tietoa kisittelevid lauseita, ratkaisee
geometrisia ongelmia kdyttden hyviksi kuvioiden ja kappaleiden ominaisuuk-
sia, yhdenmuotoisuutta, Pythagoraan lausetta seki suora- ja vinokulmaisen

kolmion trigonometriaa. [20]

Opiskelijan oletetaan siis ymmartavan funktion kisitteen ennen analyyt-
tisen geometrian kurssille osallistumistaan, sekd hallitsevan hyvin yhtélon
ratkaisemisen periaatteet. Analyyttisen geometrian kurssin tavoitteena on,

ettad opiskelija

e ymmartidd kuinka analyyttinen geometria luo yhteyksid geometristen
ja algebrallisten késitteiden vilille

e ymmaértid pistejoukon yhtilon késitteen ja oppii tutkimaan yhtiléiden
avulla pisteitd, suoria, ympyroitd ja paraabeleja

e syventdd itseisarvokisitteen ymmartamystadn ja oppii ratkaisemaan
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sellaisia itseisarvoyhtalGita ja vastaavia epayhtiloité, jotka ovat tyyp-

pid |f(z)| = a tal [f(x)] = |g(x)]

e vahvistaa yhtaloryhmén ratkaisemisen taitojaan.

Keskeisié sisiltoja ovat

pistejoukon yhtalo

e suoran, ympyran ja paraabelin yhtalot

itseisarvoyhtdlon ja epayhtilon ratkaiseminen

yhtéléryhmén ratkaiseminen

pisteen etdisyys suorasta. [20]






2 GeoGebra

2.1 Johdatus GeoGebraan

GeoGebra on ilmainen opetuskiyttoon tarkoitettu dynaaminen matematiik-
kaohjelmisto, jossa on yhdistetty geometriaan algebraa, funktio-oppia seké

differentiaali- ja integraalilaskentaa.

2000-luvun alussa GeoGebra-hanke 1ahti liikkeelle itdvaltalaisen opiskeli-
jan Markus Hohenwarterin opinnéytetyostd. Hanke jatkui opetusministerion
myontdman apurahan turvin viitoskirjaan asti. Vuonna 2006 avoin ohjel-
mointiympéristd salli muiden samanhenkisten tulla mukaan kehitystyohon,
ja ndin kehitysty6 laajeni nopeasti ympéri maailman.[29] Kansainvélinen
GeoGebra-instituutti (IGI) toimii epdkaupallisena jarjestoné, jossa opettajat
ja tutkijat maailmanlaajuisesti toimivat yhdessd matematiikan oppimisen
ja opettamisen tukemiseksi GeoGebra-ohjelmistolla. Tavoitteena on ke-
hittdd ilmaisia GeoGebra-oppimateriaaleja, tarjota koulutusta opettajille
ja opettaja-opiskelijoille, kehittdd GeoGebra-ohjelmistoa edelleen ja tehd&

GeoGebra-ohjelmiston kiyttoon liittyvad tutkimustyota monella taholla.

Useisiin maihin on perustettu GeoGebra-instituutteja osaksi koulu- ja
korkeakoulujérjestelméa. (GeoGebra on siis yhteison tukema ohjelmisto,
joka jatkaa kehittymistdan.[I8] My6s Suomi on ollut mukana kehitystyossa
jo vuodesta 2006 alkaen. Vuonna 2010 suomeen perustettiin GeoGebra-
instituutti joka toimii suomalaisen GeoGebra-verkoston puitteissa. Se tekee
yvhteistyotd opetushallituksen ja matemaattisten aineiden opettajien liiton
kanssa. Suomen GeoGebra-instituutin péitavoiteena on kiddntdd suomen
kielelle GeoGebra-ohjelmaa sekd GeoGebraan liittyvid verkkosivuja ja
kiyttoohjeita. Tavoitteena on myos lisitd GeoGebra-ohjelman kiyttoa suo-

malaisissa kouluissa [28].

Suomen GeoGebra-instituutti on myds yhteistyossd matemaattisten ai-

neiden opettajien liiton, MAOL:n, e-kerhon kanssa jirjestanyt mm. verkko-
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kurssin, jolla on perehdytetty suomalaisten lukioiden ja yldkoulujen mate-
matiikan aineenopettajia GeoGebran peruskiyttoon. Kurssimateriaalina oli
Hohenwaterien suomeksi kddnnetty kirja Johdanto GeoGebraan [I0], jossa
harjoitellaan mm. GeoGebran perustyovilineiden kiyttod, kuvien lisddmista
ja tiedostojen tallentamista. Kirja on saatavissa osoitteesta http://geogebra.
fi /artikkelit /JohdantoGeoGebraan.pdf], ja kurssin materiaaleihin voi tutus-
tua osoitteessa http://avoinmedia.net/maolmoodle/course/view.php?id=28.
Kurssille osallistuneet opettajat pitivit kurssia erittdin hyodyllisené ja monet
myos jatkoivat koulutusta omissa kouluissaan. [15]

Vastaavalla kurssilla on saatu innostumaan myo6s alakoulun opettajia:
Aluksi useilla opettajilla oli kielteinen asenne GeoGebra-verkkokurssiin,
miki voi johtua aikaisemmista hankaluuksista ohjelman kiytossd. Kuitenkin
tehokkaan ohjaamisen avulla ldhes kaikki opettajat olivat lopuksi sitd mielta,
etté GeoGebra on mielekéis opetusviline, ja jopa 80% aikoo jatkaa sen kayt-
tod. [4] Opettajien koulutuksessa tulee ottaa huomioon, ettd opettajat eivét
usein itse ole oppineet matematiikkaa teknologian avulla. Kun opettajille
annetaan mahdollisuus kokeilla teknologian avulla opiskelemista — mihin
heilld ei vilttaméatté ole ollut tilaisuutta opiskelijoina — he voivat ymmaéartai

dynaamisen oppimisympériston arvon my6s oppilaidensa kannalta [26].

GeoGebra-ohjelma sopii erinomaisesti kouluopetukseen, silld ohjelma
on tdysin ilmainen ja sitd on mahdollista kiyttdd asentamatta ohjelmaa
tietokoneelle. Oppilaiden on samasta syystd helppoa kiyttdd ohjelmaa
myoOs kotitietokoneella. GeoGebran voi kuka tahansa ladata osoitteesta
http: //www.geogebra.org/cms/fi/download (suomenkielinen sivu). Mikéli
verkkoyhteyttd ei ole aina kiytettadvissd, voi (GeoGebra-ohjelman ladata
my6s Portable-versiona verkosta esimerkiksi muistitikulle. Portable-version
kdytto mahdollistaa GeoGebran kidyton ilman verkkoyhteytté, ja asentamat-
ta mitadn kaytettdville tietokoneelle. Portable-version voi ladata osoitteesta

http: / /www.geogebra.org/cms/fi/portable.

Suomalaisissa kouluissa opetusmateriaalin on oltava suomen- tai ruot-

sinkielistd. Myoskin opetuskiytossa olevissa tietokoneohjelmissa on suomen-


http://geogebra.fi/artikkelit/JohdantoGeoGebraan.pdf
http://geogebra.fi/artikkelit/JohdantoGeoGebraan.pdf
http://avoinmedia.net/maolmoodle/course/view.php?id=28
http://www.geogebra.org/cms/fi/download
http://www.geogebra.org/cms/fi/portable

tai ruotsinkielisyys suuri etu. Matemaattisten késitteiden hallinta on usein
kyllin hankalaa jo omalla didinkielelld, saati sitten jos samat kasitteet pitiisi
hallita peruskoulu- tai lukiotasolla my6s englanniksi. GeoGebra-ohjelmaa
voi kayttad 43:lla eri kielelld ja kieltd voi helposti vaihtaa milloin tahansa
ohjelman kiyton aikana. Tésté voi olla hydtyd monikulttuurisessa opetusti-

lanteessa.

Erilaisia opetusmenetelmii ja opetusvilineitd tutkitaan aktiivisesti, ta-
voitteena opetuksen jatkuva kehitys ja oppimistulosten paraneminen. Myés
GeoGebran kiyttod opetuksen apuvilineeni on laajasti tutkittu. Tutkimus-
menetelmédnéd on usein vertaileva tutkimus perinteisten opetusmenetelmien
ja GeoGebra-avusteisen opetuksen vélilld. Yleensd tutkimuksessa on kaksi
eri ryhméé; toiselle ryhmaille opetetaan sama asia perinteisin menetelmin
ja toiselle ryhmaélle GeoGebra-avusteisesti. GeoGebra-avusteinen opetus
voidaan toteuttaa joko opettajajohtoisesti niin, ettd opettaja opettaa uu-
den teorian dynaamisen GeoGebra-mallin avulla, tai niin, ettd oppilaat
saavat opiskella asian esimerkiksi tietokoneluokassa hyvin GeoGebra-
opetusmateriaalin avulla. Oppimista vertaillaan esitietotestilld, jonka avulla
selvitetddn ovatko opiskelijaryhmén olennaisesti eri tasoilla ennen tut-
kittavan asian opetusta, sekd yhdelld tai useammalla testilld opetuksen
jéilkeen. Useissa tutkimuksissa tultu siihen tulokseen, ettd GeoGebran kiytto
opetuksessa parantaa oppimistuloksia perinteiseen opetukseen verrattuna.
1, 31 [ 6], 18, 12] 23], 24], 25| [31]

GeoGebran hy6tynai ei ole se, ettd se itsessdin tekisi opetuksesta jotenkin
erilaista, vaan ldhinnd tuo opetukseen erilaisia tasoja[25] ja auttaa ndin myos
paremmin kiinnittdméaan oppilaan huomion opetettavaan aiheeseen.|24] Da-
len oppimiskartioteorian mukaan ihminen muistaa vain 10% siita mité lukee,
20% siitd mitd kuulee, ja niin edelleen. Mitd useammalla eri tasolla opetet-
tavaa asiaa esitetddn, ja mitd useammalla tasolla oppilas on itse mukana
prosessissa, sitd parempia oppimistulokset ovat. Analyyttisen geometrian
kurssin tavoitteena on, ettd oppilas ymmartad geometristen ja algebrallisten

kisitteiden vélisen yhteyden |20], joten erityisesti analyyttisessa geometrias-
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sa GeoGebran kaltaisen ohjelmiston kiyttd on perusteltua. Pelkkd kuvien
ja kuvioiden néyttdminen ei ole riittdvad, kun tarkoituksena on kannustaa
oppilaita visualisoimaan ja kiyttdméin erilaisia esitystapoja matemaattises-
sa mallintamisessa.|7] Erityisesti sellaisten oppilaiden, joiden avaruudellinen
hahmotuskyky on keskiméaériistd heikompi, GeoGebra-avusteinen opetus

tuottaa selvisti parempia oppimistuloksia kuin perinteinen opetus. [23]

Nykyinen opiskelijasukupolvi, joka on varttunut kehittyvin teknologian
parissa, haluaa oppia asioita nikemall4 ja kokeilemalla. Jos kiytossi on hyvi
oppimateriaali, oppilas pystyy oman tekemisen kautta oppimaan asioita
itse, ja opettajan tyoksi jdd olla asiantuntevana ohjaajana tarpeen mu-
kaan. Taméntyyppiseen oppimiseen GeoGebra on hyva tyokalu, erityisesti
analyyttisessa geometriassa, jossa visuaalisuus on olennainen seikka.[12] Pe-
rinteisilla menetelmilld kuvioiden, kappaleiden ja kuvaajien piirtdminen vie
luokkaopetuksessa paljon aikaa, mutta GeoGebraa kiytettiessid oppilaalle

jaa enemman aikaa kokonaisuuksien hahmottamiseen.

Teknologisten sovellusten kiytté tuo opetukseen myos haasteensa. Oppi-
lailla on taipumusta luottaa teknologiaan, kun heidén pitéiisi tulkita erilaisia
matemaattisia esityksid, miké voi haitata matemaattista kehitysta.[7] Dynaa-
misten geometria-ohjelmistojen kiyttd voi haitata myos matemaattisen to-
distamisen kisitteen ymmartamisti. Koska oppilailla on taipumusta kiyttaad
ennemmin kokeellisia tuloksia kuin deduktiivista padttelyd matemaattisten
viitteiden osoittamiseen, voi olla, ettd dynaaminen oppimisympéristo ei edis-
td ollenkaan vaan pikemminkin haittaa matemaattisen todistamisen arvos-
tusta. Pelkdstddn perinteisten staattisten kuvien vaihtaminen dynaamiseen
muotoon GeoGebran avulla ei helpota oikeiden késitteiden muodostumista.
Teknologiaa tulisi kiyttdd yhdessd geometrisen konstruktioprosessin ja vait-
teen todeksi osoittamisen kanssa ja ndin johdattaa formaalin matemaatti-
seen todistamiseen. [2] GeoGebran monipuolisista ominaisuuksista saa par-
haan hyodyn, jos opettajalla on syva ja kokonaisvaltainen opetettavan asian
tuntemus [26].

Opettajan kannalta GeoGebran kiytostd on hyotyd myos erinomaisena,
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matemaattisten kuvien laatimisohjelmistona. Kokeisiin ja harjoitustehtava-
monisteisiin voi laatia kuvat GeoGebra-ohjelmalla ja liittd4 ne sitten esi-
merkiksi word-tiedostoon. Liittdminen onnistuu valitsemalla GeoGebrassa
Muokkaa -> Kopioi piirtoalue leikepoyddlle (Ctrl+Shift+C), ja kohdeohjel-
massa Liitd (Ctrl+v) ilman, ettd kuvia tarvitse edikseen tallentaa tietoko-
neen muistiin. Pienempien testien laatiminen onnistuu suoraan GeoGebralla,
tiedostomuodoksi voi valita esimerkiksi kiytannollisen pdfin.

Téahan tyohon on kaikki kuvat laadittu GeoGebra-ohjelmalla. Ainoastaan
kuvassa [1| oleva kuvaruutukaappaus on pitdnyt ensin tallentaa toisella ohjel-

malla ennen jilkikisittelyd GeoGebralla.
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2.2 GeoGebra-ohjelman kiyton aloittaminen

GeoGebra-ohjelman kiyttoon on laadittu paljon oppaita joissa esitel-
ladn selkedsti kaikki GeoGebran ominaisuudet, tyovilineet, valikot ja
erikoistoiminnot. Tamén tyon tarkoituksena on tutkia ja esitelld ohjelman
kiyttoa analyyttisen geometrian opetuksessa, joten GeoGebra-ohjelman
ominaisuuksia esitelliin ainoastaan tarvittavin osin. Kiinnostuneil-
le suosittelen tutustumista hyvddn suomeksi kddnnettyyn GeoGebra-
oppaaseen Virallinen kdsikirja 3.2 joka on saatavissa pdf-muodossa
osoitteesta www.http://www.geogebra.org/help/docufi.pdf. Aakkostetun
sisdllysluettelon avulla tiedon etsiminen on helppoa ja nopeaa. Ly-
hyempi suomenkielinen GeoGebra-ohje 16ytyy pdf-muodossa osoitteesta
http: / /www.geogebra.org/help/geogebraquickstart fi.pdf. Mainitut oppaat
on Kkirjoitettu versiolle 3.2, joten valitettavasti kaikkia GeoGebra 4.0 toimin-

toja ei oppaissa ole. Peruskiyton opetteluun ne soveltuvat kuitenkin hyvin.

Kuvassa [I] on ndkymé GeoGebra-ikkunasta. GeoGebrassa piirtdmiseen
tarkoitetut tyovalineet ovat tyovalinepalkiksi kutsutussa tyovalinelaatikoiden
kokoelmassa GeoGebra-ikkunan yldreunassa. Jokainen tyovilinepalkin ikoni
edustaa tyovdlinelaatikkoa, jonka alareunassa olevaa pientd kolmiota klik-
kaamalla saa auki alasvetovalikon josta 16ytyvét kaikki laatikon tyovéilineet.
Tyovalinepalkkiin jaa nakyviin kussakin tyovélinelaatikossa viimeksi kiytos-
sd olleen tyovilineen kuva, jota klikkaamalla sama tyovéiline on helppo ottaa

uudestaan kiyttoon tyovalinelaatikkoa avaamatta.

Kun jokin tyoviline on valittuna, neuvoo GeoGebra automaattisesti
tyovalinepalkin oikealla puolella olevassa ruudussa tyovilineen oikeaan kayt-
toon. Esimerkiksi Suora kahden pisteen kautta -tyovilineen ohje neuvoo:
"Valitse kaksi pistettd”. Talloin on piirtoalueella oltava joko kaksi pistettd
joita vuoron perddn klikkaamalla ohjelma piirtdd nédiden kautta suoran
tai jos piirtoaluetta klikkaa kahdessa mielivaltaisessa kohdassa, GeoGebra
piirtdd sekd pisteet ettd niiden kautta kulkevan suoran. Jos tyovilineen

lyhyt kiyttdohje ei ohjeista tarpeeksi hyvin, pddsee ohjetta klikkaamalla
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Kuva 1: GeoGebra-ikkuna.

online-ohjeeseen jossa on yksityiskohtaisemmat neuvot tyovilineen kayttoon.
Valitettavasti online-ohjeet ovat télld hetkelld saatavina ainoastaan englan-

nin kielell&.

Piirretyn objektin voi piilottaa klikkaamalla algebraikkunassa, joksi siis
kutsutaan piirtoalueen vasemmalla puolella olevaa ruutua, objektin edessi
olevan vaaleansinisen ympyran valkoiseksi. Toinen vaihtoehto on klikata ob-
jektia hiiren oikealla painikkeella ja poistaa avautuvasta valikosta valinta
Ndyta objekti. Objektia voi muokata tai sen voi poistaa valikosta, jonka saa
auki joko klikkaamalla hiiren oikeaa painiketta objektin paalla tai kaksoisklik-
kaamalla objektia piirto- tai algebraikkunassa. Objektin poistaminen onnis-
tuu myos klikkaamalla poistettavaa objektia hiirelld, ja painamalla tietoko-
neen nappiaimistolla Delete-ndppéintd. Valikon alimmaisena on Ominaisuu-
det, josta saa avattua Ominaisuudet-ikkunan jossa voi muokata objektin omi-
naisuuksia. Muokattavat ominaisuudet riippuvat siitd minkélainen objekti on
kyseessd. Ominaisuudet-ikkunan vasemmassa reunassa on lista kaikista do-
kumentin objekteista, joten usean objektin muokkaaminen ja ominaisuuksien
selaaminen on helppoa. Esimerkiksi jos dokumentissa on useita eri kulmia,

voidaan Ominaisuudet-ikkunassa valita kaikki kulmat kerralla klikkaamal-
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la vasemmassa reunassa olevasta listasta sanaa Kulma. Jos on tirkead, etta
kahdesta mahdollisesta kulmasta valitaan aina pienempi, poistamalla valin-
ta Salli kupera kulma Perusominaisuudet-vililehdelld, niin saadaan kyseinen

ominaisuus muokattua kaikille kulmille yhtdaikaisesti.

2.2.1 Matemaattiset kaavat GeoGebra-ohjelmassa

Matemaattisia kaavoja voidaan lisdtd piirto-alueelle kdyttidméalla  Lisdd
teksti -tyovilinettd. Kaavat ladotaan KTgX-kielelld, jonka kiyton aloit-
taminen vaatii sen kidyttoon aiemmin perehtymittomalta kiyttajalta
hieman opettelemista. Tekstin lisdys -ruudussa on hyvin kattava valikoima
valmiita KTEX-kaavoja ja -symboleja, jotka saa helposti valittua alasveto-
valikosta klikkaamalla. Esimerkiksi luvun /5 saa kirjoitettua kun valitaan
LaTeX-kaava -valikosta Juuret ja murtoluvut ja edelleen +/z, ja sitten
Muokkaa-ruudussa korvataan kirjain x kaavasta \sqrt{x} numerolla 5. Kun
[ATEX-kaava -ruudussa on rasti, niin tekstinsy6ttoruudun alapuolella olevas-
sa estkatselu-ruudussa voi seurata virheettomien XTEX-kaavojen kirjoitusta

sellaisessa muodossa, jossa ne tulevat olemaan valmiissa tekstissé.

ITEX-kielestd enemmén kiinnostuneille suosittelen tutustumista suo-
menkieliseen oppaaseen: Pitkidnpuoleinen johdanto ETEX2e:n kiyttoon
[19]. Verkosta 16ytyy myos loistava englanninkielinen KTEX-opas, josta on
helppoa 16oytaa vinkkeja vaikkapa yksittdisten komentojen kayttoon. Verkko-
opas, joka on tarvittaessa saatavina myos pdf-muodossa, 16ytyy osoitteesta
http://en.wikibooks.org/wiki/LaTeX [27].

Objektit-alasvetovalikosta voi kaavoihin lisdtd olemassa olevia objekteja.
Dynaamisen objektin erottaa muusta tekstistd siitd, ettd sen ympérilld on
siniset "kehykset”. Klikkaamalla hiiren oikeanpuoleista painiketta kehyksen
paalla voi valita haluaako nakyviin objektin arvon vai mddaritelman. Esi-
merkiksi jos objektina on piste A = (1,2), voi valita, nikyyko tekstissd
tai kaavassa pisteen koordinaatit (1,2) vai pisteen nimi A. Objekteja voi

lisatd kaavoihin mydGs kirjoittamalla objektin nimen syottokenttdan. Téal-
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16in ns. tavallinen teksti on erotettava dynaamisesta tekstista lainausmerkein.

Joskus on tarpeen kiyttdd kaavassa tai tekstissd koko objektin si-
jaan jotain tiettyd objektin osaa, esimerkiksi pisteen A sijaan vain sen
zr-koordinaattia. Té&lloin ei objektin lisdédminen listasta onnistu, vaan
on kirjoitettava x(A), tai esimerkiksi laskettaessa pisteiden A ja B z-
koordinaattien erotusta (x(A) — z(B)). Mikili laskutoimituksen haluaa
ndkyviin, on vihennysmerkki on erotettava dynaamisesta tekstistd lai-
nausmerkein. Laskun vastauksineen voi siis kirjoittaa nékyviin komennolla
x(A)-" x(B) "=" (x(A)-x(B)). Huom! Dynaamiset laskut kirjoitetaan sul-

kuihin.

Dynaamista tekstia, esimerkiksi tiettyjd kaavan osia, voi myos halutes-
saan korostaa eri vérein. Esimerkiksi, jos piste A = (1,2) on GeoGebra-
mallissa punainen, voi KITEX-kaavassa myds kirjoittaa punaisella pisteen
nimen ja koordinaatit. Niin geometriset ja algebralliset késitteet saadaan
my0Os visuaalisesti yhdistettyd. Vérin lisddmiseen on olemassa komento
\textcolor{Color}{text}. Haluttu viri syStetddn sanan ’Color’ paikal-
le, ja vérilliseksi haluttu teksti jalkimmaisiin kaarisulkeisiin. Esimerkiksi
lauseessa "Piste\; \textcolor{Red}{A="A"}" on sana piste oletusvarilla,

ja teksti A = (1,2) punaisella.

Monet ovat tottuneet kayttdmaidn hiirelld tuttua kolmen toiminnon
— maalaa, kopioi/leikkaa, liitd — sarjaa. Valitettavasti tdméd ei toimi
GeoGebraan kaavoja kirjoitettaessa, mutta néppainyhdistelmillda Ctrl+x

(leikkaa), Ctrl4-c (kopioi) ja Ctrl+v (liitd) ndmékin toiminnot onnistuvat.

Téassé tyosséd on selvyyden vuoksi kirjoitettu ETEX-kielelld kirjoitettavat
komennot kirjoituskonekirjasimella, ja GeoGebraan liittyvét toiminnot
wvinolla kirjasimella. GeoGebran komennot, esimerkiksi sydttokenttidn tai nd-

kyvyysehtoihin kirjoitettavat komennot, on kirjoitettu lihavoidulla fontilla.
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3 Analyyttista geometriaa GeoGebralla

3.1 Suorakulmainen koordinaatisto

Tason suorakulmaisessa koordinaatistossa vaakasuora z-akseli ja sitd vastaan
kohtisuorassa oleva y-akseli jakavat tason neljdin osaan. Koordinaattiakse-
lien leikkauskohtaa kutsutaan origoksi. Jos tason koordinaatistoon lisdtaan
vield sekd z- ettd y-akselia kohtisuorassa oleva, origon kautta kulkeva z-

akseli saadaan kolmiulotteinen avaruuskoordinaatisto.

GeoGebra-ohjelmassa on automaattisesti koordinaatisto néakyvissi
heti ohjelman kiynnistyttyd. Koordinaatistoon voidaan lisdtd helposti
my6s koordinaattiruudusto valitsemalla Ndytda-valikosta vaihtoehto Koor-
dinaattiruudusto. Samassa valikossa onnistuu myos koko koordinaatiston
piilottaminen, mikéli tarpeen. Koordinaatiston ominaisuuksia voidaan muo-
kata valikossa Vaihtoehdot -> Asetukset -> Piirtoalue. Voi olla tarpeen
esimerkiksi asettaa nidkyviin koordinaattiakselien nimet ja mahdolliset yksi-
kot.

Oletuskoordinaatistona on karteesinen eli suorakulmainen koordinaatisto,
mutta vaihtoehtoisesti voi valita isometrisen koordinaatiston tai napakoordi-
naatiston. Tassé tyossa kisitellddn ainoastaan suorakulmaista, eli karteesista

koordinaatistoa.

3.1.1 Piste

Maaritelma 3.1. Piste on geometriassa yksinkertaisin objekti, jolla on si-
jainti mutta ei pituutta, pinta-alaa, tilavuutta tai muutakaan mitattavaa
ominaisuutta. Koordinaatistossa minkd tahansa pisteen sijainti voidaan yk-
sikésitteisesti madrittdd. Tason suorakulmaisessa koordinaatistossa pisteen
etdisyyttd y-akselista kutsutaan z-koordinaatiksi, ja etdisyyttd x-akselista

y-koordinaatiksi. Nimé koordinaatit méérittelevit pisteen (x,y).

GeoGebra-ohjelmassa on automaattisesti koordinaatisto nikyvissid heti

ohjelman kiynnistyttya. Pisteiden piirtdmisen helpottamiseksi voidaan koor-
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2] A=02)

Kuva 2: Piste A=(1,2) koordinaatistossa.

dinaatistoon lisdtd helposti my6s koordinaattiruudusto valitsemalla Ndytd-
valikosta vaihtoehto Koordinaattiruudusto. Samassa valikossa onnistuu myos
koko koordinaatiston piilottaminen, mikéili tarpeen.

Mielivaltaisen pisteen voi piirtdé piirtoalueelle valitsemalla tyovélinepal-
kin toisesta tyovilinelaatikosta tyovilineen Uust piste. Hiiren ollessa piirto-
alueella, voidaan pisteen paikkaa havainnollistaa jos piirtoalueen asetuksista
(Vaihtoehdot -> Asetukset -> Piirtoalue) valitaan "Naytd kohdistin koor-
dinaatit”. Talloin hiiren osoittimen vieressi nikyy osoittimen koordinaatit
muodossa (x,y). Piirtoaluetta klikkaamalla pisteen saa piirrettyd haluamaan-
sa paikkaan koordinaatistossa. Toinen vaihtoehto piirtad piste on kirjoittaa
pisteen koordinaatit Sydttokenttidn, esim (1,2). GeoGebra nimedé pisteet
automaattisesti isoilla kirjaimilla aakkosjéirjestyksesséd. Kuvassa [2] piste (1, 2)

on niin ollen nimetty kirjaimella A.

Harjoitustehtédvi 1. Piirrd koordinaatistoon pisteet A = (4,2), B = (3,3),
C=(23),D=(,2),FE=(1,1), F=(2,-1), G=(4,-3), H=(6,—1),
I=(7,1),J=(7,2), K=(6,3) ja L= (5,3). Yhdistd pisteet jirjestyksessd.
Mikd kuvio syntyy?

3.1.2 Kahden pisteen vilinen etiisyys

Maiédritelmé 3.2. Olkoon tasossa pisteet A = (z4,y4) ja B = (v5,yp). Pyt-

hagoraan lauseesta seuraa, ettd pisteiden A ja B vilinen etdisyys d saadaan
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laskemalla

d=/(rp —24)2+ (ys — ya)>

GeoGebra-ohjelmalla kahden pisteen etéisyytta tasossa on helppo havain-
nollistaa piirtdméalla kaksi pistettd, esim. pisteet A ja B, seka kiyttamalla té-
mén jilkeen Etdisyys tai pituus -tyovilinettd. Klikkaamalla pisteitd vuoron
perddn ohjelma luo piirtoalueelle objektin, joka ilmoittaa pisteiden vélisen
etiisyyden muodossa AB. Tiamin jilkeen pisteitd voi siirtii vapaasti piirto-
alueella, jolloin myos etdisyys muuttuu. Etdisyytta ilmoittavan objektin voi
siirtdd mihin tahansa kohtaan piirtoalueella klikkaamalla sitd hiiren oikeal-
la painikkeella ja valitsemalla Todellinen paikka ndytélld. Muuten pisteita
siirrettiessa tekstiobjekti liikkkuu mukana. Pisteiden vilimatkaa voi myos ha-
vainnollistaa yhdistdmaélla pisteet janalla kidyttden Kahden pisteen vdilinen
jana -tyovilinetta.

Piirtoalueelle voi luoda nakyviin XTEX-kaavan Lisdd teksti -tyovalineella.
Kaavaan saa sisallytettya pisteiden koordinaattien arvot dynaamisina objek-
teina, ja onkin hyodyllista kirjoittaa sellainen kaava missé lahdetdan liikkeelle
yleisestd kaavasta ja lisitdan vilivaiheissa objektien — téssd tapauksessa pis-
teen koordinaattien — arvoja ennen lopullista vastausta. Muokkaa-ruutuun

kirjoitetaan kaava ETEX-muodossa seuraavasti:

"\begin{eqnarray}

d&=& \sqrt{(x_B-x_A)~2+(y_B-y_A)~2} \\

&=&\sqrt{(" x(B) "-(" x(A) "))~2+(" y(B) "-(" y(A) "))~2} \\
&=&\sqrt{("(x(B) - x(A)) ")~2 + (" (y(B) - y(A)) ")~2} \\
&=4\sqrt{ "((x(B) - x(A))"2+(y(B) - y(A))~2)"} \\

&= " etdisyysAB "

\end{eqgnarrayl}"

Pitkat, useita vélivaiheita sisdltavit kaavat, kuten téssi, on selkeinté esit-
tad kdyttden ITEX:in egnarray-ympéristéd. Komento \begin{egnarray’
aloittaa taulukon, jossa on kolme saraketta: yhtélon vasen puoli, '="-merkki
ja yhtélon oikea puoli. Sarakkeet erotetaan &-merkilld, ja merkki \\ tarkoit-

taa rivinvaihtoa. Komento \end{eqnarray} taas padttdd taulukon.
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Teksti on erotettava dynaamisista objekteista (etdisyysAB, x(A) ja x(B))
lainausmerkein. Tassé koordinaattien z(A) ja y(A) ympérille on myos lisitty
sulut, jotta koordinaattien saadessa negatiivisia arvoja viltetiin (2 — —3)2-

tyyppiset merkinnét.

Lisdd teksti -tyovélineelld voi lisdtd piirtoalueelle useita aiheeseen liit-
tyvid selventavid tekstejd. Opetuskiyttoon laadittaviin malleihin kannat-
taa osa laskuista asettaa niin, etteivit ne ole heti niakyvissd, vaan otetta-
vissa esille vasta, kun opiskelija on ensin saanut mahdollisuuden miettid
tilannetta itse. Tadhdn tarkoitukseen soveltuu erinomaisesti tyovéline Luo
nédytd/piilota-valintarvutu. Klikataan haluttua sijaintia piirtoalueella, kirjoi-
tetaan Teksti-ruutuun piirtoalueella ndkyviin haluttava teksti, tissi esimer-
kissd Lasku nakyviin, ja valitaan sitten alasvetovalikosta objekti tai objek-

tit joka halutaan nayttda/piilottaa.

Nédin on saatu valmiiksi dynaaminen GeoGebra-tiedosto, jossa kahden
pisteen etdisyytta voi tutkia siirtdmalld pisteitd A ja B mielivaltaisesti koor-

dinaatistossa. Kuvassa [3l on malli valmiista GeoGebra-tiedostosta.

Piste A= (x4, ¥4) = (5, 1)
5] Piste B = (x,, y,) = (1, 4)

Pisteiden A ja B vilinen etdisyys d:

= V(@2—21)2+ (y2 — 11)?
V(1= (5))2+ (4—(1))?
V(=4)? + (3)?

I

0 W Lasku nakyviin
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12

Kuva 3: Kahden pisteen vilinen etiisyys.

Harjoitustehtdva 2. Laske pisteiden (5,1) ja (1,4) vdlinen etdisyys.
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3.1.3 Janan keskipiste koordinaatistossa

Maéaritelma 3.3. (Janan keskipiste) Pisteiden A = (x4,y4) ja B = (5, yp)
vilisen janan keskipiste C' = (z¢, yc) jakaa janan AB kahteen yhti pitkiin
osaan.

Yhdenmuotoisten kolmioiden avulla voidaan osoittaa, ettd janan keski-

pisteen C' koordinaatit ovat sen péditepisteiden koordinaattien keskiarvot, eli

C = (wo,y0) — <$A+IL“B yA+yB> ‘

2 72

Piirretdsin GeoGebralla jana AB Kahden pisteen véilinen jana -
tyovilineelld. Tamén jilkeen piirretidn janan AB keskipiste C' valitsemalla
tyoviline Keskipiste, ja klikkaamalla tdmén jilkeen pisteitd A ja B. Pistees-
td C' tulee padtepisteistd A ja B riippuva objekti, eli jos pisteiden A tai B
koordinaatteja muutetaan, niin myds pisteen C' koordinaatit muuttuvat.

Suorakulmaisen apukolmion ADC' piirtdmiseksi tarvitaan ensin pisteen
A kautta kulkeva y-akselin normaali seké pisteen C' kautta kulkeva z-akselin
normaali. Nam4& saa piirrettya tyovalineella Normaali klikkaamalla ensin pis-
tettd jonka kautta normaali piirretdén ja tdméan jélkeen koordinaattiakselia
jonka normaali halutaan. Toinen vaihtoehto olisi kayttaa Yhdensuuntainen-
tyovalinettd painvastaisille akseleille.

Apupisteen D saa nyt piirrettyd kiyttden tyovilinettd Kahden objektin
letkkauspiste klikkaamalla juuri piirrettyjen normaalien leikkauspistetta. Ta-
mén jdlkeen molemmat normaalit kannattaa piilottaa kuvan sekavuuden valt-
tamiseksi klikkaamalla hiiren oikeaa painiketta normaalin kohdalla ja poista-
malla valinta Ndytd objekti. Apukolmion ADC' saa nyt piirrettya tyovéilineel-
14 Monikulmio klikkaamalla karkipisteitd jarjestyksessd A,C,D,A. Vastaavalla
tavalla piirretdsin myos apukolmiot CEB ja AF B. Muokataan vield kolmioi-
den dariviivat katkoviivaksi, jotta ne selkeimmin erottuvat varsinaisesta ob-
jektista. Tamé& onnistuu Ominaisuudet-ikkunan Objektin tyyli -vélilehdell4.

Jotta olisi selkedmpidd, ettd kolmiot ADC, C'EB ja AFB todellakin
ovat suorakulmaisia, piirretddn Kulma-tydvilineelld nékyviin suorat kulmat
£LADC, £CEB ja £AF B klikkaamalla pisteitd C, D, A; B,E,C ja B, F, A

tassa jarjestyksessi. GeoGebra muuttaa automaattisesti kaarevan kulmamer-
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kinnén nelioksi kun kyseessé on suora kulma. Ominaisuudet-ikkunassa pois-
tetaan valinta kohdasta Salli kupera kulma, jotta janaa kddnnellessd kulma
saa arvon 90° eikd 270°. Tekstit 90° kannattaa piilottaa sekavuuden véaltté-
miseksi klikkaamalla algebraikkunassa hiiren oikeaa painiketta tekstien 90°

padlld ja poistamalla valinta Ndytd nim:.

Kolmioiden yhdenmuotoisuus- ja yhtenevyyslauseet seki samankohtais-
ten kulmien yhtasuuruusehdot oletetaan tunnetuksi geometrian kurssilta, jo-
ten niihin ei puututa téssid enempéi. GeoGebrassa on hyddyllinen tyoviline
Kahden objektin vdlinen suhde, jonka avulla voidaan tarkistaa numeerises-
ti ovatko kuviot yhtenevit klikkaamalla perikkiin kolmiota ADC ja CEB.
Koska kolmiot ovat yhtenevit niin GeoGebra ilmoittaa "Kolmiot ovat sa-
mat”. Valitettavasti yhdenmuotoisia mutta epayhtenevid kolmioita GeoGebra

el tunnista.

Yhdenmuotoisuuden havainnollistamiseksi kannattaa apukolmioihin lisi-
td janojen pituudet. Jotta pituudet saadaan muodossa AC = 5 eiké pelkkini
lukuna 5, tdytyy kolmioiden sivut méiritelld ensin janoiksi Kahden pisteen
vdlinen jana -tyokalulla. Kuvion turhan sekavuuden vélttdmiseksi kannattaa
tekstit taas siirtdd esimerkiksi piirtoalueen reunaan ja luoda ndytd/piilota-
valintaruutu kuten edellisessid kappaleessa jolloin pituudet saadaan né-

kyviin vain tarvittaessa.

Tamaén jalkeen luodaan vield valintaruutu jolla saadaan apukolmiot pii-
lotettua. Lisda piilotettavien objektien listaan kaikki muut objektit, paitsi
pisteet A, B ja C seki jana[A, B]. Piilotettavien objektien listalle tulee siis
my6s Looginen arvo o, joka tarkoittaa tdssd GeoGebra-mallissa janojen pi-

tuuksien piilottamiseksi luotua ndytd/piilota-valintaruutua.

Pisteiden A, B ja C koordinaatit laskukaavoineen saadaan lisdttyd piir-
toalueelle Lisdd teksti -tyovilineelld. Laskukaavassa kannattaa lisidtd sulut
rp- ja yp-koordinaattien arvojen ympaérille jotta laskun ulkoasu pysyy asial-
lisena my6s silloin kun koordinaatin arvo on negatiivinen. Toinen vaihtoeh-
to olisi maarittda eri ndkyvyysehdoin kullekin tapaukselle eri tekstit. Kuten
edellisessé kappaleessa [3.1.2] todettiin, niin dynaamiset objektit tulee erottaa

muusta tekstistd lainausmerkein. Téssa yksi IXTEX-kaavamalli:
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"\begin{eqnarray}
A= &( x_A , y_A )=C"x(A)","y(A)") \\
B&= &( x_B , y_B )=("x(B)","y(B)") \\
C&= &( x_C , y_C )=(\frac{x_A+x_B}{2},\frac{y_A+y_B}{2})\\
&= &(\frac{"x(A)"+("x(B)") {2}, \frac{"y(A)"+("y(B)") {2}
=("x(C)","y(C)")
\end{eqgnarrayl}"

Kuvassa [4] ndhdaan valmis GeoGebra-malli, jolla voidaan havainnollistaa

janan keskipisteen ja péadtepisteiden vilistd yhteyttd koordinaatistossa.

6,

AB = 6.4
AC =3.2
5| CB =32 B
CE =2.
4| AD =2.
DF = 2.
3] EF =
BE =
D = (za,ya) = (1,1)
2 (zB,yB) = (6,5)
N _ TatxB Yyatys
; (10 !,l() - ( P ) 2 )
~ Nayta apukolmiot = (71 + <6) 1+6) (5>) = (3.5,3)
~ Nayta janojen pituudet 2 72 ’
o| ™ Nayta pisteiden koordinaatit
0 " 2 "3 "4 "5 "6 7 "8 "9 "0 11

Kuva 4: Janan AB keskipiste C.

3.1.4 Janan jakopisteet koordinaatistossa

Janan keskipisteen liséksi voidaan yhdenmuotoisten kolmioiden avulla maa-

rittdd myos minki tahansa janalla AB olevan pisteen C' koordinaatit.

Masritelms 3.4. (Jakopiste) Janan AB pituus on sama kuin kahden
pisteen, A ja B, etilisyys. Mielivaltainen piste C = (z¢,yc) janalla AB
jakaa janan kahteen osaan. T#lloin janojen AC ja C'B pituuksien suhde on
r = :g:—g‘. Jos piste C' on janan AB keskipiste, se jakaa janan AB kahteen
yhtd suureen osaan ja talléin r = 1.
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Pisteen C koordinaatit voidaan méaarittdd yhdenmuotoisten kolmioiden

avulla. Kéytetéiéin kuvassa [5| nakyvid merkintoja.

Nyt 4D _ zo—ra _ AC _ . THstd saadaan ratkaistua
IB—XC CB
Te—Ta _—
Tp—TC
To — g = TR —TIC
zo(l+7r) = reg+xa
o rrp+ra
xC. = —7"+1 .
Vastaavasti
y Ty + Ya
c =
r—+1
6| AB = 7.07 B R R N
AC = 424 | g2 AD . CD
CB =2.83 : CB CE BE
5 |
7-:‘4:0:%: 1.5 |
CB 2.83 |
4l Cc/ {E
s A = (zaya)=(1,1)
1 B = (ypxp) = (6,0)
C = (rc,y0)
2] _ <Ilu+11 ruu+u1)
o r+1 "’ /+1
i 1.5+ (6) + ( 6)+ (1
e L (200 150+ 1)
-- - 1541 15+1
v Nayta apukolmiot = (4,4)
™ Nayta pituudet N
0
0 I "2 "3 "4 "5 "6 7 ) "9 "0 KT

Kuva 5: Piste C jakaa janan AB suhteessa 7.

Kun r» = 1, on kyseessé janan keskipiste ja kaavat yksinkertaistuvat edel-
lisestd kappaleesta tuttuun muotoon

$B+$A.a :yB+yA
—2 Ja Yo —2 .

To =

Piirretiin GeoGebralla ensin mielivaltainen jana AB. Mielivaltaisen pis-
teen C janalle AB saa valitsemalla tydvilineen Piste objektilla ja klikkaa-
malla timin jilkeen janaa AB. Pistettd C voi timén jilkeen siirtis vapaasti
janalla AB. Havainnollistavat apukolmiot ja janojen pituudet lisitidin aivan
samalla tavalla kuin edellisessd kappaleessa [3.1.3| janan keskipisteen yhtey-

dessa.
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Kolmiot ADC' ja C'E B ovat yhdenmuotoiset ja niiden vastinsivujen suhde
r vakio. Kolmiot ovat yhtenevit ainoastaan silloin kun piste C' on janan AB
keskipiste.
ac
CB
Suhteen r todellisen arvon saa kirjoittamalla sydttokenttdidn

Lisatadn Lisdd teksti -tyovilineelld piirtoalueelle teksti r =
iD _ D

CE BE"®
etiisyysAC/etiisyysCB ja painamalla "enter”. Nyt piirtoalueelle ei ilmes-

ty mitddn, vaan algebraikkunaan syntyy uusi rigppumaton objekti g, joka on
nyt suhde r. IXTpX-kaavassa kiytetiin pituuksia AD ja CFE seki suhteen

arvoa g dynaamisina objekteina seuraavasti:

"\begin{eqnarray}
Ag=&(x_A,y_A)= ("x(A)","y(A)") \\
B&=&(y_B,x_B)= ("x(B)","x(B)") \\
C&=&( x_C , y_C ) \\
&=&\Big (\frac{r\,x_B+x_A}{r+1},\frac{r\,y_B+y_AH{r+1}\Big)\\
&=&\Big (\frac{"g"\cdot ("x(B)")+("x(A)") }{"g"+1} ,
\frac{"g"\cdot ("y(B)")+("y(A)") H"g"+1}\Big) \\
&=&("x(C)","y(C)")
\end{eqnarray}

Huomaa, etté tavallinen teksti on taas erotettava dynaamisista objekteis-
ta lainausmerkein. Koska koordinaattien arvot voivat olla myds negatiivisia,
on parasta laittaa sulkeet sellaisten koordinaattien arvojen ympérille joita
edeltdd jokin laskutoimitussymboli. Painoteknisistd syistd kaava pisteen
C koordinaattien méidrittdmiseen on jaettu kahdelle riville. GeoGebraan

kaavaa kirjoitettaessa tdmaé ei ole vilttamatonta.

Huom! Piste C voi sijaita myds janan AB jatkeella. Tilloin sen koordi-
naattien laskemiseen péitee sama laskukaava kuin janalla sijaitsevan pisteen
koordinaattien laskemiseen. Téassé laadittu GeoGebra-malli ei toimi jos piste
C sijaitsee janan jatkeella, mutta mallin voi helposti muokata tilanteeseen
sopivaksi kiyttamalld janan AB sijaan pisteiden A ja B kautta kulkevaa

suoraa. Suoran saa piirrettyd Suora kahden pisteen kautta -tyovilineella.
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Harjoitustehtiava 3. Kolmion ABC mediaanit leikkaavat toisensa kolmion
painopisteessia P = (x,y), jonka etdisyys on 2/3 mistd tahansa kolmion kdr-

jesta karjen vastakkaisen sivun keskipisteeseen. Mdadritd pisteen P koordinaa-

tZt: kun A = ($A7yA>7 B = (vayB) ja’ C= (‘I.vaC)' [14/

3.1.5 Suuntakulma ja kulmakerroin

Maéagritelmi 3.5 (Suuntakulma). Suoran suuntakulma on suoran ja a-

akselin positiivisen suunnan vilinen terivi tai suora kulma.

Suuntakulma on positiivinen z-akselin yldpuolella, ja negatiivinen z-
akselin alapuolella. Mikili suora on yhdensuuntainen z-akselin kanssa, niin

suuntakulma on 0°.

Merkitddn suuntakulmaa kreikkalaisella kirjaimella 6 (theeta). Suunta-
kulmalle 6 on voimassa ehto —90° < 6 < 90°. Radiaaneissa vastaavasti

- <0 <m.

Maégritelmi 3.6 (Kulmakerroin). Suoran kulmakerroin & on suoran suun-
takulman 6 tangentti, & = tan6, 6 # 90°. Pisteiden A = (za,ya) ja

B = (zp,yp) kautta kulkevan suoran kulmakerroin on
, kun xp # x4.

Pystysuoran, eli y-akselin suuntaisen suoran, kulmakerrointa ei ole maa-

ritelty.

GeoGebralla kahden pisteen vilinen suora a saadaan piirrettya Suora kah-
den pisteen kautta -tyovilineelld klikkaamalla piirtoaluetta halutuissa kah-
dessa pisteessd. Muodostuneita pisteitd A ja B liikuttamalla voidaan suoraa
liikuttaa vapaasti piirtoalueella. Oletetaan ensin, ettd z4 < xp. Suuntakul-
ma saadaan nikyviin Kulma-tyovilineelld klikkaamalla ensin suuntakulman
oikeaa kylked ja sitten vasenta. Toisena kylkenéd on nyt méaéritelmidn mukai-

sesti x-akseli ja toisena suora a. Koska suuntakulman 6 on méiaritelty saavan
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vain arvoja —90° < 6 < 90°, niin méaritellidn Kulma-objektille nayttimiseh-
to. Tama tapahtuu Ominaisuudet-ikkunassa, kun valitaan vélilehti Erikois-
ta ja Objektin ndyttdmisehto -ruutuun kirjoitetaan o < 90°. Erikoismerkit
saadaan valittua valikosta, joka aukeaa painamalla kirjoitusruudun oikeassa
reunassa olevaa [ o Fkuvaketta. Vastaavasti mééritellddn toinen mahdollinen
suuntakulma ( kiddntamalld suora ensin oikeaan asentoon.

Tapauksessa x4 > zp kulmat tdytyy méaritelld toisella tavalla, silla Geo-
Gebra pystyy miarittamian automaattisesti suoran ja x-akselin vélisen ku-
peran kulman vain yhdelld tavalla. Nyt tarvitaan kulman kérkipiste, eli z-
akselin ja suoran leikkauspiste. Sen saa méaritettyd Kahden objektin leik-
kauspiste -tyovalineelld. Lisdksi piirretdan Piste objektilla -tyovilineelld piste
D kulman oikealle kyljelle. Piste on piirrettava tarpeeksi kauas. Kulma -y
saadaan nyt maéairiteltyd tyovélineella Kulma: koko annetaan klikkaamalla
ensin pisteitd D ja C' téssé jirjestyksessd, ja sitten syottamalla automaatti-
sesti avautuvaan ikkunaan 180° — «. Piirtoalueelle ilmestyy nyt my0s piste
D’ jota tarvitaan viimeisen kulman méérittelyyn. Kaddnnetddn ensin suora
oikeaan asentoon ja piirretdin sitten viimeinen kulma 6 = D'C'D tyovali-
neelld Kulma klikkaamalla pisteitd téssd jarjestyksessd. Kaikille kulmille on
madritettiva ndyttdmisehto < 90°.

Koska GeoGebrassa kaikki kulmat ovat positiivisia, voidaan negatiiviset
suuntakulmat erottaa positiivisista suuntakulmista esimerkiksi valitsemalla
niille eri varit. Tama onnistuu Ominaisuudet-ikkunan Vdri-vélilehdella. Tés-
si GeoGebra-mallissa on positiiviset kulmat méaritelty punaisella ja negatii-
viset sinisell.

Kulmien tyyliksi kannattaa valita sellainen kulmamerkinta <, joka koros-
taa kulmien yhtdsuuruutta. TAméa onnistuu Ominaisuudet-ikkunan Koriste-
lu-valilehdella.

Seuraavaksi piilotetaan objektit C, D ja D’ seké piirretdan suorakulmai-
nen apukolmio AEB kuten kappaleessa [3.1.3] Merkitéén kolmioon néikyviin
kulma 6 = FAB, joka on yhti suuri kuin suoran suuntakulma.

Suoran kulmakertoimen méérittdmiselle on GeoGebrassa oma tyovili-
neensd, Kulmakerroin, mutta sitd kiytettdessd (GeoGebra muodostaa itse

oman apukolmion jossa x-akselin suuntaisen kateetin pituus on vakio, 1. Kos-
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ka on tarkedd, ettd oppilas oppii laskemaan minké tahansa suoran kulmaker-
toimen kun kaksi suoran pistettd tunnetaan, maaritellaan kulmakerroin itse
apukolmiosta AEB.

Koska GeoGebra ei tunne negatiivisia kulman arvoja, laaditaan kaksi eril-
listd kaavatekstidi ja muokataan niiden nékyvyysehdoksi suoran kulmaker-
roin. Kulmakerroin saadaan méaritettya valitsemalla Kulmakerroin-tyoviline
ja klikkaamalla suoraa. Koska kulmakertoimen arvoa tarvitaan ainoastaan
nakyvyysehtojen méiarittelyyn, piilotetaan se nikyvistd. Selkeyden vuoksi
nimetdin kulmakerroinobjekti uudelleen kirjaimella k.

Dynaamista kulman 6 arvoa ei saa kirjoitettua kaavatekstiin suoraan,
vaan se on lisdttavi GeoGebran Objektit-valikosta. Alla olevassa tekstissd on

kkox

merkitty :114 kohdat, jotka on korvattava kulman 6 arvolla. Tamén tekstin

nakyvyysehdoksi méaritelladn k > 0.

"\begin{eqnarray}

Ag=& (x_A,y_A)=("x(A)","y(A)") \\

B&=&(x_B,y_B)=("x(B)","y(B)") \\

\theta&=& ***\\

k&=& \Bigg\{ \begin{array} {11}
\tan{\theta}= \tan{**x}= "(y(B)-y(A))/(x(B)-x(A))"\\
\frac{\Delta y}{\Delta x}= \frac{y_B-y_A}{x_B-x_A}=

\frac{"y(B)"-("y(A)") H"xB)"-("x(A)")}
=\frac{"(y(B)-y(A))"H" (x(B)-x(A))"}

="(y(B)-y(A))/(x(B)-x(A))"
\end{array}
\end{eqnarrayl}"

Toisen tekstin ndkyvyysehdoksi méaritellian k < 0. Teksti on muuten

samanlainen, mutta rivit 4-6 korvataan seuraavasti:

\theta&=& -x*x\\
k&=& \Bigg\{ \begin{array} {11}
\tan{\theta}= \tan{(-***)}= "(y(B)-y(A))/(x(B)-x(A))"\\

Edelleen jos kuvaaja on pystysuora jolle kulmakerrointa ei ole méaritelty,

lisdtdan nakyvyysehdolla x(A) = x(B) seuraava teksti:
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"\begin{eqnarray?}

Ag=& (x_A,y_A)=C"x(A)","y(A)") \\
B&=&(x_B,y_B)=("x(B)","y(B)")\\
\theta&=& 90~{\circ}\\
\end{eqgnarrayl}"

Olennainen suoran ominaisuus on myods se onko suora nouseva, laskeva
vai vaakasuora. Lisdtdan vield piirtoalueelle tekstit jotka kertovat sanallisesti
mistd tapauksesta on kyse. Matemaattisen esityksen selvyyden vuoksi ilmoi-
tetaan nyt kulmakertoimen arvo murtolukuna. Kun syottokenttadin syotetdan
Murtolukutekstifk|, GeoGebra luo piirtoalueelle objektin joka kertoo kul-
makertoimen arvon murtolukuna. Piilotetaan objekti, mutta kiytetdin sen
arvoa IXTEX-kaavoissa kuten alla olevassa taulukossa. Selkeyden vuoksi kul-

makertoimen ilmoittava objekti on nimetty uudelleen nimelld "KKfrac”.

Teksti Nékyvyysehto
’\textrm{Suora on nouseva, } k="KKfrac” >0” k>0
\textrm{Suora on laskeva, } k="KKfrac” <0” k<0
\textrm{Suora on vaakasuora, k=0} k>0
\textrm{Suora on pystysuora, k ei mddritelty} |x(A)=x(B)

3.1.6 Suorien yhdensuuntaisuus ja kohtisuoruus

Miaaritelma 3.7 (Suorien yhdensuuntaisuus). Suorat a ja b ovat yhden-
suuntaiset jos niiden kulmakertoimet k, ja k, ovat samat tai jos molemmat

suorat ovat y-akselin suuntaiset, eli
allb &k, = k.

Maé&ritelmd 3.8 (Suorien kohtisuoruus). Suorat a ja ¢ ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan jos niiden kulmakertoimien tulo k, - k. = —1 tai jos suorat

ovat koordinaattiakselien suuntaiset.
alcs k, - k. = —1.
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6
4 = (raya)=(21) Suora on nouseva, k = 1 >0
B = (vmys) = (8,4) 2
5 0 = 26.57°
tanf = tan26.57° = 0.5
k {@:W*y;\:d‘*(l)zﬁz(m
4] Az zp—x4 8—(2) 6 = 5
i
3 |
i
i
2 i
R P <0 S A S ]
A
0 2(5.5[7C .
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Kuva 6: Kahden pisteen kautta kulkevan suoran suuntakulma ja kulmaker-

roin.

Suoraa, joka on kohtisuorassa annettua suoraa vastaan, sanotaan suoran

normaaliksi.

Konstruoidaan GeoGebra-malli, jolla voidaan tutkia samanaikaisesti suo-
ria a, b ja c. Ensin piirretddn suora a tyovilineelld Suora kahden pisteen
kautta, jolloin piirtoalueelle muodostuvat myos riippumattomat pisteet A ja
B. Tamén jilkeen piirretdén suoran a kanssa yhdensuuntainen suora b Yh-
densuuntainen-tyovilineelld klikkaamalla ensin mielivaltaista kohtaa piirto-
alueella ja tdméan jalkeen suoraa a, jolloin piirtoalueelle muodostuu yhden-
suuntaisen suoran b lisiksi myos riippumaton piste C'. Sitten piirretdén vield
Normaali-tyovilineelld suora ¢ klikkaamalla ensin piirtoaluetta mielivaltai-
sessa kohdassa ja tdmén jilkeen suoraa a, jolloin piirtoalueelle muodostuu
kohtisuoran suoran c lisiksi myos riippumaton piste D. Nyt myo0s suorat b
ja c ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Valitaan vield kaikille suorille Ndytd

Maaritelladn sitten kulmakertoimet kullekin suoralle kiyttaen Kulmaker-
roin-tyovélinetta. Suoria klikkaamalla GeoGebra muodostaa itse apukolmion
kullekin suoralle. My6hemmin méériteltdvid kaavoja varten kulmakertoimet
kannattaa nimetd uudelleen nimilla k,, k; ja k.. Alaindeksin saa kirjoittamal-

la edeltaviksi merkiksi alaviivan, esimerkiksi £, kirjoitetaan k a. Jos alain-
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deksiin kirjoitetaan useita merkkeja, on kiytettavi aaltosulkeita. Esimerkiksi
kap kirjoitetaan k {ab}. Kulmakertoimen laskemiseen on perehdytty aiem-
min kappaleessa [3.1.5]

GeoGebra antaa kulmakertoimen arvoksi desimaaliluvun, vaikka murto-
lukumuoto olisi joissain tapauksissa selkeampi. Kun sydtiokentiadn syote-
tadn Murtolukutekstilk a], GeoGebra luo piirtoalueelle objektin joka ker-
too kulmakertoimen k, arvon murtolukuna. Nimeé objekti uudelleen nimell&
"kk a”. Maarittele vastaavasti murtolukumuodot suorien b ja ¢ kulmakertoi-
mille. Tamaén jilkeen piilota murtolukuobjektit piirtoalueelta.

Dynaaminen teksti kirjoitetaan IXTEX-kaavana seuraavasti:

"\begin{array}{rclcc}

k_a&=&"kk_a"="k_a"\\
k_b&=&"kk_b"="k_b"=k_a&\Rightarrow &a&| |&b\\
k_c&=&"kk_c"="k_c"=-\frac{1}{k_a}\\

k_a\cdot k_c&=&"kk_a"\cdot\bigg("kk_c"\bigg)
=-1&\Rightarrow & a\bot c\\

k_b\cdot k_c&=&"kk_b"\cdot\bigg("kk_c"\bigg)
=-1&\Rightarrow & b\bot c\\

\end{array}"

Téassd IXTEX:in array-ympéristd on vastaava kuin aiemmin késitelty
eqnarray, mutta sarakkeiden lukumédrdn voi médritelld itse. Komennon
argumentit rclcc kertovat, ettd taulukossa on viisi saraketta, joissa teksti
on tasattu oikealle (r), keskelle (c) tai vasemmalle (1).

Kulmakerrointa ei ole madritelty, kun suora on y-akselin suun-
tainen, joten  tekstiobjektin = ndkyvyysehdoksi  pitdd — madrittaa
(x(A) #x(B)) A (y(A) # y(B)). Y-akselin suuntaisia suoria varten mii-
ritellddn vield nikyvyysehdolla (x(A) =x(B))V (y(A) =y(B)) seuraava
teksti:

\begin{array}{rcl}
a& |l &b \\
a & \bot & c \\
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b & \bot & ¢
\end{array}

Koska tekstiobjekti on aika suuri, méaritellddn se muiden objektien "ala-
puolelle” jolloin suoria voidaan liikuttaa myos tekstin pailla. Taéma tapahtuu
Ominaisuudet-ikkunan Erikoista-valilehdelld madrittelemalld tekstiobjektin
Taso-ruudussa tasoksi 0 ja kaikkien muiden ndkyvien objektien tasoksi 1.

Nyt valmiina on kuvan [7] dynaaminen GeoGebra-tiedosto, jossa suorien
sijaintia pystyy mielivaltaisesti muuttamaan pisteitd A, B, C'ja D siirtdmalla
niin, ettd suorien b ja ¢ suhde suoraan a pysyy ennallaan.

Muokataan vield suorien ja pisteiden vérit selkeimmiksi sekéd piilote-
taan pisteiden nimet. Kulmakertoimien apukolmioille luodaan nédytd/piilota-
valintaruutu, jotta ne saa nidkyviin vain tarvittaessa. Suorien kohtisuoruuden
korostamiseksi merkitddn nékyviin vield suorien a ja ¢ sekd b ja ¢ vilinen

suora kulma.

1 0.33
5 a 3= 0

=033 =k, = alb

3

Kuva 7: Suorien yhdensuuntaisuus ja kohtisuoruus.

Harjoitustehtéva 4. Osoita kulmakertoimien avulla, ettd pisteet A = (9, 3),
B = (5,5) ja C = (3,1) ovat suorakulmaisen kolmion kirkipisteet.
3.1.7 Leikkaavien suorien vilinen kulma

Mairitelma 3.9 (Suorien vélinen kulma). Jos suorat a ja b eivit ole yh-

densuuntaiset, niin ne leikkaavat toisensa jossain pisteessd. Talloin suorien
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leikkauskohtaan muodostuu kulma o < 90°.

Jos suorien kulmakertoimet ovat k, ja ky, k.ky, # —1, niin

ka - kb
1+ koky

tana = '

Piirretddn GeoGebralla ensin vapaa suora a. Niin piirtoalueelle muo-
dostuu myos pisteet A ja B, joita siirtdmélld suora saadaan liikutettua
haluttuun asemaan. Suora b piirretddn klikkaamalla mielivaltaista pistetti
piirtoalueella ja tdméin jilkeen pistettd A. Merkitddn suorien nimet néky-
viin. Seuraavaksi madritellain suorien vélinen kulma o Kulma-tyovalineelld
klikkaamalla pisteita B, A ja C'. Kulman « ndkyvyysehdoksi méaéritelladn
a < 90°. Koska kahden suoran leikkauspisteeseen muodostuu kaksi eriko-
koista kulmaa, pitdd méaéritella myos kulman o vieruskulma [ jotta saa-
daan aina nikyviin terdvd kulman vaikka suoria siirrettéisiin. T&ta varten
tarvitaan piste D suoralta a. Kulman g = ZCAD nikyvyysehdoksi maa-
ritellddn [ < 90°. Kaavatekstejd varten madritellidn vield kulma v Jos-
ehtolausekkeella v = Jos[a < 90°, o, 5]. Ehtolausekkeen rakenne on yleisesti
Jos|< Ehto >, < Niin >, < Muuten >|.

Sitten méaritellian kulmakertoimet suorille a ja b. Nimetdén kulmakertoi-
met uudelleen k,:ksi ja ky:ksi, ja piilotetaan tamén jalkeen apukolmiot naky-
vistd. Madritetdadn kulmakertoimille vield murtolukumuodot ja nimetddn ne
uudelleen kuten kappaleessa[3.1.6] Kulman laskemiseksi laadittavaa lauseket-
ta varten kirjoitetaan sydttokenttiin (k_a—k_ b)/(1+ Tulofk a,k_b])
jotta saadaan laskuissa kdytettyd lausekkeen arvoa. Lausekkeen arvosta tu-
lee objekti ¢, josta saadaan murtolukumuoto cc kirjoittamalla syottokenttaan
cc = Murtolukuteksti[c]|.

Laskulauseke, jolla lasketaan leikkaavien suorien vilisen terdvin kulman

arvo, on seuraavanlainen:

"\begin{eqnarray}
\tan{\alpha}&=&\bigg|\frac{k_a-k_b}{1+k_ak_b}\bigg| \\
\tan{\alphal&=&

\bigg|\frac{"kk_a"-"kk_b"}{1+" (kk_a)"\cdot"kk_b"}\bigg| \\
\tan{\alpha}&=&|"cc"|\\
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\alpha &=& \arctan{|"cc"|}\\
\alpha &=& **x
\end{eqnarrayl}"

Koska kulmakerrointa ei ole méiritelty y-akselin suuntaisille suorille,
eikd lauseketta tana ole méadritelty kun nimittdja menee nollaksi (eli kun
suorat ovat kohtisuorat, k,k, = —1), mééritellain tekstin nékyvyysehdoksi
(x(A) # x(B)) A (x(A) # x(BC)) A (kakp, # —1).

Kulmakertoimet ovat tédssd oleellisia, joten laaditaan piirtoalueelle vie-
14 erikseen dynaaminen teksti joka ilmoittaa suorien kulmakertoimet
murtolukuina. Téssd kk, on murtolukumuoto suoran a kulmakertoimes-
ta k,, kuten kappaleessa [3.1.6] Tekstin nikyvyysehdoksi maéritelldén
(x(A) #x(B)) A (x(A) # x(C)) jotta ei jouduta ongelmiin médrittelemét-

tomien kulmakertoimien kanssa.

"\begin{egqnarray’}
\text{Suoran a kulmakerroin }k_a&=&"kk_a" \\
\text{Suoran b kulmakerroin }k_b&=&"kk_b"
\end{eqnarray}"

Pystysuoria suoria varten mééritellidn omat laskukaavat. Alla oleva on
médritelty tapaukselle jossa suora b on y-akselin suuntainen, joten néky-
vyysehdoksi on méiriteltavd (x(A) =x(C)) A (y(A) # y(B)). Huomaa, et-
td myos kohtisuorat suorat on téssd kielletty, koska suoran a kulmakerroin
olisi tallloin 0. Vastaavalla tavalla tehdadn teksti tapaukselle, jossa suora a

on y-akselin suuntainen.

"\begin{array}{rcl}
\text{Suora} & b & \text{on y-akselin suuntainen}, \\
\tan{\alpha} & = & \bigg|\frac{1}{k_a}\biggl

= \bigg|\frac{1}{"k_a"F\biggl \\
\alpha & = & ***
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\end{array}"

Kohtisuorille suorille, joille &k, -k, = —1, on laadittava vield oma tekstinsé,
nikyvyysehdolla k ak b = —1.

\begin{array}{c}

\textrm{Suorat a ja b ovat kohtisuorat}\\
k_a\cdot k_b =-1 \\

\alpha =90"{\circ}\\

\end{array}

Edelleen tapaukselle, jossa suorat a ja b ovat molemmat akse-

lien suuntaiset, on méaéiriteltivd oma tekstinsid. Nikyvyysehtona on nyt
(x(A) =x(B)) A (y(A) = y(C)).

\begin{array}{c}

\text{Suora a on y-akselin suuntainen, } \\
\text{Suora b on x-akselin suuntainen, } \\
\alpha=90~{\circ}\\

Nyt valmiina on kuvassa [8 ndkyva dynaaminen tiedosto, jossa leikkaavia
suoria voidaan mielivaltaisesti liikuttaa piirtoalueella pisteitd A, B ja C siir-
tadmalld niin, ettd suorien vélinen kulma saadaan méaritettya. Jélkiviisaana
olisi kannattanut piste C' méarittda suorien leikkauspisteeksi, jolloin pisteel-
18 A olisi vapaa liikkuvuus suoralla a ja vastaavasti pisteelld B olisi vapaa

liikkuvuus suoralla b.

Harjoitustehtdva 5. Mdadritd tehtivinl{], sI33, kolmion kulmien suuruudet.

3.1.8 Kolmion pinta-ala koordinaatistossa

kanta-korkeus
2

malta geometrian kurssilta. Téassd kappaleessa hyodynnetddn kolmion karki-

Kolmion pinta-alan laskukaava A = oletetaan tunnetuksi aiem-
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6
. 2
Suoran a kulmakerroin k, = 3
5
Suoran b kulmakerroin k, 3
4_
tano ko = ko
) 1+ kaky
3 2 i«
| L 1~ = 3
tana = R
1+3-3 '
2 tana = |7
| ano = |?\
tan| |
« = arctan|—
9
B a = 37.87
0 [~ Nayta kulmakertoimet
0 /bl1 T2 3 T4 5 6 "7 iE "9 10

Kuva 8: Leikkaavien suorien valinen kulma.

pisteiden koordinaatteja pinta-alan laskemiseksi. Kolmion pinta-alan laske-
miselle voidaan johtaa kaava hyodyntédmalld puolisuunnikkaita, jotka muo-
dostuvat kolmion sivujen ja x-akselin viliin. Kertauksen vuoksi esitelldin

ensin geometrian kurssilta tuttu puolisuunnikkaan laskukaava:

Maiiritelméi 3.10. Puolisuunnikkaan pinta-ala A = —((H;b)h

Mairitelma 3.11 (Kolmion pinta-ala). Kolmion, jonka kirkipisteet ovat

A = (2a,ya), B = (v5,y5) ja C'= (z¢, yc), pinta-ala on

1
A= §!xAyB + TpYc + Teya — TeyYs — TpYa — TaYcl.

Pinta-alan laskukaava saadaan johdettua kolmion sivujen ja x-akselin ra-
joittamien puolisuunnikkaiden pinta-alojen avulla. Kaavoissa termi M, viit-
taa kolmion kirkipisteen ¢ kautta kulkevan x-akselin normaalin ja x-akselin

leikkauspisteeseen, katso kuva [9]
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e Puolisuunnikkaan ABMpgM 4 pinta-ala
Aap = 5(IMaA| + |MpBI)(|MpMal)
= %((?JA —Yna) + (YU — Yup)) (Trry — Tary) = %(?JA +yB)(TB — Ta)

e Puolisuunnikkaan BC'MqsMpg pinta-ala,
Ape = 5(|MpB| + [McCl)(Me — Mp)
= 3((ys = yarp) + (Yo — yue))(@re — 2a1p) = 5(yB +ye)(zo — op)

e Puolisuunnikkaan ABMpgM 4 pinta-ala
Asc = 5(IMAA] + [McC|) (Mg — My)
= %((?JA —yms) + (Yo — yne)) (Tnme — Tary) =

(ya +yc)(xe — xa)

N[+

e Kolmion ABC pinta-ala
Aapc = |Aap + Apc — Aac|
= 3l(ya+ys)(xs — x4) + (Y + yo)(xc — B) — (ya + yo)(zc — 4)]
= H(ya®p — yaTa + YpTp — YpTA + YpTc — YpTp + YoTc — Yorp —
YATC + YaTa — Yoo + Yo a|

= %|xAyC + ZeyYp + TBYA — TaYB — TcYa — TYC|.

Piirretdan GeoGebran Monikulmio-tyovilineelld kolmio ABC'. Sitten piir-
retdan kunkin kirkipisteen kautta erikseen x-akselin normaali Normaali-
tyovélineella. Pisteet M,, M, ja M. merkitdin normaaleiden ja x-akselin
leikkauspisteisiin Kahden objektin leikkauspiste -tyovialineella. Alaindeksi il-
maisee minki pisteen kautta normaali kulkee. Seuraavaksi piilotetaan nor-
maalit ja piirretddn janat AMy,BMp ja C Mo Kahden pisteen vilinen jana
-tyovilinellda. Janojen tyyliksi valitaan katkoviiva.

Seuraavaksi madritellain puolisuunnikkaat ABMgM,, BCMcMp ja
AC MM 4 Monikulmio-tyovélineelld, ja nimetdin ndméa uudelleen puolisuun-
nikkaiksi PSAB, PSAC ja PSBC' sen mukaan, mikd kolmion sivuista on
yhtend puolisuunnikkaan sivuna. Tamén jilkeen piilotetaan monikulmio-
objektit nakyvista.

Seuraavaksi sidotaan pisteen B z-koordinaatti vilille x4 < xp < x¢, jot-
ta puolisuunnikkaiden ja kolmion pinta-alojen yhteys pystytidin esittdméan
asiallisesti. Tama tapahtuu niin, ettd tehddin ensin tyovilineelld Liuku piir-

toalueelle liukusdidin nimeltd zp, jonka viliksi médritelladn Min:x(A) ja
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Max:x(C). Liu’un ulkoasulla ei ole merkitysté, koska se tullaan piilottamaan
myohemmin. Koska yksittdistd pisteen B koordinaattia ei pysty sitomaan,
on sidottava molemmat, ja myo6s y-koordinaatille tehtéva liukusaidin. Kos-
ka liukusdddin tullaan piilottamaan mychemmin, on oikeastaan aivan sa-
mantekevid miten sitd rajoitetaan. Esimerkissd on valittu liu’un yp véliksi
Min:-100 ja Max:100. Piste B voidaan nyt sitoa kirjoittamalla Syéttokenttadin
B = (xp,ys). Kun piste on sidottu, voidaan muuten turhat liukusd#timet
piilottaa nikyvistd. Nyt pistettd B voi siirtaé piirtoalueella muuten vapaasti,
mutta ei alueen z4 < xp < z¢ ulkopuolelle.

Koska puolisuunnikkaita ei ole maaritelty, eivitkd puolisuunnikkaan
pinta-alan laskukaavat toimi jos kolmion kirkipisteisti osa on x-akselin
ylapuolella ja osa z-akselin alapuolella, laitetaan piirtoalueelle vield huomio-
teksti. Huomiotekstin ’Hei, nyt puolisuunnikkaita ei ole méaritelty!” niky-
vyysehdoksi tulee ((y(A) > 0) A (y(C) <0)) V ((y(A) > 0) A (y(B) <0))
vV (y(B)>0)A(y(C)<0)) Vv ((¥(C)>0)A(y(A)<0)) Vv
(y(B)>0)A(y(A)<0)) vV ((y(C)>0)A(y(B)<0)), eli teksti né-
kyy ainoastaan silloin kun pisteitd on x-akselin molemmin puolin.

Laaditaan dynaaminen IXTEX-kaava kolmion pinta-alan laskemiseksi.

"\begin{eqnarray}
A_{ABC}&=& |A_{AB} + A_{BC} - A_{AC} | \\
&=&\frac{1}{2}|x_Ay_B+x_By_C+x_Cy_A-x_Cy_B-x_By_A-x_Ay_C| \\
g=¢\frac{1}{2}1"x(A)"\cdot"y(B)"+"x(B) "\cdot"y (C)"
+"x(C)"\cdot"y (A)"-"x(C)"\cdot "y(B)"
-"x(B)"\cdot "y(A)"-"x(A)"\cdot "y(C)"| \\
&=& \frac{1}{2}\cdot "w"
&=%&"kolmioABC" \\

\end{eqnarrayl}"
Kyseisessa tekstissa w on summalausekkeen itseisar-
Vo, joka on saatu kirjoittamalla syottokenttidin w =abs

(x(A)y(B) +x(B)y(C) +x(C)y(A) — x(C)y(B) + x(B)y(A) + x(A)y(C)).
Yksittaisten suunnikkaan pinta-alan laskemisen havainnollistamiseksi

tehddén vield ndytd/piilota-valintaruuty "Nayta puolisuunnikas ABMpM 47,
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jolla laskukaavan ja puolisuunnikkaan saa halutessa nikyviin. Alla oleva kaa-
vateksti, suunnikkaan ABMgM 4 pinta-ala A4 B, on nimetty AlaAB:ksi. Va-
lintaruutuun sidottaviksi objekteiksi valitaan siis objektivalikosta: Nelikul-
mioPSAB seki TekstiAlaAB.

"\begin{eqnarray}

A_{AB}&=&

\frac{1}{2} (\overline{|M_AA|}+\overline{|M_BBI|})

(\overline{|M_AM_B|})\\
&=& \frac{1}{2}("AM_A"+"BM_B")\cdot "MAMB" \\
&=& \frac{1}{2} \cdot " (AM_A+BM_B)*(MAMB)" \\
&=& " (AM_A+BM_B)* (MAMB) /2"

\end{eqgnarray}"

¥ Nayta puolisuunnikas BCM Mg
s ¥ Nayta puolisuunnikas ACMM, Aupe = ' |Aap+ Apc— Axcl
1 ™ Nayta puolisuunnikas ABMgM,

1
= 3leays+ wsye + Tcya — wcys — Toya — Taycl

4 B 1
g = Sl 442141114 =201 1
1
=1-.30
3 2
=15
2_
|
1 A ! c
_ . i
! |
| |
o M, Mg M
0 v1 v2 IC! '4 I5 IB '7 IB '9 I1D 11 I12 I13
| | T mn T T 1 o | 11— [
Ayp = 5{\1\1,414\+\MUB\)(W,4ML;\) Apc = E(HIBBH\M«C\)(\Alm\ld) Auc = 5(\4\1,114\4—\M(C\)(\MAM(;\)
! ) 1 1
= 3t+4-1 = +1-9 = 31+1-10
-2
. [ 1 1
= —.F = —.45 = Z.Z
2” 5745 520
= 25 = 225 = 10

Kuva 9: Kolmion pinta-ala koordinaatistossa.

Nyt valmiina on kuvassa [ nikyvi dynaaminen tiedosto, jossa kolmion
ABC pinta-alaa voidaan tutkia puolisuunnikkaiden pinta-alojen avulla.
3.1.9 Monikulmion pinta-ala

Edellinen tulos voidaan yleistad mille tahansa itsedén leikkaamattomalle mo-

nikulmiolle.

39



Maadritelma 3.12. Olkoon n-kulmaisen monikulmion karkipisteet P, =

(5,9;)), missd i = 1,...,n. Monikulmion pinta-ala saadaan summana
A= g ( )
=15 Tili+1 — Ti+1Yi)| -
5 Yi+1 +1Y

i=1
Harjoitustehtidva 6. Laske tehtivin [1] pisteiden A = (4,2), B = (3,3),
C=(23),D=(1,2),E=(1,1), F=(2-1),G=(4,-3), H=(6,-1),
I=(71),J=(72), K=(6,3) ja L=53) muodostaman monikulmion

pinta-ala.
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3.2 Pistejoukon yhtalo

Uraksi kutsutaan pistejoukkoa, joka toteuttaa tietyt annetut ehdot. Kaikki
ne pisteet (z,y), jotka toteuttavat kahden muuttujan yht&lén, muodostavat
uran eli tasokidyrin. Esimerkiksi toisen asteen funktion f(x) = az® + bz + ¢,
a # 0, kuvaaja on paraabeli, jonka pisteet toteuttavat ehdon y = ax?®+bx+c.
Piste on siis kiyrilld, jos ja vain jos sen koordinaatit toteuttavat kéiyrin

yhtalon.

GeoGebralla voi piirtdd minka tahansa kahden muuttujan yhtdlon ratkai-
sujoukkoa kuvaavan uran kirjoittamalla yhtilon sellaisenaan Sydttokenttddn.
Eksponentit saa kirjoitettua ~-merkin avulla, esim. y = 27 + 3 kirjoitetaan
y = X7+ 3. Jos eksponentti koostuu luvusta, jossa on enemmén kuin yk-
si merkki, tulee eksponentti kirjoittaa aaltosulkeisiin. Esim. y = 272 + 3
kirjoitetaan y = x"{—12} + 3.

Harjoitustehtava 7. Piirrd koordinaatistoon niiden pisteiden joukko, jotka
toteuttavat seuraavat yhtdaldt:

a) 2 +y* =16

b) 22" — 32 —y+1=0

c) 2?y? — (1 +x2)*(4—2%) = 0.

3.3 Suora

Suoralle on olemassa paljon erilaisia méaritelmié. Peruskoulussa suora ldhde-
tddn maarittdmadn pisteen ja viivan kautta. Piste oletetaan tasogeometrian
peruskésitteeksi, pisteelld ei ole pituutta eikd leveyttd. Viivan médritellidn
koostuvan perakkiisistd pisteistd niin, ettd viivalla ei ole leveyttd. Kun pis-
te ja viiva on esitelty, suora méaéritellddn usein suoraksi viivaksi jolla ei ole
pédtepisteitd. Viivan suoruus oletetaan usein itsestdén selviksi kisitteeksi.
Téasmallisempi maéritelma suoralle on esimerkiksi seuraava: "Tason suora
on dédreton jarjestetty joukko pisteitd. Jos P, (), R € [ ovat suoran [ eri pistei-
td, on tarkalleen yksi niistd kahden muun vélissa [8].” Aiemmin, kappaleessa

madritellyn kahden pisteen etdisyyden avulla suora voidaan maaritel-
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14 seuraavasti: "Tason kolme pistettd ovat samalla suoralla, jos ne voidaan
nimetd kirjaimilla P, @ ja R siten, ettd d(P, Q) + d(Q, R) = d(P, R).”

3.3.1 Swuoran yhtilo

Ensimmaéisen asteen kahden muuttujan yhtélon Ax + By + C = 0 kuvaaja
on suora, kun A # 0 tai B # 0.

Maaritelma 3.13 (Yleinen muoto). Olkoon A, B ja C reaalilukuja. Suoran

yhtélén yleinen muoto on
Ar+By+C =0, missa A#0V B #0.

Jos A = 0, niin suoran yhtdlon kuvaaja on vaakasuora suora, joka

kulkee pisteen y = % kautta. Suoran kulmakerroin on télléin 0. Jos B = 0,

niin kuvaaja on pystysuora suora, joka kulkee pisteen x = —% kautta.
Jos B # 0, niin yhtilé voidaan ratkaista muotoon y = —%x — %. Suo-
ra leikkaa t&lloin y-akselin pisteessé (0, —%) ja suoran kulmakerroin k = —%.

GeoGebralla voidaan tutkia suoran yleisen muodon yhtdlon parametrien
A, B ja C' vaikutusta suoran asemaan koordinaatistossa. Tehd&in ensin liuku-
tyovalineelld parametreille liukusdatimet joiden avulla parametrien arvoja
voidaan helposti muuttaa. Liukujen nimeks: annetaan A, B ja C; wvdiliksi
Min:-10, Max:10 ja liu’un leveydeksi 200. Liukujen virit muokataan vield
Ominaisuudet-ikkunan Vdri-vililehdelld niin, ettd kullakin liukusdatimelld
on oma virinsid. Samoja virejd kiytetddn myohemmin teksteissa.

Tamén jalkeen suora saadaan piirrettyd kirjoittamalla sydtiokenttdadn
Ax + By + C = 0. Suoran yhtdlon saa nakyviin suoran vierelle, kun valit-
see suoran Ominaisuudet-valikosta Ndytd nimi: Arvo. Suoran yhtalo, jossa
on dynaamiset vakiot A, B ja C, lisdtdan piirtoalueelle tuttuun tapaan Li-
sad teksti -tyovalineelld. Valitettavasti GeoGebrassa ei toimi K TEX-komento
\setlength\arraycolsep{} jolla taulukon sarakkeiden vilid voisi pienen-

tda, vaan pitidd tyytyd kaavaan, joka on vihéin turhan ilmava.

"\begin{array}{r111}
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\multicolumn{4}{1}{\text{Suoran yhtdlén yleinen muoto}}\\

\textcolor{Blue}{A}\,x& + \;\textcolor{OliveGreen}{B}\,y& +
\;\textcolor{Maroon}{C}& = 0 \\

"A"x&+"B"y&+"C"& = 0

\end{array}"

Koska vakiot voivat saada myds negatiivisia arvoja, kannattaa kauneus-
syistd laatia kuhunkin tapaukseen omat tekstinsé, joille maaritellian sopivat
nakyvyysehdot. Jos vakio B on negatiivinen, poistetaan viidenneltd riviltd
+ -merkki: "A"x& "B"y&+"C"&= 0. Vastaavasti muokataan muut tapaukset.
Kaikkien paikaksi maaritelladn Alkupiste: (2,1.5), jotta kaavojen vaihtumis-
ta ei huomaa niin selkeéisti. Desimaaliluvuissa on kiytettava desimaalipistetti

desimaalipilkun sijaan. Valmis GeoGebra-malli on kuvassa

Suoran yhtalon yleinen muoto

Ax + By +C =0
4x  +5y —10 =0
A=z4
B=5
1—
c=-10

4x+5y=10

Kuva 10: Suoran yhtélén yleinen muoto.

Maéaritelmi 3.14 (Ratkaistu muoto). Suoran yhtélon ratkaistu muoto on
y = kx—+Dbtai x = a. Vakio k on suoran kulmakerroin ja vakiotermi b ilmoittaa

pisteen, jossa suora leikkaa y-akselin.

Jos suoran kulmakerroin on k ja suoralta tunnetaan yksi piste A =
(xa,ya), niin télloin kulmakertoimen mééritelmén mukaan (kulmakerroin-
ta on kisitelty aiemmin luvussa } k= %, missi (z,y) on jokin mieli-

valtainen suoran piste. Téstd saadaan suoran yhtiloksi y —ya = k(x — z4).
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Jos suora on y-akselin suuntainen ja kulkee pisteen A = (x4, y4) kautta, niin

sen yhtalo on x = x 4.

Mairitelma 3.15 (Suoran yhtélo, kun tunnetaan kulmakerroin k ja yksi
suoran piste). Olkoon suoran kulmakerroin k, ja tiedetdén, ettd suora kulkee

pisteen (x4,y4) kautta. Télldin suoran yhtdlo on
y—ya=k(z—za).

Jos tunnetaan kaksi suoran pistettd, A = (z4,y4) ja B = (xp,yp), niin

suoran yhtélo voidaan maérittdd niiden avulla. Lasketaan suoran kulmaker-

roin k = yB:gf:, ja sijoitetaan se edelliseen yhtaloon.

B
Mairitelmi 3.16 (Suora kahden pisteen kautta). Pisteiden A = (z4,y4)
ja B = (zp,yp) kautta kulkevan suoran yhtilo on
YB — YA
= (x

—x4), missd x4 # Tp.
I —TA

Yy—Yya=

Suoran yhtdlon havainnollistamiseksi laadittavan GeoGebra-tiedoston
pohjana voidaan kayttda kappaleessa laadittua tiedostoa. Koska on
tarkoitus kisitelld vain suoran yhtélod kolmella edelld mainitulla ldhesty-
mistavalla, tallennetaan ensin vanha tiedosto uudelleen uudella nimelld ja
poistetaan tdman jilkeen kaikki kulmiin ja suoran muihin tassd yhteydessa
ylim&ariisiin ominaisuuksiin liittyvit asiat.

Olennainen asia tédssd yhteydessi on suoran ja y-akselin leikkauspiste, jo-
ten madaritellaan se Kahden objektin leikkauspiste -tyovilineella. Koska poh-
jana kdytetddn vanhaa tiedostoa, GeoGebra nimedd uuden pisteen automaat-
tisesti kirjaimella GG. Piilotetaan pisteen nimi, ja vaihdetaan pisteen véri pu-
naiseksi.

Laaditaan sitten erilliset tekstiobjektit pisteiden A, B ja C koordinaateille

sekd kulmakertoimelle k aikaisempia pohjia hyviksikdyttden seuraavasti:

"\begin{eqnarray}
A=(x_A,y_M)&=&("x(A)" ,"y(A)" )\\
B=(x_B,y_B)&=&("x(B)" ,"y(B)" )\\
C=(0,b)&=&(0 ,"y(G)" )
\end{eqgnarrayl}"
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"\text{Kulmakerroin} k=\frac{y_B-y_A}{x_B-x_A}
=\frac{"y(B)"-("y(A)") H{"x(B)"-("x(A)")}
=\frac{"(y(B)-y(A))"H"(x(B)-x(A))"}
= "(y(B)-y(A))/(x(B)-x(A))"

Sitten lisdtddn vield sekd vakiotermin ettd suoran yhtdlon ylei-

sessd  muodossa  madrittavat  tekstit:  ’\text{Vakiotermi } b
7y (G) ja ’\doublebox{\text{Suoran yhtdls } y = kx + b
?(y(B)-y(A))/(x(B)-x(A))’x + 7’y(G)}. Komento \doublebox tekee

tekstin ympérille “laatikon”, ja on tdssd vain koristeellisuuden vuosi. Se

lisdtddan kaavaan vasta jalkeenpdin.

Kauneussyistd kannattaa laatia monta eri tekstid sellaisille tapauksille,
joissa k =1, k=0, k = —1, b < 0 tai suora on pystysuora, ja maarittaa
nikyvyysehdot sen mukaan. Kaikkiaan erilaisia vaihtoehtoja on yksitoista

kappaletta, mutta vaivanniako kannattaa.

YB —Ya 5*(1) 4
_ = =-=10.67
zp—2a 9—(3)

Kulmakerroin k=

(=2}

Vakiotermi b = —1

Suoran yhtélé y = kx + b = 0.67x — 1
3.

™ Nayta koordinaatit

0 J "2 "3 "4 "5 "6 "7 i) "9 10

B L)

Kuva 11: Suoran yhtalé.
Harjoitustehtivi 8. Muodosta sen suoran yhtdld, joka kulkee pisteiden
(4,—-3) ja (—2,6) kautta. (Yo-tehtivd 1b/52007, pitki matematiikka.[30)])

Harjoitustehtava 9. Suorakulmaisen kolmion kaikki kdrjet sijaitsevat pa-

raabelilla y = x%; suoran kulman kirki on paraabelin huipussa. Osoita, ettd
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jokaisen tdillaisen kolmion hypotenuusa leikkaa paraabelin akselin samassa
pisteessd. Madritd timd piste. (Yo-tehtdvd 8/K2001, sekd pitkd- etti lyhyt
matematiikka. [30])

3.3.2 Suoran normaalin yhtilo

Kuten jo kappaleessa todettiin, suorat a ja b ovat kohtisuorat jos niiden
kulmakerrointen tulo k.ky = —1 & ky = —é. Nyt pisteen C' = (z¢, yo)
kautta kulkevan, suoran y = k,x + b normaalin, yhtilo saadaan sijoittamalla

suoran yhtdloon y —yo = k(z — z). kulmakerroin k, = —é ja piste (¢, yo).

Maééritelmi 3.17 (Suoran a normaalin b yhtéls). Olkoon k, suoran a kul-
makerroin. Suoran a normaali, suora b, kulkee pisteen C' = (z¢, yc) kautta.

Suoran b yhtélo on talldin

1

Y—Yc = _k_a(x +z0).

GeoGebralla suoran a normaalin b saa piirrettyéd tyovilineelld Normaa-
li. Ensin klikataan pistettd jonka kautta normaali kulkee, ja tdmén jilkeen
sitd suoraa jonka normaali halutaan. Merkitddn nékyviin suorien nimet a
ja b. Suorien Ominaisuudet-valikosta Algebra-vililehdeltd voi valita suoran
yhtdlon halutussa muodossa. Valitaan Yhtdlé: y=max+b. Suorien kohtisuo-
ruuden korostamiseksi merkitddn suora kulma nakyviin Kulma-tyovilineella,
ja poistetaan kulman ominaisuuksista vaihtoehto kupera kulma.

GeoGebra antaa oletuksena kulmakertoimen k ja vakiotermin b desi-
maalilukuna, joten matemaattisesti kauniimman esityksen aikaansaamiseksi
muutetaan ne murtoluvuiksi. Kulmakerrointen muuttaminen murtoluvuik-
si tapahtuu kuten kappaleessa [3.1.5] Kulmakertoimille annetaan nimet k,
ja kp, ja naiden murtolukuarvoille nimet kk, ja kk,. Vakioiden b murtolu-
kumuotoon saattamista varten on ensin méiritettivi suorien ja y-akselin
leikkauspisteet tyovilineelld Kahden objektin leikkauspiste. Suoran a ja y-
akselin leikkauspisteeksi tulee piste D ja suoran b leikkauspisteeksi piste
E. Sy6tetddn Sydttokenttdiin b, = y(D) ja by = y(E), missd b, on suo-
ran a vakiotermi, ja vastaavasti b, suoran b vakiotermi. Murtolukumuotoon

vakiotermit b, ja b, saadaan komennolla bb, = Murtolukuteksti[b,] ja
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bby, = Murtolukuteksti[by]. Piilotetaan kaikki kulmakerroin- ja vakioter-
miobjektit nakyvista, silla niita kdytetddn vain kaavoissa. Laaditaan kaksi
vaihtoehtoista tekstii: toisessa kiytetddn murtolukuja ja toisessa desimaali-

lukuja.

"\begin{array}{11}
\text{Suoran a yhtdls: }
& y=k_ax+b_a \\
& "a" \\
& \\
\text{Normaalin b yhtals: }
& y-y_c=k_b(x-x_c) \\
& y-y_c=-\frac{1}{k_a}(x-x_c) \\
& y-"y(C)"=-\frac{1}{"k_a"}(x-"x(C)") \\

& llbll
\end{arrayl}"
"\begin{array}{11}

\text{Suoran a yht&lé: }

& y=k_ax+b_a \\

& y="kk_a"x+ "bb_a" \\

& \\

\text{Normaalin b yhtdls: }

& y-y_c=k_b(x-x_c) \\

& y-y_c=-\frac{1H{k_a}(x-x_c) \\

& y-"yy_c"=-\frac{1}{"kk_a"}(x-"xx_c") \\
& y="kk_b"x+"bb_b"\\

\end{array}"

Molemmille teksteille annetaan nikyvyysehdoksi ettd kummankin suo-
ran kulmakerroin on nollasta poikkeava, naytd/piilota-valintaruudun lisdksi.
Téamé onnistuu komennolla d A (ka # 0) A (ky, # 0), missd d viittaa ndy-

ti/piilota-valintaruudun arvoon.

47



Suoran a yhtalo : Yy = kox + by
-1 10

VTR
Normaalin b yhtalo:  y—y. = ky(z — x.)
1
c Y= Y= *H(f — )
1
y—-h=-=(x-1)
3
y=3x+2

0 K "2 B i "5 "6 "7 s "o IS 11 "12
[V Suorien yhtalst, murtolukujen avulla
™ Suorien yhtalét, desimaalilukujen avulla

7
6
5
4]
P
3
2
1
0
/

Kuva 12: Suoran normaalin yhtalo.

Murtolukumuodot néyttavit hieman ikéviltd, kun osoittaja on nimittijas
suurempi. Murtoluvun sekaluvuksi muuttamista varten ei GeoGebrassa kui-
tenkaan ole vield valmista komentoa, joten tyydytddn GeoGebran antamiin

murtolukuihin. Valmis GeoGebra-malli on ndkyvissd kuvassa [12]

Harjoitustehtava 10. Mddritd yhtdlo suoralle, joka on suoran y = 2x — 5

normaali ja kulkee pisteen (1,2) kautta.

3.3.3 Pisteen etdisyys suorasta

Pisteen etiisyydelld suorasta tarkoitetaan aina lyhintd mahdollista etaisyyt-
td. Lyhin mahdollinen etiisyys saadaan, kun etdisyys méaritetddn kohtisuo-
raan suoraa vastaan. Pisteen P = (xp,yp) ja suoran s vilisen etiisyyden
laskemiseksi tarvitaan siis suoran s normaali, joka kulkee pisteen P kautta.
Suoran s ja sen normaalin n leikkauspisteen () ja pisteen P etdisyys saadaan
nyt laskettua kahden pisteen etéisyyden kaavalla. Mikéli piste P = (xp, yp)
on suoralla s, niin etdisyys d = 0.

Olkoon suoran s yhtélo yleisessé muodossa Ax + By + C' = 0. Suo-
ran kulmakerroin on —%, joten suoran normaalin n kulmakerroin on olta-

B

va 7. Pisteen P kautta kulkevan normaalin yhtiloksi saadaan niin ollen

y—yp =25 —2p) & y= 52+ (yp — Bxp). Ratkaisemalla yhtélopari
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saadaan leikauspisteen () koordinaatit, ja sijoittemalla ne kahden pisteen vé-
lisen etdisyyden kaavaan saadaan lauseke pisteen etdisyydelle suorasta. Kaa-

van johtaminen sivuutetaan.

Mairitelma 3.18. Pisteen P = (xp, yp) etéisyys d suorasta s : Az + By +
C=0,missi A0V B#0:

. ’Al’p + Byp + O‘

VB

Jos piste P = (xp,yp) on suoralla s, niin etdisyys d = 0.

d

GeoGebralla piirretdén ensin suora ja jokin mielivaltainen piste suoran
ulkopuolelta. Nimetdan suora uudelleen nimella s ja piste nimelld P maa-
ritelméa vastaaviksi. GeoGebrassa on valmis tyoviline, Etdisyys tai
pituus, etdisyyden méaarittdmiseen. TyoOvilineelld saa méaritettyd esimer-
kiksi kahden pisteen vilisen etdisyyden, janan pituuden, ympyrin kehén
pituuden, monikulmion piirin, tai kuten téssi: pisteen etdisyyden suorasta.
Etaisyyden méaarittdminen on helppoa; klikataan vain pistettd P ja suoraa
s vuoron perddn. Talloin GeoGebra luo piirtoalueelle tekstiobjektin, joka

ilmoittaa suoran ja pisteen vilisen etiisyyden muodossa Ps.

Etdisyyden hahmottamiseksi piirretddn pisteen P ja suoran s vilille suo-
raa vastaan kohtisuoran janan. T&ata varten tehdddn ensin pisteen P kautta
kulkeva suoran normaali, ja sitten suoran ja normaalin leikkauspisteeseen
piste ). Nyt saadaan Kahden pisteen vilinen jana -tyovilineelld piirrettyé
jana PQ). Valitaan janan tyyliksi katkoviiva, jotta selvemmin kily ilmi sen ole-

van vain apuobjekti. Normaalia ei nyt enéé tarvita, joten se voidaan piilottaa.

GeoGebrassa suoran yhtaloksi on mahdollista valita joko y = mxz+b, ax+
by = c tai parametrimuoto, mutta ei muotoa Azr + By + C = 0. Kertoimien
A, B ja C arvot saadaan kuitenkin lisdttyd komennoilla z(s), y(s) ja z(s).

Hyodynnetdan nditd, kun laaditaan suoran yhtalo:

"\begin{eqnarray?
\text{Suora \textcolor{Blue}{s}: } \quad A\,x+B\,y+C&=&0\\
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“X(S) II\ X + ny(s) ll\’y+llz(s) n&:&o
\end{eqgnarrayl}"

Koska kertoimet voivat saada myos negatiivisia arvoja, laaditaan nelja
erilaista tekstié joille asetetaan sopivat nakyvyysehdot. Jatetdén siis +-merkit
kirjoittamatta silloin kun kerroin on negatiivinen. Muuten suoran yhtaloén
voi tulla matemaattisesti epdesteettisida muotoja kuten 2z + —4y + —5 = 0.

Korvataan edellisestéd kaavatekstistd kolmas rivi seuraavasti:

Teksti Nékyvyysehto
"z(s)"\sx +"y(s)"\,y +" 2(s)"& = &0 | (y(s) = 0) A (2(s) = 0)
"w(s)"\ x o "y(s)"\,y +7 2(s)"& = &0 | (y(s) < 0) A (2(s) = 0)
"e(s)"\,x +"y(s)"\,y "2(s)"& = &0 | (y(s) = 0) A (z(s) <0)
"e(s)"\sx "y(s)"\,y "2(s)"& = &0 | (y(s) <0) A (2(s) <0)

ATEX-komennolla \, saadaan aikaan pieni vili muuttujan ja sen kertoi-
men viliin, jottei yhtalosta tule liian tiivis.
Pisteen ja suoran vilisen etiisyyden laskemiseksi laaditaan vield seuraa-

vanlainen kaavateksti:

"\begin{array}t{rcl}
\multicolumn{3}{c}{\text{Pisteen \textcolor{Maroon}{P}
etdisyys \textcolor{Mulberryl}{d}
suorasta \textcolor{Blue}{s}: }} \\
d&=&\frac{|A\,x_P+B\,y_P+C\, | }{\sqrt{A~2+B~2}} \\
g=&\frac{|"x(s)"\cdot ("x(P)")+("y(s)")\cdot ("y(P)")+("z(s)") |}
Nsqrt{("x(s)")~2+("y(s)")~2}} \\
&=&\frac{|"(x(s)x(P)+y(s)y(P)+z(s))"|}
{\sqrt{"(x(s)~2y(s)~2) "} F\\
&=&"etaisyysPs"
\end{array}"

Tasséd kaytetdan sulkuja dynaamisten arvojen ympaérilld, koska erillisten

kaavojen laatiminen jokaista eri negatiivisen arvon tapausta varten kavisi
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liian tyoldiksi. Eri yhdistelmid varten pitiisi laatia 2° eri tekstifi, joten tin-
gitadn talla kertaa esityksen kauneudesta. Teksteihin ja geometrisiin objek-
teihin on lisatty vérejd, jotta niiden yhteys toisiinsa olisi selvempi. Valmis
GeoGebra-malli on kuvassa [13l

¥ Nayta laskut

Suoras: Ax+ By+C
4xr —3y—4

I
o

Piste P = (zpvyp) =(6,0)

Pisteen P etédisyys d suorasta s :
|Azp+ Byp+ C|

L4 6)+(=3)-(0) + (=)
" @7+ (37

d =

Kuva 13: Pisteen P etéisyys suorasta Ax+By-+C=0.

Harjoitustehtdva 11. Laske suorien x +y =1, x +y = 6, v — 3y = 1
ja x — 3y = —4 vdliin jidvin alueen pinta-ala. (Yo-tehtivd 4/K2007, pitkd
matematiikka. [30] )
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3.4 Toisen asteen kayrat eli kartioleikkaukset

Midritelmad 3.19 (Kartioleikkaukset). Sellaisia kidyrid, joiden yht&lo
on toista astetta oleva polynomiyhtdlo, sanotaan toisen asteen kayriksi.
Suorakulmaisessa koordinaatistossa kaikkia toisen asteen kdyrid kutsutaan
myos kartioleikkauksiksi, silla kaikki kiyrat voidaan muodostaa leikkaamalla

ympyrakartion pintaa tasolla.

Toisen asteen kiyrien yleinen muoto on
Ax?> + Bxy+ Cy* + Dz + Ey + F = 0.

Jos A=CAB=0 niin kuvaaja on ympyrai,
B? —4AC < 0, niin kuvaaja on ellipsi,
B? —4AC =0 niin kuvaaja on paraabeli,
B? —4AC >0 niin kuvaaja on hyperbeli.[5]

Jos toisen asteen yhtilon Ax? + Bxy + Cy? + Dz + Ey + F = 0 ratkai-
sujoukko on piste, suora tai kaksi suoraa, kartioleikkaus on degeneroitunut;
muut ovat niin kutsuttuja varsinaisia kartioleikkauksia.

GeoGebralla voidaan laatia dynaaminen malli, jonka avulla voidaan tut-
kia parametrien A, B,C,D,E ja F vaikutusta toisen asteen yhtdlon ku-
vaajaan. Tassd yhteydessd kidytetddn liukusidédtimié, joiden avulla paramet-
rien arvoja voidaan vaihdella tietylla valilld. Liukusdatimet luodaan Liuku-
tyovalineella. Nimi-ruutuun annetaan parametrin nimi, esim. A, véliksi esim.
Min:-7, Max:7, animaatioaskeleeksi 0.5 (jotta kokonaislukuarvojen saitami-
nen helpottuu) ja liu’un leveydeksi 200. Liu'un leveys tarkoittaa piirtoalu-
eelle muodostuvan liukusddtimen leveyttéd, ja animaatioaskel 0.5 tarkoittaa
ettd parametrin arvoja voi sddtaa liukusdédtimelld 0,5 yksikon vélein.

Kun kullekin parametrille on luotu oma liukusddtimensa, syGtetddn
syottokenttiin A xx2+Bxxxy+Cxy?2+Dxx+Exy+F =0, jol-
loin piirtoalueelle muodostuu toisen asteen yhtéalén kuvaaja. Nyt paramet-
rien vaikutusta kuvaajaan voidaan tutkia sdatdmalla parametrien arvoja liu-
kusdatimilla.

Luodaan viela piirtoalueelle teksti, josta ndhddan toisen asteen yhtéa-
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16 seké yleisessd muodossa ettd dynaamisten parametrien avulla esitettyni.
Valitettavasti taas tulee eteen merkkiongelma plus- ja miinusmerkkien pe-
rikkiisyyden kanssa, mutta annettakoon sen olla talld kertaa. Vaihtoehto-
na olisi kiiyttdd dynaamista yhtdloa, mutta GeoGebrassa yhtdlé on muotoa
Ax? + Bry + Cy* + Dx + Ey = —F, miki ei ole edelld esitetyn mééritelmén

mukainen.

"\begin{array}{c}
\text{Toisen asteen kayral}\\
Ax~2+Bxy+Cy~2+Dx+Ey+F=0\\
"A'"x~2+"B"xy+"C"y"2+"D"x+"E"y+"F"=0
\end{array}"

Liséksi luodaan vielé tekstit, jotka ilmoittavat miké kartioleikkausten eri-
koistapaus on kyseessi. Esimerkiksi: "Kuvaaja on ympyrd, A =C =2AB =
0”. Tekstin néyttdmisehdoksi maéadritelliin annettu ehto A = CAB = 0.
Vastaavat tekstit laaditaan myd6s ellipseille, paraabeleille ja hyperbeleille.
Koska ympyréa on ellipsin erikoistapaus, tulee ympyria ja ellipsid kasittelevat
tekstit sijoittaa niin ettd ne eivit mene piirtoalueella paillekkiin. Kuvassa

[[4] on valmis GeoGebra-malli.

Toisen asteen kéyra :
Azx* + Bay+ Cy* £ De+ Ey+ F=0
—0.52% + 52y + 5.5y° 4+ 0.5z + 5.5y +4 =0

Kuvaaja on hyperbeli C=55
B*—4AC>0

Kuva 14: Toisen asteen kiyrat eli kartioleikkaukset.
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3.4.1 Ympyra

Mairitelmd 3.20 (Ympyrd). Ympyré on tason kiyri, joka muodostuu kai-
kista niisté pisteisté, jotka ovat samalla etédisyydelld r kiintefsta pisteestd P.

Piste P on ympyréin keskipiste ja vakioetdisyys r on ympyran side. [11]

Ennen analyyttisen geometrian kurssia ympyria on kisitelty geometrian
kurssilla, jossa on kisitelty yleisimmét ympyrddn liittyvit nimitykset ja
laskukaavat. Nyt tarkoituksena on kisitelld ympyrian yhtalod koordinaatis-

tossa.

Ympyran madritelmdn mukaan kaikki ympyran pisteet ovat vakioetai-
syydelld r ympyrén keskipisteestd P = (zp,yp). Jos valitaan mielivaltainen
piste @ = (z,y), jonka etdisyys pisteesti P on r, niin kappaleessa

médriteltyd kahden pisteen vilisen etdisyyden kaavaa kiyttdmalld saadaan

r=+/(x —zp)2+ (y — yp)? josta edelleen saadaan alla oleva ympyréin kes-

kipistemuotoinen yhtalo.

Mairitelma 3.21 (Ympyran yhtilo, keskipistemuoto). Olkoon piste P =
(xp,yp) ympyréan keskipiste ja r ympyran sidde. Nyt

(x—xp)®+ (y—yp)* =17

Huom. Kun ympyréan keskipiste sijaitsee origossa, ympyran yhtalé yk-
sinkertaistuu muotoon
r? + y2 =r?
GeoGebrassa on valmis tyoviline Ympyrd: keskipiste ja sdde ympyrian
piirtdmiseen keskipisteen ja tunnetun sidteen avulla. Keskipisteen antamisen

jalkeen avautuu automaattisesti ikkuna, johon syttetadn sidteen arvo.
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Dynaamista mallia varten laaditaan ensin liukusaadin sadettd r varten.
Liu'un r vdliks: annetaan nyt Min:0, Max:10, silld r ei voi saada negatiivisia
arvoja. Liu'un leveydeksi annetaan 200. Kun liuku on valmis, piirretdén piir-
toalueelle mielivaltainen piste, joka valittomésti nimetdan uudelleen nimelld
P.

Nyt ympyra voidaan piirtad Ympyrd: keskipiste ja sdde -tyovilineelld klik-
kaamalla ensin pistettd P, ja syottdmaélla sitten avautuvaan ikkunaan siteeksi
r. Ympyran sijaintia voi nyt mielivaltaisesti muuttaa pistettd P liikuttamal-
la, ja ympyrdn kokoa voi sdatad liukusaatimell.

Muokataan pisteen P viriksi violetti, ja sdteen r viriksi vihred. Kaytetdan

samoja vareji myos seuraavaksi laadittavassa tekstissa:

"\begin{array}{11}
\text{ Ympyrin} & \\
-\text{ keskipistel}&

\textcolor{RedViolet}{P=(x_P, y_P)=C"x(P)","y(P)")} \\
-\text{ sdde} &\textcolor{0liveGreen}{r="r"} \\
-\text{ yhtd16 keskipistemuodossal}

& (x-\textcolor{RedViolet}{x_P})~2

+(y-\textcolor{RedViolet}{y_P}) "2

=\textcolor{0liveGreen}{r}~2 \\

& (x-\textcolor{RedViolet}{"x(P)"})"2
+(y-\textcolor{RedViolet}{"y(P)"})"~2
=\textcolor{0liveGreen}{"r"}~2\\
&'"c"
\end{array}"

Viimeisen rivin ¢ on ympyréan yhtdlo GeoGebran omana objektina. Varmista,
ettd ympyran Ominaisuudet-ikkunan Algebra-vélilehdelld on valittu ympy-
rin yhtdlon muoto (z —m)? + (y — n)? = r?. Koska pisteen P koordinaatit
rp ja yp voivat saada myoOs negatiivisia arvoja, tehddin rumien merkkiyh-
distelmien valttdmiseksi erilaisia tekstejd, joissa lisitddn sulut negatiivisia

arvoja saavien koordinaattien ympaérille. Tassa tapauksessa vaihtoehtoja on
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vain neljd, yksi kutakin koordinaatiston neljainnestd kohti, joten urakka on
adrellinen. Kullekin tekstille asetetaan nidkyvyysehdot asianmukaisesti.

Kuvaan lisdtddn vield havainnollisuuden vuoksi sdde r. Valitaan Kahden
pisteen vdlinen jana -tyoviline ja piirretddn side klikkaamalla ensin pistetté
P ja sitten ympyrian kehid. Niin syntyy myos piste A, joka on sidottu ympy-
rian kehille ja ndin ollen vapaasti siirreltdavissd ympyrén kehdlld. Siteen, eli
janan PA nimeksi tulee automaattisesti a. Nyt sddettd ei voi nimetd uudel-
leen nimell& r, koska r on jo kiytossa liukusddtimessid. Ongelma voidaan kier-
tad janan a Ominaisuudet-ikkunassa Perusominaisuudet-vélilehdelld kirjoit-
tamalla Teksti-ruutuun r, ja valitsemalla Naytd nimi: Teksti. Nyt siis janan
nimi on edelleen a, mutta nikyvissi on ikédédn kuin nimené r.

Nyt valmiina on dynaaminen GeoGebra-malli, kuvassa jolla voidaan
havainnollistaa keskipisteen sijainnin ja sidteen pituuden vaikutusta ympyran

yhtaldon.

Ympyrian
— keskipiste P= (zpyp) = (1,2)
— siade r=3

yhtalo keskipistemuodossa (2 2
o~ 1) iy —2)? =3

r 7;!‘/))24» (y— ;/,))2 =7
5i—1
1P (-2 =9

(
(
(

€T

Kuva 15: Ympyran yhtilo keskipisteen ja sdteen avulla.

Toisen asteen kiyrin yhtalostd Ax? + Bay + Cy*> + Dx + Ey + F = 0

saadaan ympyrin yhtilo yleisessda muodossa, kun otetaan huomioon ehdot

A=CjaB=0.
Ar? + Bry+Cy*+Dx+Ey+F = 0 ||[A=C,B=0
Ax?+ Ay*+ Dz +Ey+F = 0 ||: A

??+y*+D/Ax+E/Ay+ F/A =
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Nimeamalla parametrit uudelleen saadaan ympyran yhtalo yleisessd muo-

dossa.

Maéritelmd 3.22 (Ympyrin yhtilo yleisessd muodossa). Parametrien a, b

ja ¢ avulla saadaan suoran yhtdlon yleiseksi muodoksi
2* + 9% +ax+ by +c=0.

GeoGebralla voidaan tutkia parametrien a, b ja ¢ vaikutusta ympyriaan
muodostamalla ensin liukusdatimet kullekin parametrille erikseen. Koska pa-
rametrit voivat saada myds negatiivisia arvoja, madritelldsn liukujen véliksi
esimerkiksi Min : —7, Max : 7. Muokataan vield kullekin liu’ulle oma véri.
Kun liu’ut ovat valmiit, saadaan ympyré piirrettyé kirjoittamalla Sydttokent-
tiin x"24+y "2+axx+bxy+c=0.

Ympyra piirtyy nyt ilman keskipistettd, mutta halutessaan keskipisteen
saa maéadritettyd Keskipiste-tyovilineelld yksinkertaisesti vain klikkaamalla
ympyran kehdd. Keskipiste-tyoviline soveltuu monenlaisten keskipisteiden
madrittdmiseen, muun muassa kahden pisteen, janan tai erilaisten kartio-
leikkausten keskipisteen méadritdmiseen.

Ympyran yhtaloa kuvaava teksti kirjoitetaan niin, ettd parametrien varit
ovat samat kuin liukusddtimien vérit. Eri ndkyvyysehdoilla laaditaan kah-
deksan eri tekstié niin, ettd parametrien a, b ja ¢ saadessa negatiivisia arvoja

niiden edessa oleva '+’-merkki poistuu.

"\begin{array}{r}
\text{¥mpyrin yhtdld yleisessd muodossa} \\
x~2+y~2+\textcolor{Maroon}{a}\,x + \textcolor{Blue}{b}\,y
+ \textcolor{0liveGreen}{c}=0 \\
x"2+y~2+\textcolor{Maroon}{"a"}\,x + \textcolor{Blue}{"b"}\,y
+\textcolor{0liveGreen}{"c"}=0
\end{array}"

Jos kaikki parametrit a, b ja ¢ saavat arvon nolla, ympyra kutistuu pis-

teeksi origossa, joten laaditaan tatd varten vield yksi teksti:
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"\textcolor{Maroon}{a}t=\textcolor{Blue}{b}
=\textcolor{0liveGreen}{c}=0
\text{, joten ympyrd kutistuu pisteeksil}"A"."

Koska ympyrddn ei tdssid mallissa tule sddettd tai mitddn muutakaan
visuaalista lisdé, tuodaan ympyrad nyt muulla tavoin esiin piirtoalustasta.
Valitaan ympyran Ominaisuudet-ikkunan Objektin tyyli -vililehdeltd Viivan
paksuudeksi 3 ja Peittdvyydeksi 5. Nyt koko ympyréin pinta-ala ndkyy vaalean
harmaana, ja ympyré erottuu néin paremmin taustasta.

Valmis GeoGebra-malli on kuvassa
3 Ympyriin yhtils yleisessi muodossa

224+ y P +azr+by+c=0
Pyt —dr+2y—1=0

Kuva 16: Ympyran yhtélo yleisessd muodossa.

3.4.2 Ympyrd ja suorat — tangentit, normaalit, sekantit ja napa-

suorat

Suoralla ja ympyralld voi olla kaksi, yksi tai ei yhtdan leikkauspistetta. Leik-

kauspisteet saadaan ratkaisemalla yhtalopari

(r—20)* +(y —w)? = 17 (Ympyrén yht&lo)
ar+by+c = 0 (Suoran yhtalo)

Jos yhtéloparin ratkaisuja on kaksi, niin suora leikkaa ympyrin kahdessa pis-

teessd. Talloin leikkaavaa suoraa kutsutaan sekantiksi. Mikali yhtaloparilla

o8



on vain yksi ratkaisu, niin suora vain sivuaa ympyrad niin ettd suoralla ja
ympyralld on ainoastaan yksi yhteinen piste. Talloin suoraa kutsutaan ym-
pyran tangentiksi. Jos suora ja ympyra eivit leikkaa, ei yhtdloparillakaan ole
ratkaisuja.

Napasuora voi leikata ympyrdd milld tahansa edelld mainitulla tavalla,
mutta sen méadrittimiseen tarvitaan napapiste ', joka on mielivaltaisen,

ympyran keskipisteestd poikkeavan pisteen () inversio ympyréin suhteen.

Miaritelmi 3.23 (Ympyrin tangentti). Ympyrin tangentti on suora, joka
sivuaa ympyrad ainoastaan yhdessd pisteessd. Ympyrilld ja sen tangentilla
on siis yksi yhteinen piste. Tangentin etédisyys ympyran keskipisteestd on ndin
ollen oltava ympyréin sidteen suuruinen. Tangentti ja sivuamispisteeseen piir-
retty sdde ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Ympyran ulkopuolisen pisteen
kautta voidaan aina piirtdd ympyralle kaksi tangenttia.[9]

Jos tangentti sivuaa origokeskistd ympyréd pisteessd T' = (x7, yr), niin

talloin tangentin yhtilé on muotoa

I
y—yr =——(v — 7).
yr

Maéritelmd 3.24 (Ympyrin sekantti). Sekantti on suora, joka leikkaa ym-
pyran kahdessa eri pisteessi. Sekantin yhtdlo voidaan méarittaa tutulla 'suora

kahden pisteen kautta’ -kaavalla kun leikkauspisteet tunnetaan.

Miaéritelmd 3.25 (Ympyran normaali). Ympyrin normaali pisteessid T' =
(xr,yr) on sellainen suora, joka on kohtisuorassa ympyrdn tangenttia vas-
taan. Ympyran normaali kulkee aina ympyran keskipisteen kautta. Néin ollen
normaali on siis erds sekantin erikoistapaus.
Origokeskisen ympyrin pisteeseen 7' = (xp, yr) piirretyn normaalin yh-
taloé on muotoa
Yyr
y—yr=-—(z—x7).
xT
Normaalin yhtilé voidaan maarittda myos kiyttden kaavaa 'suora kahden

pisteen kautta’:

missd O = (xp, yo) on ympyréan keskipiste.
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Mairitelmi 3.26 (Ympyrdn napapiste). Olkoon piste O = (zo,yo) ym-
pyrdn keskipiste ja piste () = (z¢,yo) mielivaltainen tason piste, O # Q.
Pisteen () inversiopiste ()’ = (z¢, y¢o/) on ympyrén napapiste, joka toteuttaa
ehdon |OQ| - |OQ’| = 72, missd r on ympyrin siide. Molemmat pisteet, Q ja

(', sijaitsevat samalla ympyrian normaalilla.

Miaaritelma 3.27 (Ympyrian napasuora). Olkoon pisteet @, @' ja O méa-
ritelty kuten edelld. Ympyrdn napasuora on suora, joka on kohtisuorassa
pisteiden @, @' ja O kautta piirrettyad suoraa vastaan ja kulkee pisteen Q
kautta.

Jos napapiste Q' sijaitsee ympyran ulkopuolella, niin napapisteen kautta
voidaan piirtdd kaksi ympyrdn tangenttia. Olkoon ympyrin ja tangenttien
leikkauspisteet NV ja N’. Talloin napasuora kulkee pisteiden N ja N’ kautta.

Jos napapiste @' sijaitsee ympyran kehalld, |OQ'| = r niin myos @ sijait-
see ympyran kehélld. Talloin napasuora on ympyran tangentti.

Jos napapiste () on ympyrén sisilli, niin napasuora on ympyrin ulko-
puolella.

Jos piste B on pisteen A napasuoralla, niin piste A on pisteen B napa-

suoralla.

Rakennetaan yhteinen GeoGebra-malli kaikille ympyrédan liittyville suo-
rille. Ensin on selvéstikin piirrettdvd ympyrd. Ympyrin piirtdmistd varten
on GeoGebrassa nelja tyovalinetta: *Ympyrd: keskipiste ja kehdn piste’,
"Ympyrd: keskipiste ja sdide’, 'Harppi’ ja ' Ympyrd: kolme kehdn pistettd’.
Valitaan niistd tyovéline Ympyra: Keskipiste ja kehdn piste. Klikkaamalla
kahta mielivaltaista pistettd piirtoalueella piirtyy ympyra, jonka keskipiste

nimetdin kirjaimella O.

Tangenttien méiarittadmista varten on oma tyovéline, Tangentit, jolla mo-
lempien tangenttien piirtdminen onnistuu klikkaamalla ensin jotain piirtoa-
lueen pistettd ja sitten ympyrdn kehdd. Tangenttien leikkauspistettd B siir-
telemélld huomataan, etté tangentteja on aina kaksi jos B on ympyréin ulko-
puolella; yksi, jos B on ympyran kehilld; ei yhtdan, jos B on ympyrian kehén

sisdpuolella. Lisataan vielad Kahden pisteen vilinen jana -tyovilineelld siteet
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ndkyviin tangenttien ja ympyrin leikkauspisteisiin. Jos molemmille halutaan
nédkyviin ”7”, on toisen siteen Ominaisuudet-ikkunassa kirjoitettava Teksti:
r ja valittava Ndytd nimi: Teksti.

Muokataan objektien vireji, ja laaditaan ndyta/piilota-valintaruutu

'Néayta tangentit’, johon valitaan kaikki tangentteihin liittyvin objektit.

Sekantin piirtdmistd varten maaritellidn ympyran kehélle kaksi pistetté
Ps ja Pg tyovélineelld Piste objektilla. Sekantin s saa helposti piirrettyd
Suora kahden pisteen kautta -tyovalineelld klikkaamalla molempia pisteita.
Sekantillekin tehdadn oma naytd/piilota-valintaruutu johon valitaan sekantti

s sekd pisteet Pg ja Pg.

Napasuoraa varten tehdadn ensin piirtoalueelle piste )'. GeoGebrassa on
valmis tyoviline Napasuora napasuoran méarittdmiseen. Napasuora piirtyy
klikkaamalla ensin pistettd @’ ja sitten ympyrian kehda. Kayttamalld samaa
tyovalinettd, mutta klikkaamalla napasuoraa ja ympyran kehad piirtyy suora,
jolla ympyrén keskipiste K, napa Q' ja sen inversiopiste () sijaitsevat. Pisteen
() saa nyt helposti nakyviin Kahden objektin leikkauspiste -tyovalineella.

Piirtdmalla Tangentit-tyovalineelld pisteen () kautta kulkevat ympyrin
tangentit huomataan, ettd ne tosiaan leikkaavat ympyran samoissa pisteissa
kuin napasuora. Lisdtaén vielad havainnollistava teksti pisteiden O, Q ja @’

seuraavasti:

"\begin{array}{rcl}

10Q] \cdot [0Q’| & = & r~2 \\
"etdisyys0Q"\cdot"etdisyys0Q’" & = & "r~2"="r"~2 \\
\end{arrayl}".

Kuvassa [I7 on esitetty ainoastaan napasuora-osuus valmiista Geo(ebra-

mallista.

Harjoitustehtava 12. Etsi yhtdlo ympyrdille, jonka kehdlld ovat pisteet A =
(3,2), B=1(9,3) ja C = (4,—4).

61



™ Nayta tangentit
[~ Nayta sekantti

[ Nayta normaali
¥ Nayta napasuora
10Q] - [0Q'] r?
0.8-5

Kuva 17: Ympyri ja suorat — kuvassa napasuora.

Harjoitustehtidva 13. Ympyrdin keskipiste on (—4,2) ja ympyrin tangentin
yhtdilo on 3z + 4y — 16 = 0. Mddritd ympyran yhtals. [T

Harjoitustehtivi 14. Olkoon 22 + y2 = 1. Osoita, etti vox + yoy = 1
on ympyrin x* + y? = 1 tangentti. Mitki ovat sivuamispisteen koordinaatit?
(Yo-tehtiva 11/K2003, pitki matematiikka.[30])

3.4.3 Paraabeli

Magritelmi 3.28 (Paraabeli). Olkoon suora [ jokin mielivaltainen suora xy-
tasossa, seké piste F' mielivaltainen piste suoran ulkopuolella. Pisteet, jotka
ovat yhta etdalld sekd polttopisteestd F' ettd johtosuorasta [, muodostavat
toisen asteen kiyrdn, jota kutsutaan paraabeliksi. Polttopisteen F' kautta
kulkeva johtosuoran [ normaali on paraabelin akseli, jonka suhteen paraabe-
li on symmetrinen. Paraabelin huipuksi kutsutaan pistetta, jossa paraabeli

leikkaa akselinsa.

Yleisen toisen asteen polynomiyhtélon Az?+ Bry+Cy*+Da+Ey+F =0
kuvaaja on paraabeli, kun B? —4AC = 0.

Mikéli paraabelin johtosuora [ on koordinaattiakselien suuntainen, niin
paraabelin yhtilolle saadaan yksinkertaisempi muoto. Jos lisiksi paraabelin

akselina on koordinaattiakseli, niin yhtalo yksinkertaistuu edelleen.
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e Jos johtosuora on z-akselin suuntainen, niin paraabelin yhtilo on muo-

toa y = ax?® + bx + c.

— Jos lisdksi paraabelin akseli on y-akseli, niin paraabelin yhtalo

yksinkertaistuu muotoon y = ax? + c.
— Jos a > 0, niin paraabeli on yléspdin aukeneva.

— Jos a < 0, niin paraabeli on alaspiin aukeneva.

e Jos johtosuora on y-akselin suuntainen, niin paraabelin yhtilé on muo-

toa x = ay® + by + c.

— Jos lisdksi paraabelin akseli on z-akseli, niin paraabelin yhtalo

yksinkertaistuu muotoon x = ay? + c.
— Jos a > 0, niin paraabeli on oikealle aukeneva.

— Jos a < 0, niin paraabeli on vasemmalle aukeneva.

GeoGebralla piirretdén Uusi piste -tyovilineelld kaksi pistetté, pisteet A
ja B. Suora kahden pisteen kautta -tyovalineelld piirretddn sitten pisteiden
A ja B kautta suora, joka nimetddn uudelleen kirjaimella [. Tamén jalkeen
piirretddn vield suoran ulkopuolelle yksi uusi piste, joka nimetddn uudel-
leen kirjaimella F'. Nyt paraabeli saadaan piirrettyd kayttaméalla Paraabeli-
tyovalinettd. Kun klikataan suoraa [ ja pistettd F', niin piirtolalueelle piirtyy
dynaaminen paraabeli. Kun pisteitd A, B ja F' liikutetaan, voidaan tutkia
johtosuoran [ ja polttopisteen F’ sijainnin vaikutusta paraabelin muotoon ja
sijaintiin.

Paraabeli maariteltiin niin, ettd sen pisteet ovat yhtd etddlld sekd joh-
tosuorasta [ ettd polttopisteestd F. Lsitdin GeoGebra-malliin dynaaminen
objekti, joka havainnollistaa tdmé ominaisuutta.

Piirretddn ensin Piste objektilla -tyovilineelld mielivaltainen piste paraa-
belille. Nimetaan piste uudelleen kirjaimella P. Seuraavaksi piirretdan pis-
teiden F'ja P vilille jana Kahden pisteen vilinen jana -tyovilineelld. Pisteen
P ja johtosuoran [ vilistd etdisyyttd havainnollistavaa janaa ei saada yhta

helposti maaritettyd, vaan ensin on piirrettéva suoran [ normaali, joka kulkee
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pisteen P kautta. Tdma onnistuu Normaali-tyovalineelld klikkaamalla ensin
pistettd P ja sitten suoraa [. Maaritellidn suoran [ ja sen normaalin leikkaus-
piste Kahden objektin leikkauspiste -tyovilineelld, ja nimetdin se uudelleen
kirjaimella (). Kahden pisteen vdlinen jana -tyovalineelld piirretdan nyt jana
PQ ja piilotetaan sitten jatkon kannalta turha normaali. Korostetaan janan
PQ ja suoran [ kohtisuoruutta merkitsemilld Kulma-tyovilineelld nikyviin
niiden vélinen suora kulma. Kulman Ominaisuudet-vililehdella poistetaan
valinta Sallv kupera kulma, jotta kuvaajia kiddnnellessd kulma saa arvon 90°
eikd 270°.

Lisdtadn kuvaan vield paraabelin akseli, joka on siis polttopisteen F' kaut-
ta kulkeva johtosuoran [ normaali. Akselin tyyliksi valitaan katkoviiva, jotta
dynaamisessa konstruktiossa se erottuu hyvin varsinaisesta paraabelista. Ku-
van selkeyttd voi vield parantaa valitsemalla paraabelille, janoille ja suoralle
[ eri vérit.

Janojen FP ja PQ pituudet saadaan nikyviin Etdisyys tai pituus -
tyovalineelld klikkaamalla janoja. Nyt voidaan pisteitd A, B, F' ja P liiku-
tella mielivaltaisesti piirtoalueella, ja niin havaitaan etti janat FP ja FP
ovat yhtd pitkdt aina. T&td voidaan vield korostaa Ominaisuudet-ikkunan
Koristelu-valilehdelld valitsemalla janan tyyliksi: ————.

Sitten lisdtadn vield piirtoalueelle informatiivisia teksteja, mallit alla.
Kahta ensimmaéistd lukuunottamatta tekstien sijainniksi médritellidn Omi-
naisuudet-ikkunan Paikka-vililehdelld (3, 1). Niin paraabelin “erikoistapauk-

sia” kuvailevat tekstit tulevat aina samaan kohtaan.

e '"|\overline{FP}| = [\overline{PQ}| =" PF

e "Paraabelin\; yhtdl6:\; "c, missd ¢ on paraabeli-objektin nimi

GeoGebrassa.

e VYlospdin\; aukeava\; paraabelil; y=ax~2+bx+c,\; a>0 ,
nékyvyysehto: (y(A) =y(B)) A (y(F) > y(A)) A (z(F) # 0)

e Yléspdin\; aukeava\; paraabelil; y=ax~2+c,\; a>0 , niaky-
vyysehto: (y(A) = y(B)) A (y(F) > y(A)) A (x(F) = 0)

64



Alaspdin\; aukeava\; paraabeli\; y=ax~2+bx+c,\; a<0 ,
nékyvyysehto: (y(A) = y(B)) A (y(F) > y(A)) A (z(F) #0)

e Alaspdin\; aukeava\; paraabelil; y=ax~2+c,\; a<0 , niky-
vyysehto: (y(A) =y(B)) A (y(F) > y(A)) A (z(F) = 0)

e Oikealle\; aukeava\; paraabelil; x=ay~2+by+c,\; a>0 ,
nakyvyysehto: (x(A) = z(B)) A (z(F) > x(A)) A (y(F) # 0)

e O0Oikealle\; aukeava\; paraabelil; x=ay~2+c,\; a>0 , niky-
vyysehto: (z(A) = z(B)) A (z(F) > z(A)) A (y(F) = 0)

e Vasemmalle\; aukeava\; paraabelil; x=ay~2+by+c,\; a<0 |,
nikyvyysehto: (x(A) = z(B)) A (z(F) < z(A)) A (y(F) #0)

Vasemmalle\; aukeava\; paraabeli\; x=ay~2+c,\; a<0 , naky-
vyysehto: (z(A) = x(B)) A (z(F) < z(A)) A (y(F) = 0)

Valmis dynaaminen GGeoGebra-konstruktio on esitetty kuvassa [18|

Paraabelin yhtdls : x* + 8xy 4 16y* — 110z — 100y = —305

Kuva 18: Paraabeli.

3.4.4 Paraabeli, akseli koordinaattiakselin suuntainen

Kuten jo aiemmin mainittiin, paraabelien erikoistapauksia ovat sellaiset pa-

raabelit joiden johtosuorat ovat koordinaattiakselien suuntaisia. Namé eri-
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koistapaukset jaotellaan kahteen ryhméaan sen mukaan, onko johtosuora -
vai y-akselin suuntainen. Paraabelin akseli on talloin vastakkaisen koordi-

naattiakselin suuntainen.

Mairitelmi 3.29 (Ylospiin tai alaspdin aukeava paraabeli). Paraabelin

yhtilé on perusmuodossa
y=ax’+bx+c, a#0,

ja sen akseli on y-akselin suuntainen. Paraabeli aukeaa yléspdin jos a > 0 ja

—b
2a "

Jos paraabelin akseli on y-akseli, niin yhtdlo yksinkertaistuu muotoon

alaspéin, jos a < 0. Paraabelin huipun z-koordinaatti on z =

y = ax?® + ¢, a # 0. Paraabelin huipun z-koordinaatti on tilléin x = 0, ja

paraabeli leikkaa y-akselin pisteessé (0, c).

Maigritelmi 3.30 (Oikealle tai vasemmalle aukeava paraabeli). Paraabelin

yhtalé on perusmuodossa
r=ay*+by+c, a0,

ja sen akseli on z-akselin suuntainen. Paraabeli aukeaa oikealle jos a > 0 ja

vasemmalle, jos a < 0. Paraabelin huipun y-koordinaatti on y = —%.
Jos paraabelin akseli on z-akseli, niin yhtdlo yksinkertaistuu muotoon
r = ay? + ¢, a # 0. Paraabelin huipun y-koordinaatti on tilldin y = 0, ja

paraabeli leikkaa z-akselin pisteessi (¢, 0).

Laaditaan dynaaminen GeoGebra-malli, jolla voidaan tutkia parametrien
a, b ja c vaikutusta paraabelin ulkoasuun.

Ensin maéaritellidn liukusidédtimet a, b ja ¢ Liuku-tyovilineelld. Liukujen
Viliksi annetaan Min:-10 Max:10, Pituudeksi 200 ja Animaatioaskeleen pi-
tuudeksi 0.5.

Nyt voidaan piirtdd paraabeli y = 2% + bx + ¢ kirjoittamalla Sydtto-
kenttiin: y = a* x2 + b * x + c. Nimetiin paraabeli nimelld py. Vastaavas-
ti piirretdin myos paraabeli x = a*y? +b xy + ¢, ja annetaan sille nimi
px.

Lisdataan piirtoalueelle tekstit kuvaamaan paraabeleita. Laaditaan omat

tekstit sekd ylos- ettd alaspédin aukeavalle paraabelille, ja sekd oikealle etta
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vasemmalle aukeavalle paraabelille. Alla esimerkki ensimmaisesté tapaukses-

ta:

"\begin{array}{1}
Y16spdin\; aukeava\; paraabeli  \\
y=\textcolor{RoyalBlue}{a}tx~2 + \textcolor{Magenta}{bl}x
+ \textcolor{PineGreen}{c} \\
y=\textcolor{RoyalBlue}{"a"}x"2 + \textcolor{Magenta}{("b")}x
+ \textcolor{PineGreen}{("c")} \\

llpyll
\end{array}"

Jotta halutessaan voi tarkastella vain jompaa kumpaa paraabelia, lisataan
piirtoalueelle néytd/piilota-valintaruudut. "Nayti paraabeli y = az? + bz +¢”
valintaruutuun sidotaan objektilistasta paraabeli py seka siihen liittyvat teks-
tit. Vastaavasti "Niytd paraabeli © = ay? + by + ¢’ valintaruutuun sidotaan
objektilistasta paraabeli px seké siihen liittyvit tekstit.

Nyt kaikkien tekstien Nayttdmisehtona on jompikumpi looginen arvo. Li-
satdan ndyttdmisehtoihin vield A(a > 0) tai A(a < 0) sen mukaan, kumman
ehdon mukainen teksti on kyseessd. Tamén jalkeen kummallekin paraabelil-
le ndkyy vain yksi teksti kerrallaan ja tekstit hdvidvat kokonaan nakyvista
jos kyseessa ovat niin kutsutut degeneroituneet paraabelit, joiden kuvaajat
ovatkin suoria. (Kuvaajat ovat suoria aina kun a = 0.) Koska suoria ja nii-
den yhtadl6ita on jo késitelty aiemmin, emme lisdd endd tdhan konstruktioon
suorien yhtéloitd vaan keskitymme paraabeleihin.

Kuvassa [19 on valmis GeoGebra-konstruktio.

Harjoitustehtiava 15. Paraabelin akseli on koordinaattiakselin suuntainen.
Paraabeli leikkaa x-akselin kohdissa x = 0 ja x = 8, ja paraabelin huipun

y-koordinaatts on 8. Johda paraabelin yhtalé.

3.4.5 Ellipsi

Jos ympyréipohjaisen kartion pintaa leikataan tasolla vinosti kartion akselia
vastaan, syntyy kartioleikkaus, jota kutsutaan ellipsiksi. Ellipsi on suljettu

toisen asteen kiyra. Ympyra on eras ellipsin erikoistapaus.
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W Nayta paraabeli x=ax?+bx+c
Alaspiin aukeava paraabeli IV Néyta paraabeli x=ay*+by+c
y=ax’+bx + 5
y= 323+ (7.5)z + (2.5)

y= 322+ 752 +25 4

a=-3

Vasemmalle aukeava paraabeli
x = ay?+ by + ¢ 5
r= -3+ (T.5)y+ (2.5)

Kuva 19: Paraabelit y = az® + bx + c ja © = ay® + by + c.

Maéiritelmi 3.31 (Ellipsi). Olkoon tasossa kaksi pistettd I ja F’. Olkoon
liséiksi piste P sellainen piste, jonka etéisyys pisteeseen F’ on PF” ja etiisyys
pisteeseen F' on PF. Ellipsin muodostavat sellaiset pisteet, joille etaisyyksien
summa on vakio, PF' + PF = 2a, missi 2a on isoakselin pituus. Isoakseli
on ellipsin pidempi symmetria-akseli, lyhyempéaéd kutsutaan pikkuakseliksi.
Pikkuakselin pituus on 2b. Pisteité F ja F” kutsutaan ellipsin polttopisteiksi.

Polttopisteita seké akseleita yhdistdd symmetrian ja Pythagoraan lauseen
mukaan:

|%FF’|2 =a’ -V

Jos polttopisteen etiisyytta keskipisteestd merkitddn kirjaimella ¢, saadaan
a’? = b+ .

Ellipsin yleinen yhtdlo on
Ax? 4+ Bry+ Cy* + Dz + Ey + F =0, missiB? —4AC < 0.

Ellipsin eksentrisyys, e, on sen polttopisteiden valimatkan suhde ellipsin
isoakselin pituuteen, 0 < e < 1. Mitd suurempi suhde e on, sitd pitkdinomai-
sempi on ellipsi. Mikéli polttopisteet yhtyvit, kyseessd on ympyrd jonka

eksentrisyys on selvisti nolla.
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Vastaavasti kuin paraabeleilla, myos ellipseilld on niin sanottu johtosuora.
Itse asiassa, koska ellipsilld on kaksi polttopistettd, niin myos johtosuoria on
kaksi kappaletta, [ ja [’. Johtosuorat ovat aina kohtisuorassa ellipsin isoakselia
vastaan. "Johtojana’ olisi tosiasiassa tarkempi ilmaus, silla ellipsi on suljettu
kéiyré, jonka ’johtojanan’ pituus tarkalleen sama kuin pikkuakselin, eli 20b.

Paraabelin méariteltiin olevan niiden pisteiden joukko, joiden etdisyys
sekd polttopisteesti ettd johtosuorasta on sama. Ellipsin tapauksessa mieli-
valtaisen pisteen P etéisyys polttopisteestd F' ja johtosuorasta [ ei ole sama,

mutta niiden suhde on vakio: eksentrisyys e:

_|FF]_ |PF

2a  d(P,1)

Tutustumme ensin sellaisen ellipsin yhtdloon, jossa ellipsin keskipiste on
origossa ja akselit ovat koordinaattiakseleilla. Tutkitaan ensin tapausta, jol-
loin isoakseli on x-akselilla.

Olkoon ellipsin keskipiste piste origossa ja polttopisteet F' = (c,0) seki
F’" = (—¢,0). Ellipsin isoakselin pituus on 2a ja piste P = (x,y) on mielival-

tainen ellipsin piste. Ellipsin maaritelmasta johtuen on nyt

PF + PF" = 2a
Ve =2+ y-02 = 2a—/(z— ()2 +y-0? ()’
(x—c)2+y2 = 4a® —4a (m+c)2+y2+(x+c)2+yz

=2 +F = 4a®—da\/(x+ )2+ ¥ + 4%+ 2+~

—dexr —4a® = —dar/(z + )% + y? | : 4, ()?
(a*> — Az? +ad*y? = a’P+at || : a*(a® — ?)
2—; + % = 1, missa a > c.

Koska a? — ¢ = b%, niin origokeskisen ellipsin — jonka isoakseli on -
akselilla — yhtalo saadaan ilmaistua isoakselin puolikkaan a ja pikkuakselin
puolikkaan b avulla:

22 P

StE=L

Vastaavasti, jos origokeskisen ellipsin isoakseli on y-akselilla, niin yhtalo
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on muotoa

Mikali ellipsin akselit ovat koordinaattiakselien suuntaiset, mutta keski-
piste sijaitsee jossain muualla kuin origossa, esim. pisteessi K = (xg, yr),

niin ellipsin yhtilo on t&lldin muotoa:

_ 2 — 2 . . . . .
wox)” L K )~ — 1 jos isoakseli on z-akselin suuntainen

a2
(z—zx)? | (y=yk)? P : ; ;
o — 7 + ~—3 =1 jos isoakseli on y-akselin suuntainen.

o A2 + Cy?> + Dx + Ey+ F, missi AANC < 0tai AAC > 0 (Yleinen

muoto).

Laaditaan GeoGebralla malli, jonka avulla voidaan tutustua ellipsin eri
ominaisuuksiin. Mielivaltaisen ellipsin piirtdmiseen on GeoGebrassa oma tyo-
viline, Ellipsi. Talla tyovilineelld saa ellipsin piirrettyd klikkaamalla ensin
piirtoalueella kohtia, johon polttopisteet sijoittuvat, ja tdman jalkeen jotain
ellipsin kehén pistettd. GeoGebra luo piirtoalueelle dynaamisen ellipsin, jon-
ka kaikkia kolmea maérittelypistettd voi nyt siirrella.

Nimetéén seuraavaksi polttopisteet uudelleen nimilld F ja F”.

Polttopisteiden kautta piirretdin suora p. Kahden objektin leikkauspiste
-tyovilineella maaritellddn suoran ja ellipsin leikkauspisteet. Ndiden pistei-
den vilillA maaritelladn Kahden pisteen vdlinen jana, joka on nyt ellipsin
isoakseli. Pikkuakseli saadaan piirrettya kiyttiden tyovilinettd Keskinormaa-
li. Ty6viline piirtdd normaalin janan keskipisteen kautta, kun klikataan janaa
tai janan padtepisteitd. Madritelliin uuden janan ja ellipsin leikkauspisteet
kuten edelld, ja piirretddn niiden vilille jana, pikkuakseli. Vaihdetaan poltto-
pisteiden kautta kulkevan suoran tyyliksi pisteviiva, ja piilotetaan normaali
nikyvista.

Seuraavaksi méadritellidn ellipsin eksentrisyys e. Sen madrittdmisek-
si tarvitaan polttopisteiden vélinen etdisyys FF’ sekd isoakselin pi-
tuus 2a. GeoGebralla ndmd saa helposti esiin FEtdisyys tai pituus -
tyovalineelld klikkaamalla janojen péatepisteitd. Eksentrisyys saadaan las-

kettua kirjoittamalla Syéttokenttiin e = etaisyysF'F/etaisyysEE’, mis-
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sd nyt E ja E’ ovat isoakselin paitepisteet. Piirtoalueelle lisatddan teksti
"e=\frac{|FF’|}{2a}=\frac{"etdisyysF’F "}{"(2a)"}="e.
Maéritetddn seuraavaksi mielivaltainen ellipsin piste P klikkaamalla ellip-
sif Piste objektilla -tyovalineella. Piirretdéan sitten janat PF ja PF’ Kahden
pisteen vdlinen jana -tyovélineelld. Janojen pituudet saa nidkyviin Etdisyys
tai pituus -tyovalineelld klikkaamalla janojen pédtepisteitd. Ellipsin maééri-
telmadn mukaan janojen pituuksien summa on aina vakio, joten lisitddn tAméa

oleellinen teksti piirtoalueelle seuraavasti:

"\begin{eqnarray?

\overline{PF} &=& "etdisyysPF " \\

\overline{PF’}&=& "etdisyysPF’> " \\
\overline{PF}+\overline{PF’} &=&"(etdisyysPF+etdisyysPF’)"=2a
\end{eqgnarrayl}"

Johtosuoran [ médrittdmistd varten tehddin ensin uusi jana PF'. Koska
janaa PF tarvitaan ellipsin monen eri ominaisuuden méarittelyyn, on tulevia
nayta/piilota-valintaruutuje ajatellen hyvé ettd niitd on kidytossi useampia.
Nyt pisteen P etiisyys johtosuorasta [ on oltava d = e|PF|. Johtosuora on
kohtisuorassa polttopisteiden kautta piirrettyd suoraa p vastaan, joten pis-
teen P etdisyyden médrittdmiseen tarvitaan suoran p kanssa yhdensuuntai-
nen suora, joka kulkee pisteen P kautta. Luonnollisesti tdma onnistuu Yh-
densuuntainen -tyovilineelld. Juuri piirretyn suoran ja johtosuoran vilinen
leikkauspiste saadaan maaritettyi kdyttaen pienta kepulikonstia: maaritetaan
ensin Ympyra: keskipiste ja sdde -tyovilineelld ympyré, jonka keskipiste on
P ja séde, joka syotetddn avautuvaan ikkunaan, etaisyysPF /e. Nyt ympyra
on siis dynaaminen objekti, jonka sidteen suuruus muuttuu kun pistettd P
liikkutetaan tai ellipsin muotoa muutetaan. Madritetddn ympyrin ja suoran
leikkauspisteet ja piilotetaan tdmén jilkeen ympyra sekd ylimaédrdinen leik-
kauspiste ndkyvista. Jaljelle jaava leikkauspiste nimetddn uudelleen kirjai-
mella L, ja tdmén jilkeen méairitetddn jana PL. Pisteen L kautta piirretian
suoran p normaali, eli ellipsin johtosuora [.

Piirtoalueelle lisataan vield teksti
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"\begin{eqnarray’}

\overline{PF} & = & e \overline{PL} \\
"etdisyysPF" & = & "e" \cdot "etdisyysPL"
\end{eqnarray}"

Johtosuoran I’ madrittdmisen voi suorittaa samalla tavalla kuin johtosuo-
ran [, mutta ellipsin symmetriaa hyédyntden voimme hieman oikaista. Kay-
tetddn tyovilinettd Peilaus suoran suhieen. Ty6viline toimii niin, ettd kli-
kataan ensin objektia joka halutaan peilata, esimerkiksi suoraa [, ja tdmén
jilkeen suoraa jonka suhteen peilaus suoritetaan. Téssa tapauksessa peilaus
suoritetaan ellipsin pikkuakselin suhteen. GeoGebra nimedi automaattisesti
peilatut objektit samalla kirjaimella kuin alkuperiiset objektit, mutta pil-
kulla erotettuna. Esimerkiksi juuri peilattu suora on automaattisesti haluttu
I'. Nyt tdytyy ottaa huomioon, ettd kun pistettd P liikuttaa ellipsilld, niin
myos piste P’ liikkkuu vastaavasti.

Peilataan kaikki tarvittavat objektit. Peilauksen aikana saattaa syntya
turhia peilauspisteité, esimerkiksi F|, mutta ndmé voi huoletta piilottaa na-
kyvistéd. Teksti lisdtadn samoin kun edelld.

Nyt dynaamisessa ellipsi-mallissa on kaikki olennaiset ominaisuudet,
mutta lopputulos on kieltdmé&ttd hieman sekava. Sekavuutta vihennetdin
maarittamallla objekteille eri tyylejd ja virejd, sekd luomalla piirtoalueel-
le ndytd/piilota-valintaruutuja joiden avulla yliméériiset objektit voi piilot-
taa. Virit on hyvi muokata ennen valintaruutujen luomista, néin oikeiden
objektien etsiminen suuresta objektien joukosta on helpompaa. Mikili jo-
kin objekti unohtuu listasta, voi sen jilkeenpéin lisdté kirjoittamalla objek-
tin Ndyttdmisehto-ruutuun loogisen arvon kirjaimen. Oikean kirjaimen voi
tarkistaa esimerkiksi pitdméalld hiiren kursoria oikean ndytd/piilota valinta-
ruudun paélld, jolloin kyseisen ruudun nimi korostuu Ominaisuudet-ikkunan
vasemmassa reunassa olevassa listassa. Tarvittaessa avaa lista klikkaamalla
— -merkkié tekstin Looginen arvo edessa.

Vield puuttuu yksi olennainen asia, eli ellipsin yhtélo. Laaditaan viisi
erilaista ellipsin yhtdlod: yksi yleinen yhtald ja kaksi yhtaloa sekéd origokeski-

selle ettéd piste K = (zg,yx)-keskiselle ellipsille sen mukaan, onko isoak-
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seli z- vai y-akselin suuntainen. Oletuksena GeoGebrassa on mahdollista
valita ellipsin yhtdld joko muodossa ax? + bry + cy? + dox + ey = f tai
(x —m)?/a®+ (y —n)?/b* = 1. Kumpikaan vaihtoehdoista ei ole jirin kaunis,
mutta valitaan esitysmuodoksi jalkimmainen. Valinta onnistuu ellipsin Omi-
naisuudet-ikkunan Algebra-vililehdelld. GeoGebra muuttaa automaattisesti
muodon ensin esitettyyn muotoon, jos kaavasta ei tule tarpeeksi sievia.

Kirjoitetaan teksti

"\begin{array}{1}

\underline{Ellipsin\; yht&ls}: \\
Ax~2+Bxy+Cy~2+Dx+Ey=F \\
IICII

\end{arrayl}",

missd, ¢ on ellipsi-objektin nimi. Télle tekstille annetaan ndkyvyysehdok-
si (x(F) # x(F) A (y(F) # y(F')). Tama takaa sen, ettd tdmé kaava tulee
nikyviin ainoastaan jos parempaa ei ole tarjolla.

Sitten laaditaan yhtdlo ellipsille, jonka keskipiste on K = (xg,yx) #
(0,0) ja isoakseli z-akselin suuntainen. Ndyttdmisehdoksi annetaan
(y(F)=y(F")) A (K#(0,0)) A (F#F). Ehdolla F' # F’ rajataan pois
vaihtoehto ettid polttopisteet yhtyvat, ympyrad varten laaditaan teksti myo-

hemmin.

"\begin{array}{r}
\underline{Ellipsin\; yht&l6:} \\
\\
\frac{(x-x_K) “2Ha 2 +\frac{(y-y_K) “2}{b"2} = 1\\
\frac{(x-("x(K)"))~2}H{"a"~2}+\frac{(y-("y(K) ")) ~2}{"b"~2}=1\\
e

\end{array}"

Samalla  tavalla  maéiritellidin  yhtdlo  ellipsille, jonka  isoak-

seli  on  y-akselin  suuntainen. Talléin  ndyttdmisehdoksi  tulee
(x(F) = x(F")) A (K # (0,0)) A (F # F).
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Enda ovat jiljelld origokeskiset ellipsit joiden akselit ovat koor-
dinaattiakselien suuntaiset. Edellisistda teksteistd saa kayttokelpoi-
set muokkaamalla osoittajista pois sulut sekd termit —xrx ja —yg.
Néyttdmisehdoksi ellipsille, jonka isoakseli on z-akselin suuntai-
nen, tulee (y(F)=0)A(y(F)=0) A (xF)=—-=xF)ANF#F) ja
(x(F)=0)A(x(F')=0)A (y(F) = —y(F)) A(F #F’) ellipsille, jonka
isoakseli on y-akselin suuntainen.

Ympyra on tirked ellipsin erikoistapaus, joten laaditan télle vield oma
teksti "E11lipsi\; on\; ympyrd \;" c.Nidkyvyysehdoksi annetaan F = F’,
koska ellipsi on my6s ympyra ainoastaan silloin kun polttopisteet yhtyvat.

Valmis GeoGebra-malli ellipsin ominaisuuksista on kuvassa Kuva
saattaa vaikuttaa sekavalta, silld siind on tarkoituksella esilla kaikki edel-
1a maaritetyt ellipsin ominaisuudet.

Ellipsin yhtalo :
N , ,
P L 2 —0.67 4 @-ex y-v®_ |
2a 7.5 a2 »
[ Néyta janat PF ja PF' . (z—(15)* L= =02
¥ Néyta isoakseli a=3.75 3.75% 2.792

W Néyta pikkuakseli b=2.79

¥ Nayta johtosuora |

[¥-Néyta johtosuora I

v Néyta eksentrisyys e L

PF = oPL - O
2,77 = 0.67-4.15 1 L

PF' = eP'L/

2.77 = 0.67-4.15 0 /

-7 -6 -5

(x —1.5)%/14.05 + (y+ 1)*/78 =1

2.77
4.73

75=2a

3
3

e
T
Il

Kuva 20: Ellipsi.

Harjoitustehtava 16. Mddritd ellipsin yhtalé annetuilla ehdoilla.: Ellipsin
keskipiste on pisteessd (1,2), toinen polttopiste pisteessi (6.2) ja piste (4,6)
on ellipsin kehdlld. [14/

3.4.6 Hyperbeli

Hyperbeli on toisen asteen kiyrd, jonka muodostavat ne tason pisteet, joi-

den kahdesta polttopisteestd mitattujen etdisyyksien erotuksien itseisarvo on
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vakio. Hyperbeli syntyy myd6s, kun taso leikkaa kaksiosaisen ympyrikartion
molempia osakartioita kartioiden akselin suuntaisesti. Hyperbeli on koostuu

siis kahdesta toisiaan leikkaamattomasta kiyrésté, joita kutsutaan haaroiksi.

Kuva 21: Hyperbeli.

Maéaritelmd 3.32 (Hyperbeli). Olkoon tasossa kaksi eri pistettd F' ja F'.
Olkoon liséksi piste P sellainen piste, jonka etéisyys pisteeseen F’ on PE”, ja
etéisyys pisteeseen F' on PF. Hyperbelin muodostavat sellaiset pisteet, joille
etaisyyksien erotus on vakio, PF' — PF = 2a, missé 2a on hyperbelin huip-
pujen A ja A’ etiisyys (katso kuva . Poikittaisakseli on hyperbelin huip-
pujen vilinen jana AA’, jonka kautta kulkee my6s hyperbelin se symmetria-
akseli jolla polttopisteetkin sijaitsevat. Hyperbelin toista akselia kutsutaan
liittoakseliksi, sen pituus on 2b. Mikdli a = b, sanotaan, ettd hyperbeli on
tasasivuinen. Pisteitd I’ ja [’ kutsutaan hyperbelin polttopisteiksi.

Polttopisteita seké akseleita yhdistdd symmetrian ja Pythagoraan lauseen
mukaan:

]%FF’\Q =a*+ b

Jos polttopisteen etdisyytta keskipisteestd merkitddn kirjaimella ¢, saadaan
A=a+b missi0d<a<cjal<b<ec.

Hyperbelin yleinen yhtdlo on

Az? + Bay + Cy* + Dx + Ey+ F =0, missd B> — 4AC > 0.
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Hyperbelin eksentrisyys, e, on sen polttopisteiden vilimatkan suhde poi-
kittaisakselin pituuteen, e > 1. Mitd suurempi suhde e on, sitd leveammat

ovat hyperbelin haarat.

Vastaavasti kuin paraabeleilla ja ellipseilld, myo6s hyperbeleill on niin sa-
nottu johtosuora. Itse asiassa, koska hyperbelilld on kaksi polttopistetté, niin
my0s johtosuoria on kaksi kappaletta [ ja I’. Johtosuorat ovat aina kohtisuo-
rassa hyperbelin poikittaisakselia vastaan.

Samoin kuin ellipseilld, myos hyperbeleilld mielivaltaisen hyperbelin pis-
teen P etdisyys polttopisteestd F' ja johtosuorasta [ ei ole sama, mutta niiden
suhde on vakio: eksentrisyys e.

_ |F'F| _ |PF| o1
2a d(P,1)

Hyperbelin asymptootit ovat kaksi hyperbelin keskipisteessd leikkaavaa

suoraa, joita hyperbelin haarat ldhestyvat mutta eivit koskaan saavuta. Liit-
tohyperbeliksi kutsutaan hyperbelid, jonka poikittaisakseli on varsinaisen
hyperbelin liittoakseli ja pédinvastoin. Hyperbelilld ja sen liittohyperbelilld

asymptootit ovat yhteiset.

Tutustumme ensin sellaisen hyperbelin yhtdléon, jossa hyperbelin kes-
kipiste on origossa ja akselit ovat koordinaattiakseleilla. Tutkitaan ensin

tapausta, jolloin poikittaisakseli on z-akselilla.

Olkoon hyperbelin keskipiste piste origossa ja polttopisteet F' = (¢, 0) seki
F’' = (—c¢,0). Hyperbelin poikittaisakselin pituus on 2a ja piste P = (z,y)

on mielivaltainen hyperbelin piste. Hyperbelin méaritelmésta johtuen on nyt

PF' — PF = 2a

Ve — (24 (y— 02— Ve — )2 + (y — 0) = 2a,

josta saadaan kuten kappaleessa [3.4.5



Koska ¢ — a? = b?, niin origokeskisen hyperbelin — jonka isoakseli on
x-akselilla — yhtédlo saadaan ilmaistua poikittaisakselin puolikkaan a ja liit-

toakselin puolikkaan b avulla:

2 2
x
r v
a’>  b?

T&ll6in hyperbelin asymptootit ovat suorat y = :l:gx.

Vastaavasti, jos origokeskisen hyperbelin isoakseli on y-akselilla, niin yh-

talé on muotoa ) )

x y:
a2
ja hyperbelin asymptootit ovat suorat y = +{z.
Mikéli hyperbelin akselit ovat koordinaattiakselien suuntaiset, mutta kes-
kipiste sijaitsee jossain muualla kuin origossa, esim. pisteessd K = (xx, yx),

niin hyperbelin yhtilo on t&llin muotoa:

° (1,_;2}()2 — (y_byf 2 _ 1, jos poikittaisakseli on z-akselin suuntainen
. (y_ff 2 _ (””_;ZK - 1, jos poikittaisakseli on y-akselin suuntainen.

e A2+ Cy* + Dx + Ey + F, missi A >0AC <0tai A<O0AC >0

(Yleinen muoto).

Asymptootit ovat muotoa:

oY —Yg = j:g(x — xk), jos poikittaisakseli on z-akselin suuntainen

® y—yrx = £5(z — xk), jos poikittaisakseli on y-akselin suuntainen

Laaditaan GeoGebralla malli, jonka avulla voidaan tutustua hyperbelin
eri ominaisuuksiin. Mielivaltaisen hyperbelin piirtimiseen on GeoGebrassa
oma tyovaline, Hyperbeli. Talla tyovilineelld saa hyperbelin piirrettya klik-
kaamalla ensin piirtoalueella kohtia, johon polttopisteet sijoittuvat, ja timéan
jilkeen jotain hyperbelin kehén pistettd. GeoGebra luo piirtoalueelle dynaa-
misen hyperbelin, jonka kaikkia kolmea maéérittelypistettd voi nyt siirrella.

Nimetéddn seuraavaksi polttopisteet uudelleen nimilla F' ja F” ja hyperbe-

lin piste kirjaimella Q.
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Polttopisteiden kautta piirretdan suora p. Kahden objektin leikkauspiste
-tyovilineelld méaritellian suoran ja hyperbelin leikkauspisteet A ja A’. Nii-
den pisteiden vilille mairitellain Kahden pisteen vdlinen jana, joka on nyt
hyperbelin poikittaisakseli. Janan keskinormaali saadaan piirrettyd kiyttden
tyovilinettd Keskinormaali. Tyoviline piirtdd normaalin janan keskipisteen
kautta, kun klikataan joko janaa tai molempia janan padtepisteitd. Maarite-
tadan suorien leikkauspiste K sekd etdisyys |KA| ja kirjoitetaan Sydttokent-
tddan: a = etaisyysKA. Vastaavalla tavalla méiritetddn ¢ = etaisyysKF.

Nyt parametrin b arvo saadaan kirjoittamalla syottokenttadn
b = sqrt(c? — a?). Liittoakselin saa rajattua edelld piirretyltd normaa-
lilta, kun piirretdén ensin Ympyrd: keskipiste ja side -tyovalineella ympyra,
jonka keskipiste on K ja sdde, joka syttetdan avautuvaan ikkunaan, b. Ym-
pyran side siis muuttuu aina kun pikkuakselin puolikkaan pituus b muuttuu.
Maéaritetddn ympyréin ja suoran leikkauspisteet, ja piilotetaan tdmaéan jilkeen
ympyrd ndkyvistd. Nimetddn pisteet nimilla Ay ja A’ , silld n&méd pisteet
ovat my6hemmin laadittavan liittohyperbelin huiput. Leikkauspisteiden Aj
ja A7 kautta midritetddn suoran p kanssa yhdensuuntaiset suorat. Sitten
pisteiden A ja A’ kautta piirretddn suoralle p kaksi normaalia. Muodos-
tunut suorakulmio mééritetddn suorakulmioksi Monikulmio-tyovilineelld
klikkaamalla suorakulmion kdrkipisteita.

Suorakulmion piirtdmisen avuksi laaditut apusuorat voi nyt piilottaa né-
kyvistd. Seuraavaksi voidaan piirtdd hyperbelin asymptootit Suora kahden
pisteen kautta -tyovalineelld klikkaamalla suorakulmion kirkipisteitd niin,
ettd suorakulmion ldvistdjat ovat asymptoottisuorilla. Asymptoottisuorien
Objektin tyyliksi valitaan pisteviiva.

Seuraavaksi madritelldin hyperbelin eksentrisyys
e=[FF’[/2a=2¢c/2a=c/a.  Eksentrisyys saadaan  laskettua  kirjoit-
tamalla  Sydttokenttian e =c/a.  Piirtoalueelle  lisdtdén  teksti
"e=\frac{|FF’ |} 2a}=\frac{"etdisyysF’F "}{"(2a)"}="e.

Madaritetddn seuraavaksi mielivaltainen hyperbelin piste P klikkaamalla
hyperbelid Piste objektilla -tyovilineella. Piirretdén sitten janat PF ja PF’
Kahden pisteen vilinen jana -tyovilineelld. Janojen pituudet saadaan né-

kyviin Etdaisyys tai pituus -tyovilineelld klikkaamalla janojen paitepisteita.
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Hyperbelin méiritelman mukaan janojen pituuksien erotuksen itseisarvo on

aina vakio, joten lisdtadn tdma oleellinen teksti piirtoalueelle seuraavasti:

"\beginf{egqnarray?

\overline{PF } & = & " etdisyysFP " \\
\overline{PF’}& = & " etdisyysF’P " \\
[\overline{PF}-\overline{PF’}| & = &

| "etdisyysFP"-"etdisyysF’P "| \\

& = & |"(etdisyysFP-etdisyysF’P)"|
="abs(etdisyysFP-etdisyysF’P )" = 2a
\end{eqgnarrayl}"

Komennolla “abs(etdisyysFP-etiisyysF’P)” saadaan laskettua kaavaan
dynaaminen erotuksen itseisarvo.

Johtosuoran [ méirittdmistd varten tehddidn ensin uusi jana PF. Kos-
ka janaa PF' tarvitaan hyperbelin monen eri ominaisuuden maéérittelyyn,
on tulevia ndytd/piilota-valintaruutuja ajatellen hyva ettd niitd on kiytossa
useampia. Nyt pisteen P etdisyys johtosuorasta [ on oltava d = e¢|PF|. Joh-
tosuora on kohtisuorassa polttopisteiden kautta piirrettya suoraa p vastaan,
joten pisteen P etdisyyden méaarittamiseen tarvitaan suoran p kanssa yhden-
suuntainen suora, joka kulkee pisteen P kautta. Luonnollisesti timé onnistuu
Yhdensuuntainen -tyovilineelld. Juuri piirretyn suoran ja johtosuoran véli-
nen leikkauspiste saadaan méaritettya kiyttden pientd kepulikonstia: maa-
ritetddn ensin Ympyrd: keskipiste ja sdde -tyovilineelld ympyra, jonka kes-
kipiste on P ja side, joka syOtetddn avautuvaan ikkunaan, etdisyysPF /e.
Madaritetddn ympyrén ja suoran leikkauspisteet, ja piilotetaan tdmén jilkeen
ympyra sekd ylimaérainen leikkauspiste nidkyvista. Jaljelle jaava leikkauspis-
te nimetddn uudelleen kirjaimella L, ja tdméan jalkeen méadritetddn jana PL.
Pisteen L kautta piirretdén suoran p normaali, eli johtosuora [.

Piirtoalueelle lisataan vield teksti

"\begin{eqnarray}
\overline{PF} & = & e \overline{PL} \\
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"etdisyysPF" &
&
\end{eqnarrayl}"

& "e" \cdot "etdisyysPL" \\
& "(exetdisyysPL)"

Johtosuoran I’ madrittdmisen voi suorittaa samalla tavalla kuin johtosuo-
ran [, mutta hyperbelin symmetriaa hyodyntden voimme hieman oikaista.
Kéytetadn tyovilinettd Peilaus suoran suhteen. Tyoviline toimii niin, ettd
klikataan ensin objektia joka halutaan peilata, esimerkiksi suoraa [, ja ta-
mén jilkeen suoraa jonka suhteen peilaus suoritetaan. Téssid tapauksessa
peilaus suoritetaan hyperbelin liittoakselin kautta kulkvan suoran suhteen.
GeoGebra nimedd automaattisesti peilatut objektit samalla kirjaimella kuin
alkuperiiset objektit, mutta pilkulla erotettuna. Esimerkiksi juuri saatu suo-
ra on automaattisesti haluttu I’. Nyt tdytyy ottaa huomioon, ettd kun pis-
tettd P liikkuttaa hyperbelilld, niin myos piste P’ liikkkuu vastaavasti. Piste P
on mahdollista siirtdd hyperbelin haaralta toiselle, mutta jos néin tekee, niin
médritelmd PF = ePL ei ole endi voimassa.

Peilataan kaikki tarvittavat objektit. Peilauksen aikana saattaa syntya
turhia peilauspisteité, esimerkiksi F|, mutta ndmé& voi huoletta piilottaa na-
kyvista. Tekstin lisdys samoin kun edell.

Nyt dynaamisessa hyperbeli-mallissa on kaikki olennaiset ominaisuudet,
mutta lopputulos on kieltdméttd hieman sekava. Sekavuutta vihennetdin
maarittamallla objekteille eri tyyleja ja vareji, sekd luomalla piirtoalueelle
nayta/piilota-valintarvutuja joiden avulla ylimdariiset objektit voi piilottaa.
Virit on hyvd muokata ennen valintaruutujen luomista, niin oikeiden objek-
tien etsiminen suuresta joukosta on helpompaa. Mikéli jokin objekti unoh-
tuu listasta, voi sen jalkeenpéin liséta kirjoittamalla objektin Nayttdmisehto-
ruutuun loogisen arvon kirjaimen. Oikean kirjaimen voi tarkistaa esimerkiksi
pitdmalla hiiren kursoria oikean ndaytd/piilota-valintaruudun paalla.

Maaritelladn vield valmiin hyperbelin liittohyperbeli. Liittohyperbelin
poikittaisakseli on 2b ja liittoakselin pituus 2a. Liittohyperbelin polttopis-
teet Fy ja F] ovat yhtéd etdélld hyperbelin keskipisteestd kuin pisteet F' ja
F’. Polttopisteet saadaan méiritettyé, kun muodostetaan ensin ympyra, jon-

ka keskipiste on K ja sdde c. Ympyrdan ja symmetria-akselin leikkauspistei-
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siin muodostuvat nyt polttopisteet Fy, ja Fj. Piilotetaan ympyra nékyvista
ja otetaan esille aiemmin madritellyt huiput Ay ja A’ . Liittohyperbeli piir-
retdan nyt Hyperbeli-tyovalineelld klikkaamalla ensin polttopisteitd ja sitten
toista huippupistettd Ay.

Vield puuttuu olennainen, eli hyperbelin yhtdlo. Laaditaan viisi erilaista
hyperbelin yhtalod: yksi yleinen yhtédlo ja kaksi yhtdloa sekd origokeskiselle
ettd K = (zk,yx)-keskiselle hyperbelille sen mukaan, onko poikittaisakse-
li z- vai y-akselin suuntainen. Oletuksena GeoGebrassa on mahdollista va-
lita hyperbelin yhtilo joko muodossa ax? + bxy + cy? + dv + ey = f tai
(x —m)?/a® — (y — n)?/b? = 1. Kumpikaan annetuista vaihtoehdoista ei ole
jarin kaunis, mutta valitaan esitysmuodoksi jalkimmainen. Valinta onnistuu
hyperbelin Ominaisuudet-ikkunan Algebra-vélilehdella. GeoGebra muuttaa
automaattisesti muodon ensin esitettyyn muotoon, jos kaavasta ei tule tar-
peeksi sievad.

Kirjoitetaan teksti

"\begin{array}{1}

\underline{Hyperbelin \; yht&lo}: \\
Ax~2+Bxy+Cy~2+Dx+Ey=F \\
o

\end{array}",

missd h on hyperbeli-objektin nimi. Télle tekstille annetaan nékyvyysehdok-
si (x(F) # x(F) A (y(F) # y(F')). Tama takaa sen, ettid tdmé kaava tulee
nikyviin ainoastaan jos parempaa ei ole tarjolla.

Sitten laaditaan yhtdlo hyperbelille, jonka keskipiste on K = (zg,yx) #

(0,0) ja poikittaisakseli z-akselin suuntainen. Ndyttdmisehdoksi annetaan
(y(F) = y(F')) A (K # (0,0)) A (F # F').

"\begin{array}{r}
\underline{Hyperbelin\; yhtdld:} \\
\\
\frac{(x-x_K) 2} a"2}-\frac{(y-y_K) ~2}{b"2} = 1\\
\frac{(x-("x(K)"))~2}{"a""2}-\frac{(y-("y(K)"))~2}{"b"~2}=1\\
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llhll
\end{array}"

Samalla tavalla méaéaritellddn yhtdlo hyperbelille, jonka poikit-
taisakseli on y-akselin suuntainen. Talloin nayttdmisehdokst tulee
(x(F) = x(F')) A (K # (0,0)) A (F # F).

Vield ovat jiljelld origokeskiset hyperbelit, joiden akselit ovat
koordinaattiakselien suuntaiset. Edellisistd teksteistd saa kiayttokelpoi-
set muokkaamalla osoittajista pois sulut ja termit —xrx ja —yg.
Néayttamisehdoksi hyperbelille, jonka poikittaisakseli on x-akselin suun-
tainen, tulee (y(F)=0)A(y(F')=0)A (x(F)=—xF)) A(F#F) ja
(x(F) =0) A (x(F") =0) A (y(F) = —y(F')) A (F # F’) hyperbelille, jonka

poikittaisakseli on y-akselin suuntainen.

¥ Nayta johtosuora

Hyperbelin yhtils :

o 2
(@ = (=05))* (y=(1)?* 8
= - —— =1
2.15% 1.272
(w+0.5)%/4.63 = (y—1)*/1.62=1 5
o

501 = 1.16-4.31
= 5.01
PF = eP'L
5.01 = 1.16-4.31
= 1.164.31

Kuva 22: Hyperbeli

Valmis GeoGebra-malli hyperbelin ominaisuuksien tutkimista varten on
sekd, kuvassa 22| ettéd Kuvassa [22] on valittu nakyviin hyperbelit johto-
suorineen ja kuvassa [23| on ndkyvissd muut ominaisuudet. Téssd GeoGebra-
mallissa on niin runsaasti erilaisia objekteja, etta niiden kaikkien esittdminen

yhdessa kuvassa tekisi kuvasta aivan liian sekavan. Opetustilanteessa on toki
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Hyperbelin yhtiils :
@-ad W-wo®
o 3
o (09 - ()
X 2.15? 127

C|FF| 2c 25

CTAN T 2a 2215 L16. = Nayta johtosuora |
™ Neiyta johtosuora I P
PF — 501 7 Neyta eksentrisyys o g
P = 932 7 Neyta janat PFja PP~
1 ¥ Nayta akselit ja asymp/moa(
[PF~PF| = [501 -~9.32| [ Nay littonyperbel-

—43/=43=2a /
a

™~
~ o o 215

2 0.5)2/4.63 = (y — 1)%/1.62 =1 Pt i

Nt\ 5)7/4.63 = (y.= 1)*/1.6: . b o7

\\
S
9 8 7 -6 5 4 3 - 1 J. 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T ‘\\\
/// \\\
/ \

/// \\

suotavaa valita nikyviin vain ne hyperbelin ominaisuudet, joita on tarkoitus

tarkemmin tarkastella.

Harjoitustehtava 17. Mdadarita yhtdlo sellaiselle origokeskisen hyperbelille,

jonka huippu on pisteessi (2,0) ja jonka toisen asymptootin yhtilo on 4z —

3y = 0.

Kuva 23: Hyperbeli
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A Harjoitustehtavien ratkaisut

Harjoitustehtiava

Piirrd koordinaatistoon pisteet A = (4,2), B = (3,3), C = (2,3), D = (1, 2),
E = (171)7 F = (27_1)7 G = (47 _3>a H = (67_1)7 I = (771)7 J = (772)7
K = (6,3) ja L = (5,3). Yhdista pisteet jarjestyksessd. Mikd kuvio syntyy?

Ratkaisu

GeoGebralla voi vastaavia pisteenyhdistimistehtivid laatia helposti. Vali-
taan jokin kiyttokelpoinen kuva ja lisitddn se piirtoalueelle Lisdd kuva -
tyovilineelld. Kuvan tulee olla tallennettu kuva. Kuvan Ominaisuudet -
ikkunan Objektin tyyli -vililehdelld valitaan kuvan Peittdvyys valiltd 0 — 100
sellaiseksi, ettd koordinaatisto ndkyy hyvin kuvan lapi. Nyt Uusi Piste -
tyovilineelld piirretdan sopivat pisteet kuvan aariviivoille niin, ettad pisteiden
koordinaatit ovat kokonaislukuja. Pisteet yhdistetdin joko Kahden pisteen
vilinen jana -tyovilineelld tai Monikulmio-tyovilineelld. Jalkimmaisella ku-

vion sisdosa virittyy piirtaessa.

Pisteiden koordinaatit saa koottua seuravasti: Piilota ensin nikyvisté
kaikki objektit pisteitd lukuun ottamatta. Sitten ’maalaa’ hiirelld piirtoa-
lue niin, etd kaikki pisteet tulevat mukaan. Nyt valitse tyoviline Lista, jol-
loin algebraikkunaan muodostuu lista pisteistd aakkosjarjestyksessi. Klikkaa
listaa hiiren oikealla painikkeella ja valitse Kopioi syottokenttdan. Nyt syot-

tokentédsta on helppo kopioida ja liittaa lista pisteista tehtdvanantoon.

Kuvassa [24] on ndkyvissa sekd alkuperdinen kuva ettd yhdistetyt pisteet.

Vast. Sydén.

Harjoitustehtivi
Laske pisteiden (5, 1) ja (1,4) vélinen etdisyys.
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Kuva 24: Harjoitustehtavan [I] ratkaisu.

Ratkaisu

Olkoon piste A = (5,1) ja piste B = (1,4). Nyt pisteiden vilinen etiisyys on

d = \/(zg—x4)*+ (ys — ya)?
= V(1 =52+ (4—1)2
= (42 3
= 25 =5.

Pisteiden etdisyys on siis 5, kuten GeoGebra-mallillakin (kuva voimme

havaita.

Vast. 5.

Harjoitustehtiva

Kolmion ABC' mediaanit leikkaavat toisensa kolmion painopisteessd P =
(x,y), jonka etdisyys on 2/3 misti tahansa kolmion kérjesta kirjen vastakkai-
sen sivun keskipisteeseen. Maaritd pisteen P koordinaatit, kun A = (x4, ya),
B = (zp,yp) ja C = (zc,yc). [14]
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Ratkaisu

Olkoon piste D kérjen A vastaisen sivun keskipiste, samoin E kérjen B ja
F kirjen D. Hahmotellaan tilannetta GeoGebralla. Piirretdin ensin Moni-
kulmio-tyovilineelld mielivaltainen kolmio ABC'. Sivujen keskipisteet D, F
ja F' saadaan nakyviin Keskipiste-tyovilineelld klikkaamalla kolmion karki-
pisteitd. Nyt mediaanijanat on helppo piirtdd Kahden pisteen vilinen jana
-tyovilineelld ja sen jilkeen maarittda mediaanien leikkauspiste.

Nyt kolmion karkipisteita siirtdmalld voidaan esitarkastella miten
kéirkipisteiden koordinaatit voisivat olla yhteydessd pisteen P koor-
dinaatteihin. Téassd pisteitd kannattaa siirtdd nuolindppdimilld hii-
ren sijaan, jotta koordinaattien A, B ja (C arvot pysyvit ko-
konaislukuina. Tarkastelun helpottamiseksi lisdtdan piirtoalueelle dy-
naaminen Tekst: "\begin{array}{1} A="A" \\  B="B" \\ C="C" \\

P=("MPX","MPY") \end{arrayl}, miss& MPX ja MPY ovat pisteen
P murtolukumuotoja, jotka on saatu kirjoittamalla Syéttokenttadn
MPX = Murtolukuteksti[x(P)] ja MPY = Murtolukuteksti[y (P)].

Tarkkaavainen tutkija huomaakin, ettd pisteen P x-koordinaatti on

kolmasosa muiden z-koordinaattien summasta, eli ndiden keskiarvo. Samoin

pisteen P y-koordinaatti on muiden pisteiden y-koordinaattien keskiarvo.

Osoitetaan arvaus viela todeksi matemaattisesti.

Piste P on mediaanilla AD, ja jakaa sen tehtdvdnannon mukaisesti suh-

teessa ﬁ—g = % Nain ollen janojen AP ja PD suhde r = Iﬁ‘,—g = % =2.

Piste D on pisteiden B ja C' keskipiste, joten sen koordinaatit ovat
Tp+Tc Y+ yc)

2 72 '
Nyt saadaan pisteen P z-koordinaatiksi

D=

rxD—i—xA - 2(%)—’—3314 _Z’A—FJIB—F.Z‘C

r+1 2+1 3
ja y-koordinaatiksi
_ryptaa 2 (F) +ya _yatystyce
r+1 2+1 3 '

Lisdtaan vield lasku GeoGebra-malliin seuraavasti:

91



"\begin{array}{rcl}
P(x,y)&=&(\frac{x_A+x_B+x_C}{3},\frac{y_A+y_B+y_C}3}) \\
&=& (\frac{"x(A)"+"x(B)"+"x(C)"}{3},
\frac{"y(A)"+"y(B)"+"y(C)"}{3}) \\
&=& (\frac{" (x(A)+x(B)+x(C))"}{3},
\frac{" (y(A)+y(B)+y(C))"}{3}) \\
&=&("MPX","MPY'")="P"
\end{arrayl}".

Ta+Tp+xc Ya+ Y+ Yo

= ) )

3 3

~=1+146 5+0+6
3 ’ 3

= ( )

- Gy

11
(2.5) = (2.3.67)

Kuva 25: Harjoitustehtéivén |3| ratkaisu.

Kayttokelpoinen GeoGebra-malli mediaanien leikkauspisteiden tutkimi-

seen on kuvassa 25

Vast. P = (fatiptec yatyptyc)

Harjoitustehtava

Osoita kulmakertoimien avulla, ettd pisteet A = (9,3), B = (5,5) ja C =

(3,1) ovat suorakulmaisen kolmion kérkipisteet.
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Ratkaisu

Tutkitaan janojen AB, BC ja CA kulmakertoimia:

k — 53 _2 _ _1
AB 5-—9 — —4 " 2
_ 35 _ —2 _
kpc = 1—5_—4_2
Loy — 31 _2_1
CA = 973~ 5§ 3

Havaitaan, ettd janojen AB ja BC kulmakertoimien tulo on
kAB'kBC:_§'2:_17

joten janat AB ja BC ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Kolmio ABS on
siis suorakulmainen, kateetteja ovat sivut AB ja BC, hypotenuusa on sivu
CA (Kuva [26])

Kuva 26: Harjoitustehtévin [ ratkaisu.

Harjoitustehtivi

Maaritd Harjoitustehtivin 4] kolmion kulmien suuruudet.

Ratkaisu

Harjoitustehtévissé [4 onkin jo laskettu kulman C'BA suuruus 90°. Lasketaan

kulman o = ZAC B suuruus kulmakertoimien avulla:

kca — kpe
1+ kcakpe

1
1+3-2

tana:‘ ’:1.

o = arctan 1 = 45°.
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Kolmannen kulman suuruus on oltava myos 45°, kun muistetaan etta
kolmion kulmien summa on 180°. Kolmion ABC' kulmat ovat siis 45°,45° ja

90°, eli kolmio on tasakylkinen suorakulmainen kolmio.

Vast. 45°,45° ja 90°.

Harjoitustehtava [6]

Laske Harjoitustehtévén (1| pisteiden A = (4,2), B = (3,3), C = (2,3),
D=(1,2),E=(1,1),F=(2,-1),G=(4,-3), H=(6,-1), I = (7,1),
J=(7,2), K=(6,3) ja L = (5,3) muodostaman monikulmion pinta-ala.

Ratkaisu

Olkoon A= P, B=PF,, ..., L = P;5. Nyt on huomattava, ettd kaikkien pis-
teiden z-koordinaatit ovat positiivisia, mutta kolmen pisteen y-koordinaatit
ovat negatiivisia. Suunnikasmenetelmé ei toimi, jos pisteitd on koordinaat-
tiakselien molemmilla puolilla, joten on joko tarkasteltava 1. ja 4. koordinaa-
tiston neljannes erikseen, tai sitten tehtdva pieni temppu. Lisdtddn jokaisen
pisteen y-koordinaattiin 3, jolloin monikulmion pinta-ala ei muutu, mutta
kaikista koordinaateista saadaan positiivisia.

Sijoitetaan pisteiden koordinaatit kaavaan

n

1

A= 3 Z($i(yi+1 +3) = @iy +3))]

i=1

missé (Tn11, Ynt1) = (1, 1), eli Pz = P.

Saadaan
A = |34-6-3-5+3-6-2-6+2-5—-1-6+1-4—1-5

+1:2-2-442-0-4-24+4-2-6-04+6-4-7-2
+7-5-7-447-6-6-5+6-6-5-6+5-5—4-6)]
= |3-48| =24

Symmetrian huomaamalla olisi laskuista saanut hieman lyhyempia.
Saadun tuloksen A = 24 voi tarkistaa GeoGebran avulla piirtdmalld en-
sin monikulmion ABCDEFGHIJKL ja klikkaamalla sitten Pinta-ala
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-tyovilineelld monikulmiota.

Vast. A = 24.

Harjoitustehtivi

Piirrd koordinaatistoon niiden pisteiden joukko, jotka toteuttavat yhtalon
a) 22 + y* = 16,

b) y = 22% — 4,

c) ?y? — (1 +2)*(4—2%) = 0.

Ratkaisu

Kirjoita syottokenttadan yhtalot yksi kerrallaan alla olevassa muodossa ja pai-

na enter.
a) x"2+y"2=16
b) 2x"7—-3x"3—-y+1=0
) x"2y"2—-(1+x)"2(4—x"2) =0.

Eksponentit syotetdédn siis “~-merkin avulla. Jos eksponenttina on 2 tai 3,
on ndmd mahdollista valita myds sydttokentédssd olevasta [ o Fmerkkid klik-
kaamalla avautuvasta valikosta.

Kuvassa[7]on kaikkien kolmen yht#lon kuvaajat. Havainnollisuuden vuok-
si kullekin kiyralle on kiytetty erilaista suoran tyylid. Huomaa, ettd yhtalod
r?y? — (1+2)?(4—2?) = 0 vastaava kiyri, konkoidi, koostuu kahdesta osasta.

(Yhtalolla ei ole ratkaisua kun z = 0.)

Harjoitustehtivi

Muodosta sen suoran yhtlo, joka kulkee pisteiden (4, —3) ja (—2,6) kautta.
(Yo-tehtdavd 1b/S2007, pitkd matematiikka.)
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Kuva 27: Harjoitustehtévén [7] ratkaisu.

Ratkaisu

Olkoon piste A = (4, —3) ja piste B = (—2,6). Suoran yhtilo saadaan sijoit-

tamalla pisteiden koordinaatit kaavaan 'Suora kahden pisteen kautta’ (Kpl

y—ya = A (x—xa)
y—(=3) = P-4
y+3 = Z(x—4)
y+3 = —2(z—14)
y+3 = —32+6
y = —%x—i—S.

Vast. y = —%x + 3.

Harjoitustehtava [9]

Suorakulmaisen kolmion kaikki kiirjet sijaitsevat paraabelilla y = 22; suoran
kulman kirki on paraabelin huipussa. Osoita, etti jokaisen téllaisen kolmion
hypotenuusa leikkaa paraabelin akselin samassa pisteessa. Maarita tamé pis-
te. (Yo-tehtdva K2001, sekd pitkd- ettd lyhyt matematiikka.)
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3 A=(4,3)

Kuva 28: Harjoitustehtivéin [8| ratkaisu.

Ratkaisu

Laaditaan GeoGebra-malli, jolla voidaan tutkia kolmiota joka toteuttaa teh-
tavissa annetut ehdot.

Ensin piirretdsin paraabeli y = 22 syottimalld Syéttékenttidin y = x"2.
Piste A paraabelin huippuun saadaan Kahden objektin leikkauspiste -
tyovilineella klikkaamalla sekéd paraabelia ettd y-akselia. Aikaisemmilta kurs-
seilta seki ylikoulusta on tuttua, ettid muotoa y = az? + b olevan paraabelin
akseli on aina y-akselilla, ja niin myos paraabelin huippu. Piste A on nyt
rippuva objekti, jota ei voi siirtaa.

Seuraavaksi piirretiiin piste B paraabelille y = 22 tyovilineelld Piste
objektilla klikkaamalla paraabelia mielivaltaisessa kohdassa koordinaatiston
ensimmaisessd neljanneksessa.

Pisteiden A ja B kautta piirretdfin suora a tyovélineelld Suora kahden pis-
teen kautta klikkaamalla molempia pisteitd. Suorakulmaisen kolmion suoran
kulman kéirki on paraabelin huipussa, pisteessd A, ja toinen kateeteista on
jana AB. Kolmion toisen kateetin on siis oltava pisteen A kautta kulkeval-
la suoran a normaalilla. Suoran normaali b piirretdan Normaali-tyovélineella
klikkaamalla ensin pistettd A ja tdmén jalkeen suoraa a. Suorakulmaisen
kolmion kolmannen kérjen, pisteen D, on sijaittava paraabelin ja normaalin
leikkauspisteessa. Tama piste saadaan nakyviin Kahden objektin leikkauspiste

-tyovilineelld klikkaamalla paraabelia y = 22 ja normaalia b. Huom! Normaa-
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lilla b ja paraabelilla on kaksi leikkauspistettd, joista toinen sijaitsee origossa
ja toinen halutussa pisteessid. GeoGebra ilmoittaa ndmé molemmat ja nime-
44 ne niin, ettd piste C' on origossa ja piste D haluttu kolmion kirkipiste.
Tasté syysta kolmion kidrkipisteet eivit ole aakkosjirjestyksessa.

Kun kaikki kdrkipisteet ovat valmiita, piirretddn suorakulmainen kolmio
Monikulmio-tyovélineelld klikkaamalla pisteitd ABDA tésséd jarjestyksessa.
Merkitaan vield kolmioon suora kulma Kulma-tyovilineelld klikkaamalla pis-
teitd B,A ja D. Nyt voidaan piilottaa kaikki tehtévin kannalta epdolennaiset
asiat, kuten suorat a ja b ja piste C.

Nyt kolmion kirkipistettd B voidaan vapaasti liikutella paraabelilla.
Pistetta liikuttamalla voidaan huomata, ettd hypotenuusa leikkaa y-akselin,

joka on myds paraabelin y = 22 akseli, aina samassa pisteesséi (0,1).

Matemaattisen todistuksen ideakin hahmottuu mallia tarkastelemalla.
Selvisti tehtdvi saadaan ratkaistua, mikili onnistutaan selvittdméan sellai-

sen suoran yhtalo jolla hypotenuusa on.

Tutkitaan ensin kateettia AB. Se on origon kautta kulkevalla suoralla,
jonka yhtdlé on muotoa y = kx. Piste B = (xp,yp) on toinen tdmin suo-
ran ja paraabelin leikkauspisteisti, ja sen koordinaatit saadaan ratkaisemalla
yhtild 2% = kx, eli z(x — k) = 0. Tamén yhtélon ratkaisuja ovat z = 0 ja
x = k. Origossa sijaitsevan leikkauspisteen z-koordinaatti on 0, joten pis-
teen B z-koordinaatin on oltava k. Nyt y = 22 = k2, ja niin ollen piste
B = (zg,ys) = (k, k?).

Suora, jolla kateetti AD on, on origon kautta kulkeva suora, joka on
kohtisuorassa edelld mainittua suoraa y = kx vastaan. Suoran kulmakerroin
on siis —%, ja suoran yhtdlo muotoa y = —%z. Piste D = (zp,yp) on toinen

tdman suoran ja paraabelin leikkauspisteistéd, ja sen koordinaatit saadaan

1
k

ovat t =0jax = —%. Origossa sijaitsevan leikkauspisteen x-koordinaatti on

ratkaisemalla yhtdls 2% = —z, eli z(z 4 1) = 0. Témin yhtilon ratkaisuja

0, joten pisteen D z-koordinaatin on oltava —¢. Nyt y = 2? = (—1)? = %,

ja ndin ollen piste D = (xp,yp) = (_%’ k%)
Hypotenuusa on pisteiden B ja D, B # D, kautta kulkevalla suoralla,
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jonka yhtald saadaan maaritelmaé hyédyntéden, kun sijoitetaan kaavaan
pisteiden B ja D koordinaatit.
Kulmakerroinlausekkeesta tulee aika hirmuisen nikéinen kasa murtoluku-

ja, joten sievennetiaan se ensin:

yD—yB_’“Zk%—kQ_ 1—k  O4F1-k*) 1-k
JID—ZL’B_ —%—/{5 _—/{Z—]{??’_ —/{;(J/}/k/?)/ N —k’ )

Suoran yhtalo on siis:

y—yp = LE(z—uxp)
y—k = (@ -k)
= —%x%—%-%jtkz
y = —%x—l— 1— k>4 k2 ||Merk.K = —%
y = Kz+1.

Hypotenuusa on suoralla, jonka yhtidlé on muotoa y = Kx + 1, joten se

leikkaa paraabelin akselin, y-akselin, aina pisteessi (1,0).

Pisteiden B ja D kautta
kulkevan suoran yhtalo :
y=—0.79z+1

T2 i 0 K 2 3 T4

Kuva 29: Harjoitustehtivén [9] ratkaisu.

Vast. Piste (1,0).
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Harjoitustehtiva

Maarita yhtalo suoralle, joka on suoran y = 2x — 5 normaali ja kulkee pisteen
(1,2) kautta.

Ratkaisu

Olkoon suoran kulmakerroin k£ = 2. Téll6in suoran normaalin kulmakerroin
on —¢. Piste C' = (z¢,yc) = (1,2).
Matemaattisesti suoran normaalin yhtilon méirittdminen onnistuu seu-

raavasti:

1
y—Yyc = —E(ﬂﬁL!EC)

1

1 1

_9 — _Zg_ -

y 27 79

1 +3

= — = —_

y 27Ty

GeoGebralla syotetdan suoran y = 2x — 5 yhtélo Sydttokenttddin jolloin
suora piirtyy piirtoalueelle. Pisteen (1,2) voi piirtdéd piirtoalueelle itse, tai
syottaa syottokenttadn (1,2). GeoGebra nimeédd pisteen kirjaimella A. Nor-
maalin saa piirrettyd Normaali-tyovilineelld klikkaamalla ensin pistettd A
ja sen jdlkeen suoraa a. Suorien yhtédlot saa ndkyviin valitsemalla Ominai-
suudet-ikkunan Algebra-vélilehdelld Yhtdlo: y=mz+b ja Perusominaisuudet-

valilehdelld Naytd nimi:Arvo.

Kahden objektin suhde -tyovilineelld voi vield tarkistaa, ettd suorat ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan. Toinen vaihtoehto on kirjoittaa Sydttékent-
taan: Kulmakerroin|a]Kulmakerroin[b], jonka arvo on —1 jos suora b on

suoran a normaali.

Vast. y = —1a + 2.
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Harjoitustehtava

Laske suorien t +y =1,z 4+y =6, x — 3y = 1 ja x — 3y = —4 viliin jadvin
alueen pinta-ala. (Yo-tehtavéd 5/K2007, pitkd matematiikka.)

Ratkaisu

Piirretddn ensin GGeoGebralla suorat t +y =1, x +y =6, r — 3y = 1 ja
x — 3y = —4 kirjoittamalla suorien yhtalot Syottokenttddn. Suorat nayttdvan
muodostavat suunnikkaan, jonka pidempiné sivuina ovat suorat z — 3y = 1
ja x — 3y = —4 ja lyhyempiné sivuina suorat z +y = 1 ja x + y = 6. Suo-
rien yhdensuuntaisuus voidaan alustavasti tarkistaa Kahden objektin vilinen
suhde -tyovilineelld, mutta matemaattisempaa padttelyd varten muokataan

suorat ratkaistuun muotoon. Suorien yhtalot ratkaistussa muodossa ovat

y=-z+1, y=-—z+60 (

y=3r— 3, y =30+ 3 (

~1)
5)

Kulmakertoimista voidaan paitelld ettéd sekd ylemmat ettd alemmat suo-

k
k

rat ovat keskenddn yhdensuuntaiset. Néin ollen suorien rajaama alue on suun-
nikas.

Nimetddn suunnikkaan Kkérkipisteet kirjaimilla A, B,C' ja D. Tama
onnistuu GeoGebran Kahden objektin leikkauspiste -tyovialineelld klikkaa-
malla suorien leikkauspisteitd aloittaen alimmasta ja kiertden sitten muut
leikkauspisteet vastapaivaidn. Monikulmio-tyovilineelld saadaan korostettua
suunnikas ABC D, jonka pinta-ala saadaan nékyviin Pinta-ala-tyovilineelld

klikkaamalla suunnikasta. Pinta-alaksi saadaan A = 6, 5.

Matemaattisesti suunnikkaan pinta-ala saadaan laskettua tutulla kaavalla
kanta - korkeus, eli A = ah. Valitaan kannaksi a jana AB jolloin korkeudeksi
h voidaan valita esimerkiksi suoran x — 3y = 1 ja pisteen C' vilinen etiisyys.
Kuvassa [30| on piirrettyné olennaiset suorat, janat ja pisteet.

Kannan a = AB ja korkeuden h pituudet saadaan laskettua kun

tiedetddn pisteiden A, B ja C koordinaatit. Kahden suoran leikkauspiste
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PintaAla ABCD = 6.25

Kuva 30: Harjoitustehtavan [11] ratkaisu.

toteuttaa molempien suorien yhtilot, joten leikkauspisteet saadaan laskettua

ratkaisemalla suorien yhtéléiden muodostamat yhtaloparit:

r+y=1 r+y==6 Ty =
r—3y=1 r—3y=1

5 19 5 7
=y=0x=1 =y=3,02=7 =y=351=3

A= (1,0) B:(%g) C:(%,g)

Suunnikkaan kannan pituus saadaan kahden pisteen etiisyys -kaavaa (kpl.
5 0)2 — /125

3.1.2s. ; kiyteaméll: o = A5 = /(12 12 + (3 2

Korkeuden h laskemiseksi muutetaan ensin suora z — 3y = 1 yleiseen
|Azp+Byp+C|

3.18|s. tuttua kaavaa d = N

muotoon r—3y—1 = 0. Kappaleesta

kayttaméalld saadaan korkeudeksi
i -3-5-1 |-5 5

S ey s R RV T

Suunnikkaan pinta-ala on

125 5 V125 /1255 25 5 25 1
A=ah=4/—— — =527 5/ =5,/ =5"=2" 6=,
V8- /10 80 16 4 4 4

8 10

Vast. A = 6}1.
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Harjoitustehtava

Etsi yhtdlo ympyrille, jonka kehilld ovat pisteet A = (3,2), B = (8,-3) ja
C = (10,2).

Ratkaisu

Annettujen tietojen pohjalta voi ympyran yhtdlon maarittdd, kunhan ensin
selvitetddn ympyran keskipiste. Kaikki ympyréan normaalit kulkevat ym-
pyran keskipisteen kautta, joten selvittdmélla kahden normaalin yhtalot
saadaan keskipiste ratkaistua yhtéloparin avulla. Kahden ympyran kehalld
olevan pisteen vilisen janan, janteen, keskinormaali on my6s ympyran
normaali.

—3-2

Tarkastellaan ensin janaa AB. Janan kulmakerroin on % =5 =
5

—z = —1. Janaa vastaan kohtisuoran suoran, ympyrin normaalin, kulma-

kertoimen on siis oltava 1.

Madritettava ympyrdn normaali on janan AB keskinormaali, joka kulkee
siis janan AB keskipisteen, pisteen D = (32, @) = (5, —3), kautta.

Niin pisteen D kautta kulkevan normaalin yht#loksi saadaan y — (—1) =
Iz —1) & y=2+6.

Vastaavalla tavalla saadaan toinen keskinormaali pisteiden B ja C' vélille:
Y= —%x + %.

Saadaan yhtalopari

y=x—206 N 6 2 +31:> r=06
, rT—06=—-x+ —

N |—=

Varmuuden vuoksi lasketaan vield janan AC' keskinormaalin yhtilo. Kos-

ka janan AC kulmakerroin on 0, niin sen keskinormaalin on oltava y-akselin

suuntainen. Janan AC' keskipisteen z-koordinaatti on % = 6%, joten kes-

kinormaalin yhtilo on = = 61. Selvistikin piste (63, 1) toteuttaa timénkin

suoran yhtélon, joten voimme turvallisesti todeta, ettd piste (6%, %) on ym-

pyran keskipiste.
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Ympyrin side r on minki tahansa kehdn pisteen etéisyys keskipisteesté,

lasketaan pisteen C' ja keskipisteen vélinen etéisyys:

1 1 29
— (10 —62)2 4+ (2 — =)2 = /22
r=yfao-cby s byo /2

Niilla tiedoilla saadaan maaritettyd ympyran yhtalo:

1 1 1
—6-)? — )2 =14-.
(@ -65)"+(y—73) 5

Vast: Keskipiste: (63, 3), ympyrin yhtils: (z — 63)? + (y — 1)* = 141.

GeoGebralla kolmen pisteen kautta kulkeva ympyra on helppo madrittaa.
Tata varten on tyoviline Ympyrda: kolme kehdn pistettd. Tyovilineelld saa
piirrettyd ympyrdn minka tahansa kolmen eri pisteen kautta, kunhan pisteet
eivit ole samalla suoralla. Keskipisteen ympyrélle voi maarittaa Keskipiste-
tyovilineelld yksinkertaisesti vain klikkaamalla ympyran kehaé.

Tehtévan ratkaisussa mainitut keskinormaalit voi GeoGebralla piirtaé,
kun muodostaa ensin Kahden pisteen vilinen jana -tyovélineelld jinteen kah-
den kehén pisteen vilille. Janalle saa tehtyad keskinormaalin Keskinormaali-
tyovalineelld klikkaamalla edelld piirrettyd jannettd. Kahden objektin leik-
kauspiste -tyovilineelld saa ndkyviin ndin méadritetyn ympyréin keskipisteen.
Kaikki normaalit on piirretty kuvaan [31}

Kuva 31: Harjoitustehtavan (12| ratkaisu.
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Harjoitustehtiavi

Ympyréan keskipiste on C' = (—4,2) ja ympyrin tangentin yhtalé on 3z +
4y — 16 = 0. Maaritd ympyran yhtalo. [14]

Ratkaisu

Tangentilla ja ympyrélld on yksi leikkauspiste 7T'. Tangentin etdisyys ympyran

keskipisteestd C' on yhtd kuin sidde r. Kaytetddn ’pisteen etdisyys suorasta’

-kaavaa:
r — lAzc+Byc+C]|
VAT B2

, o= BEH+a2-16)
- V32142

r — =20
- 5

r = 4

Nyt ympyrin yhtilo keskipistemuodossa on (z + 4)% + (y — 2) = 16.

Kuvassa on ympyra tangentteineen.

Vast. (z +4)? + (y — 2)* = 16.

(x+ 42+ (y-27=16

Kuva 32: Harjoitustehtévén [I3] ratkaisu.

Harjoitustehtivil4]

Olkoon z3 + y2 = 1. Osoita, ettd Toz + yoy = 1 on ympyrin 22 + y* = 1
tangentti. Mitkd ovat sivuamispisteen koordinaatit? (Yo-tehtévi 11/K2003,
pitkd matematiikka.)
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Ratkaisu

Ympyrin yhtélosta nahdién, ettd ympyran keskipiste on origo O = (0,0) ja
side on 1. Suoran xor + yoy = 1, eli xozr + yoy — 1 = 0 etdisyys pisteestd
(0,0) on

|Azc+Byc+C]
\ Ly )|
_ lzo-0+yo-0-1 2 2 _
r = VR |25 +v5 =1
r — =1
V1
r = 1
Suoran xor + yoy = 1 etdisyys ympyran keskipisteestd on yhtd suuri

kuin ympyrin side, joten suora on ympyrin tangentti. Koska z2 + 32 = 1,
niin piste (xg,yo) on ympyralld 22 + y* = 1. Piste (z9,%) on myds suoralla
zox + yoy = 1, silld zozo + yoyo = 23 + 42 = 1.

Siis piste (xg, yo) on ympyrin ja tangentin yhteinen piste eli sivuamispiste.

Vast. (zo, o). [13]

Harjoitustehtavals]

Paraabelin akseli on koordinaattiakselin suuntainen. Paraabeli leikkaa z-
akselin kohdissa z = 0 ja x = 8, ja paraabelin huipun y-koordinaatti on

8. Johda paraabelin yhtalo.

Ratkaisu

Paraabeli leikkaa z-akselin kahdessa eri pisteessi, joten paraabelin akseli
on y-akselin suuntainen. Paraabelin huipun y-koordinaatti on positiivinen,
joten paraabelin on oltava alaspiin aukeava. Paraabelin yhtalo on siis muotoa
y = ax?® + bx + ¢, missi a < 0.

Kokeillaan valmiilla GeoGebra-mallilla sddtad alaspiin aukeavan paraa-
belin yhtdlon parametreja a, b ja ¢ niin, ettd annetut ehdot toteutuvat. Ha-
vaitaan, ettd parametrien on oltava a = —%, b =4 ja c = 0. Kuvasta kat-
sominen (kuva ei tietenkidn riitd, vaan osoitetaan oletus todeksi myds

matemaattisesti.
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W Néiyta paraabeli y=ax*+bx+c
I~ Néiyta paraabeli x=ay*+by+c

a=-05
°

b=4
.

y=—0.52" + 4z c=0

4 3 2 El 0 1 2 3 4 5 6 7 i 9 10

Kuva 33: Harjoitustehtavén |15 ratlkaisu.

Symmetriasyistd huipun z-koordinaatti on z-akselin leikkauspisteiden
keskiarvo, (0 + 8)/2 = 4.
Nyt tunnetaan kolme pistettd, jotka toteuttavat paraabelin yhtalén:

(0,0), (0,8) ja (4,8). Sijoitetaan ndmé pisteet paraabelin yhtdlo6n
y = axr® +bx +c,

jolloin saadaan kolmen yhtdlon yhtaloryhmé
0=a-024b-0+c = ¢c=0
0=a-8+b-84+¢c = b=—-8a
8=a-4°+b-44+c = b=—4a+2.

Saadaan yhtdlé —8a = —4a + 2, josta ratkaistaan a = —
b=-8a=-8-(—1)=4.

D=

Vast. Paraabelin yhtilo on y = —1z% + 4x.

Harjoitustehtava

Miarita ellipsin yhtalé annetuilla ehdoilla: Ellipsin keskipiste on pisteessa

(1,2), toinen polttopiste pisteessi (6, 2) ja piste (4,6) on ellipsin kehélld. [14]
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Ratkaisu

Valmiilla GeoGebra-mallilla voidaan tilannetta ldhted helposti hahmotta-
maan. Siirretdén ensin polttopiste F' pisteesen F' = (6,2) ja kehin piste Q)
pisteeseen ) = (4, 6). Koska keskipisteen K = (1,2) y-koordinaatti on sama
kuin polttopisteen y-koordinaatti, niin myos polttopisteen F’ y-koordinaatin
on oltava 2. Dynaamisessa mallissa pisteen F” sijainti 16ytyy helposti kokei-
lemalla, ja ellipsin yhtdlo ndhddén valmiina mydés.

Matemaattisesti tehtdvaa lahdetddn ratkaisemaan huomaamalla ensin, et-

té ellipsin isoakseli on z-akselin suuntainen, joten ellipsin yhtédlé on muotoa

($—1)2+(y—2)2_

s 72 =1.
Koska piste @) = (4,6) on ellipsin keh&lld, niin
(4—-1) (6-—2)* 9 16
22 —+ 12 =1 = ? + b—2 =1.

Polttopisteen F' ja keskipisteen K vilinen etaisyys
c=(zr —zk)?+ (yr —yx)> = V(6 — 12+ (2—-2)2 = 5.
Nyt v* = a? — 2 = a® — 52 = a® — 25.
Sijoitetaan b*a® — 25 aiempaan yht#loon, ja ratkaistaan a
T+ =1 || - a®(a® — 25)
9(a? — 25) + 16a> = a*(a® — 25)
—a* 45002 —-225 = 0
a? = (=504 /502 —4-(—1) - (—225))
a’> = 5 A a*=45.
Juuri a? = 5 tiytyy hyliti, silli ellipseilld on aina a > c. On siis a? = 45
ja néin ollen b* = 45 — 25 = 20.
Kysytyn ellipsin (kuvassa [34)) yhtlo on siis

(x—172 (-2
~ 1.
52

2.

Harjoitustehtiva

Maarita yhtélo sellaiselle origokeskisen hyperbelille, jonka huippu on pistees-

sé (3,0) ja jonka toisen asymptootin yhtdlo on 4z — 3y = 0.
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Ellipsin yhtalo :

(z—2x)’  (y—yx)®
a? T v =1

(=) =) _
e trogam
(x—1)%/45+(y—2)?/20 =1
.K=(1,2) .F=(6‘2)

[~ Nayta eksentrisyys e

Kuva 34: Harjoitustehtévén [16] ratkaisu.

Ratkaisu

GeoGebra-mallilla voidaan kokeilemalla etsid kysyttyd hyperbelid. Koska hy-
perbeli on origokeskinen ja sen huippu on pisteessé (3,0), niin tiedetaéin etta
hyperbelin poikittaisaksli on x-akselilla. N&in ollen my6s polttopisteet sijait-
sevat z-akselilla. Muutetaan ensin asymptootin yhtilé muotoon y = %x, mis-
td ndhdaén, ettd asymptootin kulmakertoimen tulee olla %. Siirretddn piste
@ pisteeseen (0,3), ja tamén jilkeen yritetdédn etsidi polttopisteille sellaiset
sijainnit x-akselilta, ettd keskipiste K sijoittuu origoon ja asymptootti suo-
raksi y = %x. Kokeilemalla 16ydetédén oikeanndkdinen hyperbeli (kuva ,
kun polttopisteet ovat pisteissi (£5,0). Dynaaminen malli antaa talloin el-
lipsin yhtaloksi

.752 y2

=1
9 16
Kuvasta katsominen ei toki riitd, vaan todetaan asia myos matemaatisesti:
Origokeskisen hyperbelin asymptootit ovat muotoa y = igx, missd a on

isoakselin puolikkaan pituus, eli téssi tapauksessa huipun etiisyys origosta.

b4 _ 4a
Nyt siis - =3 & b=

Huipun (0, 3) etdisyys origosta on a = 3, joten saadaan b = %3 =4.
Sijoittamalla arvot a = 3 ja b = 4 origokeskisen hyperbelin yhtaloon

2

5 - z—j = 1, saadaan kysytty yhtalo.
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Hyperbelin yhtals : y=1.33

I~ Nayta johtosuora |

Nyt johtosuora I

T Nayta eksentrisyys e

I Nyts janat PF ja PF'

¥ Nayta akselit ja asymptootit
I Nyt litohyperbeli

/9= 216 =1

S
Il
oo

ratkaisu.
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Hyperbeli, [77]
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Kahden objektin vilinen suhde, 22|

Kahden pisteen vélinen jana, [19]
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Kulma, 21} [26]
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Liukusaadin, katso Liuku

Looginen arvo,
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Monikulmio, 21} 37]
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Néytd nimi: Arvo,

Naytd nimi: Teksti,
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néyté/piilota-valintaruutu

Nayttédmisehto,

Napasuora,

Nimeé uudelleen,

Normaali, 21, [30], [37], [46]
Objekti,
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Objektin piilottaminen, [T3]

Objektin siirtdminen, tekstiobjekti,
119

Objektin tyyli,

Objektit-valikko, [14]

Ominaisuudet,

Ominaisuudet-ikkuna,

Paikka, [13] [64]

Paraabeli,

Peilaus suoran suhteen, [72]
Peittavyys, [58]

Piirtoalue,

Pinta-ala, [94]

Piste objektilla, [61] [63] [97]

Riippuva objekti,

Salli kupera kulma,

Suora kahden pisteen kautta, [12] [26]
50

Suoran yhtilo, [19]

Syottokentta, [I8] 23] 33,
Syottokenttadn,

Tangentit, [60} [61]
Taso, 32]
Teksti, [61], [O1]
Lisdé teksti,
Néytd nimi:Teksti, [56]
Tyovalinelaatikko,
Tyovalinepalkki,
Tyyli,

Uusi piste,

Viri, (2]
Var, BTE, [, B3

Yhdensuuntainen, 21] [30} [71]

Ympyréa: keskipiste ja kehin piste,

Ympyré: keskipiste ja séde, 54} [71}[78]
e

Ympyra: kolme kehén pistetté,
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